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ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣ ΜΟΡΦΗΣ ΣΤΗΝ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΑ ΣΦΑΙΡΑ 

Έστω µια τετραγωνική µορφή και ( )f x 1 2 3, , ,...λ λ λ οι ιδιοτιµές του αντίστοιχου 

συµµετρικού πίνακα Α. 

Τότε, η µέγιστη τιµή της  πάνω στην µοναδιαία σφαίρα ( δηλαδή για τα 

διανύσµατα µε νόρµα ίση µε 1, 

( )f x

1x = ) είναι ίση µε την µεγαλύτερη ιδιοτιµή του 

πίνακα Α. 

Η µέγιστη τιµή αυτή επιτυγχάνεται για τα διανύσµατα τα οποία είναι τα αντίστοιχα 

ιδιοδιανύσµατα της ιδιοτιµής αυτής, για τα οποία ισχύει 1x = . 

Αντίστοιχα, η ελάχιστη τιµή της  πάνω στην µοναδιαία σφαίρα είναι ίση µε την 

µικρότερη ιδιοτιµή του πίνακα Α. 

( )f x

Η ελάχιστη τιµή αυτή επίσης επιτυγχάνεται για τα διανύσµατα τα οποία είναι τα 

αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα της ιδιοτιµής αυτής, για τα οποία ισχύει 1x = . 

Παράδειγµα 9  Έστω η τετραγωνική µορφή 3: , ( , , ) 2 2f f x y z xy xz→ = + . 

Ο αντίστοιχος πίνακας της είναι ο 
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Τα διανύσµατα της µοναδιαίας σφαίρας, είναι αυτά που ικανοποιούν την συνθήκη : 

. Θα βρούµε τα ακρότατα πάνω στην µοναδιαία σφαίρα. 2 2 2 1x y z+ + =

Ο πίνακας αυτός έχει για ιδιοτιµές τις: 1 2 32, 2, 0λ λ λ= =− = . 

Αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα, είναι τα 1 2 3( 2,1,1), ( 2,1,1), (0, 1,1)x x x= = − = − . 

Έτσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω, η µέγιστη τιµή της παράστασης 2 2xy x+ z είναι 2  

και επιτυγχάνεται στα σηµεία 2 1 1( , ,
2 2 2

± ) . 

Η ελάχιστη τιµή της είναι - 2  και επιτυγχάνεται στα σηµεία 2 1 1( , ,
2 2 2

± − ) . 

Παρατηρούµε ότι τα ιδιοδιανύσµατα τα κανονικοποιήσαµε, για να έχουν νόρµα ίση 

µε 1. 

Σηµείωση: Τα παραπάνω µπορούν να γενικευτούν σε σφαίρα οποιαδήποτε ακτίνας α, 

και τότε το µέγιστο (ή ελάχιστο ) είναι ίσο µε max .λ a  ( min .λ a ). ( Με α >0) 

Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα που µας δίνουν τα σηµεία, θα έχουν µήκος x a= . 


