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∆ιαδικαστικά

∆ιαλέξεις
I Πέµπτη 15:00-17:00 Α47
I Παρασκευή 09:00-11:00 Α47

Εργαστήριο (R)
I Πέµπτη 15:00-17:00 Εργαστήριο Στατιστικής (Αντωνιάδου)
I Κατόπιν σχετικής ανακοίνωσης

e-class
I https://eclass.aueb.gr/courses/STAT279/
I Συνθηµατικό : nonParametric2020

΄Ωρες γραφείου
I Κοδριγκτώνος 12, 5ος όροφος (γραφείο 2)
I Παρασκευή 13:00-15:00
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Τρόπος Βαθµολόγησης

B: τελικός ϐαθµός
E: ϐαθµός εργασίας (άριστα 10)
G: ϐαθµός γραπτής εξέτασης (άριστα 10)
Ο τελικός ϐαθµός είναι

B = 0.3E + 0.7G

Προβιβάσιµος ϐαθµός B > 5
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Παράδειγµα παραµετρικού µοντέλου
∆εδοµένα: 799 χρόνοι αναµονής σε ταµείο

About this course Nonparametric statistics Nonparametric estimation of distribution functions and quantiles

Parametric models
Definition
If the data X has a probability distribution P = Pθ where θ ∈ Θ ⊂ Rd,
then we speak of a parametric model.

Example: 799 Waiting times at an IT helpdesk:

Requirement: (at least) 99% of the waiting times should be below one
minute.
Is the requirement satisfied, based on the data?

7 / 32

Απαίτηση: τουλάχιστον 99% των πελατών πρέπει να περιµένουν το πολύ 1
λεπτό

Βασισµένοι στα δεδοµένα, ικανοποιείται η παραπάνω απαίτηση ή όχι ;

Προσαρµογή δύο παραµετρικών µοντέλων

I Μοντέλο Α : Xi ∼ G(α, β)⇒ f(xi) =
βαxα−1

i e−βxi

Γ(α)

I Μοντέλο Β: Xi ∼ LN (µ, σ2)⇒ f(xi) = 1
xiσ
√

2π
exp

{
− (log xi−µ)2

σ2

}
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Παράδειγµα παραµετρικού µοντέλου

About this course Nonparametric statistics Nonparametric estimation of distribution functions and quantiles

Parametric models

PA(W ≤ 1) ≈ 0.993 PB(W ≤ 1) ≈ 0.968.

Conclusions can be very sensitive to parametric assumptions.
9 / 32

Τα συµπεράσµατά ενδέχεται να είναι ευαίσθητα στις παραµετρικές
υποθέσεις µιας ανάλυσης
Μη παραµετρική εκτίµηση: q̂0.99 ≈ 0.90 και 95% διάστηµα
εµπιστοσύνης : (0.81, 1.21].
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Τι είναι η µη Παραµετρική Στατιστική ;

Wolfowitz (1942)
We shall refer to this situation (where a distribution is

completely determined by the knowledge of its finite

parameter set) as the parametric case, and denote the

opposite case, where the functional forms of the

distributions are unknown, as the non-parametric case.

Randles, Hettmansperger and Casella (2004)
Nonparametric statistics can and should be broadly

defined to include all methodology that does not use a

model based on a single parametric family.

Wasserman (2005)
The basic idea of nonparametric inference is to use data to

infer an unknown quantity while making as few

assumptions as possible.
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Μη Παραµετρική Στατιστική
Συµπερασµατολογία για άγνωστες ποσότητες µετά από την
παρατήρηση δεδοµένων
Χωρίς να υποθέτουµε κάποια συγκεκριµένη παραµετρική
οικογένεια κατανοµών
«Συµπερασµατολογία µε µοντέλα άπειρων διαστάσεων»
Για παράδειγµα: δεδοµένα x που αποτελούν πραγµατοποίηση
τυχαίας µεταβλητής X

I Παραµετρική Στατιστική:

X ∼ f(·|θ), f ∈ F = {g(·|θ), θ ∈ Θ}

και g κάποια συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας, π.χ. Poisson,
Κανονική,

I Μη παραµετρική Στατιστική:

X ∼ f(·), f ∈ F =

{
g(·),

∫
(g′′(x))

2
dx 6 c2

}
.
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Βασικές έννοιες
Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων

I Προσηµικός έλεγχος (sign test)
I Wilcoxon test
I Mann-Whitney test
I Kruskal-Wallis test

Εκτίµηση αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής

I Ζώνη εµπιστοσύνης
I ΄Ελεγχοι υποθέσεων (Kolmogorov-Smirnov)

Μέθοδοι επαναδειγµατοληψίας και εφαρµογές

I Το Jackknife
I Το Bootstrap

Εκτίµηση συνάρτησης πυκνότητας

I Μη παραµετρική προσέγγιση: Kernel estimation
I Ηµί-παραµετρική προσέγγιση: Μείξεις κατανοµών

Μη παραµετρική παλινδρόµηση

I Regressograms
I Nadaraya-Watson
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Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων (Ι)

ϐάρος πριν τη δίαιτα 74 91 88 82 101 88
ϐάρος µετά τη δίαιτα 71 86 83 78 103 81

Είναι η συγκεκριµένη δίαιτα αποτελεσµατική ;

Παραµετρικός έλεγχος : (paired) t-test
Μη παραµετρικοί έλεγχοι :

I Προσηµικός έλεγχος (κοιτά µόνο το πρόσηµο των διαφορών)
I Wilcoxon test (κοιτά το µέγεθος της διαφοράς + υπόθεση συµµετρίας)
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Μη παραµετρικοί έλεγχοι υποθέσεων (ΙΙ)

●

●

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

ctrl trt1 trt2
Treatment

W
ei

gh
t

group ctrl trt1 trt2

Το ϐάρος του ϕυτού εξαρτάται από το γκρουπ ή όχι ;

Παραµετρικός έλεγχος : Ανάλυση διακύµανσης κατά έναν
παράγοντα

I ΄Ελεγχος για ισότητα µέσων
I Ειδική περίπτωση για δύο ανεξάρτητες οµάδες : t-test

Μη παραµετρικός έλεγχος : Kruskal-Wallis test
I ΄Ελεγχος για ισότητα κατανοµών
I Ειδική περίπτωση για δύο ανεξάρτητες οµάδες : Mann-Whitney U
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Εκτίµηση αθροιστικής συνάρτησης κατανοµήςAbout this course Nonparametric statistics Nonparametric estimation of distribution functions and quantiles

Nerve Data

14 2. Estimating the cdf and Statistical Functionals

0.0 0.5 1.0 1.5

0.
0

0.
5

1.
0

FIGURE 2.1. Nerve data. Each vertical line represents one data point. The solid
line is the empirical distribution function. The lines above and below the middle
line are a 95 percent confidence band.

2.3 Example (Nerve data). Cox and Lewis (1966) reported 799 waiting times

between successive pulses along a nerve fiber. Figure 2.1 shows the data and

the empirical cdf F̂n. !

The following theorem gives some properties of F̂n(x).

2.4 Theorem. Let X1, . . . , Xn ∼ F and let F̂n be the empirical cdf. Then:

1. At any fixed value of x,

E
(
F̂n(x)

)
= F (x) and V

(
F̂n(x)

)
=

F (x)(1 − F (x))

n
.

Thus, MSE = F (x)(1−F (x))
n → 0 and hence F̂n(x)

P−→F (x).

2. (Glivenko–Cantelli Theorem).

sup
x

|F̂n(x) − F (x)| a.s.−→ 0.

3. (Dvoretzky–Kiefer–Wolfowitz (DKW) inequality). For any ε > 0,

P
(

sup
x

|F (x) − F̂n(x)| > ε

)
≤ 2e−2nε2 . (2.5)

14 / 32

Cox and Lewis (1966). The Statistical Analysis of Series of Events.
Chapman and Hall.
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Bootstrap

Bradley Efron: εισήγαγε την τεχνική Bootstrap το 1979
Το Bootstrap είναι µία από τις πρώτες υπολογιστικές µεθόδους της
Στατιστικής
Η επίδραση του στη Στατιστική καθώς και σε κάθε περιοχή
εφαρµογή της ήταν (είναι) τεράστια
Αντικατάσταση επίπονων αλγεβρικών µεθόδων µε τεχνικές
προσοµοίωσης
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Bootstrap

Bradley Efron: εισήγαγε την τεχνική Bootstrap το 1979
Το Bootstrap είναι µία από τις πρώτες υπολογιστικές µεθόδους της
Στατιστικής
Η επίδραση του στη Στατιστική καθώς και σε κάθε περιοχή
εφαρµογή της ήταν (είναι) τεράστια
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Bootstrap

Στατιστική συµπερασµατολογία : ϐασίζεται στην εκτίµηση κάποιας
ποσότητας της δειγµατικής κατανοµής κάποιου εκτιµητή
Παράδειγµα: το τυπικό σφάλµα είναι η εκτίµηση της διασποράς της
δειγµατικής κατανοµής του εκτιµητή

I Πάρε πολλά δείγµατα από τον πληθυσµό

I Υπολόγισε την εκτίµηση που προκύπτει σε κάθε δείγµα
I Η κατανοµή που προκύπτει είναι η δειγµατική κατανοµή του εκτιµητή

Στην πράξη όµως έχουµε µόνο ένα δείγµα
Η ιδέα του bootstrap:

1 Πάρε πολλά δείγµατα από µία εκτίµηση του πληθυσµού

2 Υπολόγισε την εκτίµηση που προκύπτει σε κάθε δείγµα
3 Η κατανοµή που προκύπτει είναι η bootstrap κατανοµή του εκτιµητή

Το ϐήµα 1 τελικά ισοδυναµεί µε δειγµατοληψία µε επανάθεση από
το παρατηρηθέν δείγµα !
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75

2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα:
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50

3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 2.30
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36

4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.63
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50

5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.34
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01

6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.17
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.04
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 1.04
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Bootstrap στον δειγµατικό µέσο

΄Εστω τυχαίο δείγµα n = 10 παρατηρήσεων
x = (12.8, 8.6, 5.8, 8.6, 12.8, 12.2, 14.5, 7.8, 6, 13.6)

x̄ ≈ 10.27, (εκτιµηθέν) τυπικό σφάλµα ŝ.e.(x̄) ≈ 1.03

Bootstrap δείγµατα
∆είγµα Μέσος

1 6 8.6 5.8 14.5 13.6 13.6 14.5 12.8 13.6 14.5 11.75
2 12.8 12.8 6 8.6 8.6 7.8 8.6 6 6 7.8 8.50
3 6 12.8 8.6 14.5 8.6 8.6 8.6 7.8 14.5 13.6 10.36
4 12.8 12.8 8.6 7.8 6 12.8 12.8 12.8 5.8 12.8 10.50
5 7.8 12.8 6 8.6 5.8 13.6 12.8 12.2 6 14.5 10.01
6 12.8 12.2 12.8 12.8 8.6 8.6 8.6 12.8 7.8 5.8 10.28
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
103 5.8 5.8 13.6 5.8 12.8 12.2 13.6 8.6 8.6 7.8 9.46

Εκτίµηση τυπικού σφάλµατος από τα Bootstrap δείγµατα: 0.98

Π. Παπασταµούλης Μη Παραµετρική Στατιστική 20/2/2020 14 / 24



Bootstrap στην παλινδροµηση
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Bootstrap στην παλινδροµηση
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Bootstrap στην παλινδροµηση
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Bootstrap στην παλινδροµηση

Εκτιµηθείσα κατανοµή του β̂
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Εκτίµηση συνάρτηση πυκνότητας
n = 150 προσοµοιώµενες παρατηρήσεις από την κατανοµή
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Εκτίµηση συνάρτηση πυκνότητας

Histogram of Data_mat
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Εκτίµηση συνάρτηση πυκνότητας
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Εκτίµηση συνάρτηση πυκνότητας (κάτι καλύτερο ;)
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Μη παραµετρική παλινδρόµηση
Cosmic microwave background radiation data
379000 χρόνια µετά το Big Bang
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Μη παραµετρική παλινδρόµηση: Regressogram
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Μη παραµετρική παλινδρόµηση: Nadaraya-Watson
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