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[bookmark: _Toc305453302]12. Γραμμικοί Μετασχηματισμοί
(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.6) 
Βλέπε και https://www.khanacademy.org/math/linear-algebra/matrix-transformations#lin-trans-examples


Έστω δύο σύνολα  και . 






Μια συνάρτηση ή απεικόνιση ή μετασχηματισμός  του  στο  (Γράφουμε ) είναι μια αντιστοίχηση ενός στοιχείου  για κάθε στοιχείο . 


(Σε κάθε  αντιστοιχούμε μόνο ένα ).


Γράφουμε 			 ή .


Το  ονομάζεται εικόνα του .
· 



Το  ονομάζεται πεδίο ορισμού της  και το  πεδίο τιμών της .
· 





Τα  για τα οποία υπάρχει  με  συμβολίζονται με  και ονομάζονται εικόνα του  ή και εικόνα της .
Καμμια φορά ζωγραφίζουμε την αντιστοίχηση με βελάκια.























( είναι τα  στα οποία καταλήγει ένα τουλάχιστον βελάκι).

Ο μετασχηματισμός 



Έστω  ένας  πίνακας. Τότε μπορώ να ορίσω ένα μετασχηματισμό .




ως εξής: στο  αντιστοιχώ το 




Δηλ.: η εικόνα του  είναι το γινόμενό του με τον .


Διαστέλλει κατά  στην κατεύθυνση του πρώτου άξονα και κατά  στου δεύτερου.


Παραδείγματα:


	














https://www.geogebra.org/m/E74ww6gn
https://www.geogebra.org/m/TSQk4yCY
https://www.geogebra.org/m/VKQmRQg6





Περιστρέφει τον  κατά 90ο


	τότε:


   και   


Αντανάκλαση στην ευθεία 45ο



	     τότε:


 και 	






	       			Προβολή στον άξονα των 
https://www.geogebra.org/m/E74ww6gn
https://www.geogebra.org/m/VKQmRQg6


Μια απεικόνιση  λέγεται «επί» 







αν για κάθε  υπάρχει  τέτοιο που , αν δηλαδή η εικόνα της ,  ταυτίζεται με το . (Δηλ.: Καταλήγει βελάκι σε κάθε στοιχείο του ).


Πότε είναι επί η ?

Η  είναι «επί» 



 το  έχει λύση  για κάθε 


 ο 



 όπου  η τάξη του πίνακα



Άρα: η  είναι «επί» 
Η παραπάνω επιχειρηματολογία δείχνει και ότι έχουμε: 



, δηλαδή ο  είναι η εικόνα της .

https://www.geogebra.org/m/ebJbXhXu




Μια απεικόνιση  λέγεται «μονοσήμαντη»


 αν κάθε  απεικονίζεται σε διαφορετικό , δηλαδή¨


 αν  και  έχουν την ίδια εικόνα, πρέπει να ταυτίζονται:



(Δηλ.:  Αν σε κάποιο  καταλήγει βελάκι, θα είναι μόνο ένα).


Πότε είναι μονοσήμαντη η ?



		   (από ) 


			   (από ) 

			   δεν υπάρχουν ελεύθερες μεταβλητές 


			    

			   



	Άρα: η  είναι «μονοσήμαντη» 
		   


 Μια απεικόνιση  λέγεται «αμφιμονοσήμαντη»
αν είναι «επί» και «μονοσήμαντη». 

Τότε μπορώ να ορίσω την αντίστροφη συνάρτηση , ως εξής:




αν  τότε  ή και .





.






 

								
 




	             			                             


Πότε είναι αμφι-μονοσήμαντη και επομένως αντιστρέψιμη η ?




Για να αντιστρέφεται η  χρειάζομαι «επί» () και «μονοσήμαντη» (). 



Άρα  αντιστρέψιμη  όταν  και επομένως ο  είναι αναγκαστικά μη – ιδιόμορφος.




Ερώτηση: Υπάρχει  τέτοιος που «να δίνει» την ;

Δηλαδή: ; 



Χρειάζομαι  : .

ΝΑΙ 	:			


Η αντίστροφη συνάρτηση  δίνεται από τον αντίστροφο πίνακα 





και όντως αν  τότε          


Σύνθεση συναρτήσεων



Έστω  και 


		   


με  και 





Ορίζουμε την σύνθεση των συναρτήσεων  και  ως μια καινούρια συνάρτηση  με  και .
.





.
































				  			        

Ποιος πίνακας «δίνει» την ;


Δηλαδή: Υπάρχει  τέτοιος που 

ΝΑΙ: 

Άρα 

Η σύνθεση συναρτήσεων δίνεται από τον πολλαπλασιασμό πινάκων.
Γραμμικοί Μετασχηματισμοί




Ορισμός: Ένας μετασχηματισμός  μεταξύ δύο διανυσματικών χώρων    λέγεται γραμμικός αν

 			


			 



			  




Παρατήρηση: Για ένα  πίνακα  η απεικόνιση  είναι γραμμική:





και 



Βοηθητική Πρόταση. 
Αν γνωρίζω εικόνες της βάσης τότε γνωρίζω όλο το μετασχηματισμό: 




‘Εστω f κάποιος γραμμικός μετασχηματισμός μεταξύ δύο διανυσματικών χώρων V, W:   και  μία βάση του V. Αν γνωρίζω τις εικόνες  τότε μπορώ να βρώ την εικόνα οποιουδήποτε , και επομένως γνωρίζω όλο τον f. 
https://www.geogebra.org/m/TSQk4yCY
https://www.geogebra.org/m/kGJZH7AU

Απόδειξη: 

‘Εστω . 


Τότε θα υπάρχουν  τέτοια που .  
Τότε όμως, λόγω της γραμμικότητας της f, παίρνουμε:




με γνωστά  και .



Πρόταση : Κάθε γραμμικό μετασχηματισμό «τον δίνει» ένας πίνακας




Έστω οποιοσδήποτε γραμμικός μετασχηματισμός . Τότε θα υπάρχει  τέτοιος που , δηλαδή .



Αν γνωρίζουμε τις εικόνες  των στοιχείων της κανονικής βάσης  (με το 1 στην i-συντεταγμένη) τότε ο πίνακας A κατασκευάζεται ως .


Απόδειξη:  Για τα στοιχεία της βάσης  όντως έχουμε

.
Και αφού οι δύο μετασχηματισμοί συμπίπτουν για τα στοιχεία της βάσης, σύμφωνα με τη προγηγούμενη πρόταση συμπίπτουν και σε όλο το V.

https://www.geogebra.org/m/kGJZH7AU



Αν ο f δίνεται με τις εικόνες άλλης βάσης πώς κατασκευάζω τον Α; 









Πρόταση. Αν για κάποιο γραμμικό μετασχηματισμός   γνωρίζουμε τις εικόνες  των στοιχείων κάποιας βάσης  του  τότε ο πίνακας  τέτοιος που  κατασκευάζεται ως , όπου   και .
Απόδειξη


Θέλω  τέτοιο που . 
Αυτό ισοδυναμεί με (μνημονικός κανόνας) 

,
 που συνεπάγεται 

.


[image: ]



π.χ.


Η απεικόνιση  «στροφή κατά γωνία »


























άρα 



και η απεικόνιση προβολή στην  


 & 

άρα 
   	

Συγκρίνετε με  
 


Στην αντανάκλαση  
έχουμε 




άρα 		

[image: ]
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Έστω Β ένας mxn πίνακας πού έχει ακριβώς r ανεξάρτητες γραμμές και  ο γραμμικός μετασχηματισμός , που απεικονίζει τον  στον . Θεωρώντας γνωστό το θεμελιώδες θεώρημα της Γραμμικής Άλγεβρας, απαντήστε στα ακόλουθα:
2.1  (0.4 μον.) Πόσες ανεξάρτητες στήλες έχει ο Β; Εξηγείστε γιατί.
2.2 


(0.3 μον.) Το σύνολο των  για τα οποία  λέγονται πυρήνας του μετασχηματισμού. Τι διάσταση έχει ο πυρήνας του ; Εξηγείστε γιατί.
2.3 



(0.3 μον.) Το σύνολο των  για τα οποία υπάρχει , τέτοιο που , λέγονται πεδίο τιμών του μετασχηματισμού. Τι διάσταση έχει το πεδίο τιμών του ;  Εξηγείστε γιατί.
2.4 



(0.5 μον.) Υπό ποιες συνθήκες στα m, n , r θα έχει ο  την ιδιότητα ότι «για κάθε  θα υπάρχει , τέτοιο που »; Εξηγείστε γιατί.
2.5 



(0.5 μον.) Υπό ποιες συνθήκες στα m, n , r θα έχει ο  την ιδιότητα ότι «αν κάποιο  υπάρχει , τέτοιο που , τότε αυτό το x θα είναι μοναδικό»; Εξηγείστε γιατί.
Θέμα 3ο
3.1 


(0.5 μον.) Έστω Α ένας  πίνακας. Η απεικόνιση ,  θα είναι σίγουρα «επί»; Εξηγείστε γιατί.
3.2 


(0.5 μον.) Έστω Β ένας  πίνακας. Μπορεί η απεικόνιση ,  να είναι «επί»; Εξηγείστε γιατί.
3.3 


(0.5 μον.)  Έστω C ένας  πίνακας.  Μπορεί  η απεικόνιση ,  να είναι «ένα-προς-ένα»; Εξηγείστε γιατί.
3.4 


(0.5 μον.)Έστω D ένας  πίνακας. H απεικόνιση ,  θα είναι σίγουρα «ένα-προς-ένα»; Εξηγείστε γιατί.

Θέμα 3ο
3.1 


(1 μον.)  Έστω  ένας γραμμικός μετασχηματισμός που απεικονίζει τον  στον , τέτοιος που

,


Να βρεθεί πίνακας Β τέτοιος ώστε , .
[bookmark: _GoBack]
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