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5. Συμβολισμός πινάκων και πράξεις με πίνακες
(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 1.4)


· Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων σε «πολλούς αγνώστους», όπως για παράδειγμα το παρακάτω:




· 
Συνήθως αναρωτιόμαστε ποια  λύνουν ταυτόχρονα και τις δύο εξισώσεις. Αλλά με την επίλυση γραμμικών συστημάτων θα ασχοληθούμε στο επόμενο κεφάλαιο. 
· Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε τα συστήματα ως κίνητρο για να εισάγουμε τους «πίνακες».



· 

Η γενική μορφή ενός συστήματος με  εξισώσεις και  αγνώστους είναι





όπου τα  είναι οι συντελεστές των .
δείκτης γραμμής    δείκτης στήλης





Στο παράδειγμά μας:	         

                                    




                                                      




Πιο σύντομη γραφή του συστήματος :
· 
Συμβολίζω με  και με

· 



 την «ξαπλωμένη» (εξ ου και το  που διαβάζεται «ανάστροφο») i-γραμμή των συντελεστών  με 


π.χ.  και  

· 
τότε η i-εξίσωση γράφεται  και το σύστημα γράφεται






Ψάχνω ακόμα «πιο σύντομη» γραφή του συστήματος:
· 

Πιάνω όλους τους συντελεστές  σε ένα «τετραγωνικό αντικείμενο»  και 
· 


Θέλω να ορίσω ένα «πολλαπλασιασμό» μεταξύ  και  έτσι ώστε να γράφω το σύστημα ως     με 



 και 


π.χ. 

Αντικείμενα σαν τον  τα ονομάζω «πίνακες» και τα ορίζω παρακάτω:









Ορισμός (Πίνακας): Πίνακας  είναι ένα σύνολο  πραγματικών αριθμών , ,  διατεταγμένων σε  γραμμές και  στήλες.



Ο  πίνακας  γράφεται και ως 




- Πρόσθεση δύο  πινάκων: Έστω  και  δύο  πίνακες.

Τότε ορίζω  (αθροίζω κατά συντεταγμένες).


- Πολλαπλασιασμός με . Ορίζω τον πίνακα .



Κανόνες πράξεων





Αν , ,   πίνακες, και ,
· 

· 

· 








                   
· 
								
· 


  
· 

· 

· 








Σύμβαση: Τα διανύσματα του  τα γράφουμε ως πίνακες με μια στήλη, δηλαδή ως  πίνακες, όχι ως γραμμές. Αν θέλουμε να γράψουμε το  ως γραμμή το συμβολίζουμε με .  (διαβάζουμε  ανάστροφο)



· 
Θέλω η αριστερή πλευρά γραμμικού συστήματος να γράφεται ως . 
· Άρα πρέπει να ορίσω πολλαπλασιασμό πίνακα επί διάνυσμα, τέτοιο που το αποτέλεσμα να δίνει την αριστερή πλευρά του συστήματος.






Ορισμός (Πολλαπλασιασμός πίνακα με διάνυσμα): Έστω  ένας  πίνακας με i-γραμμή την . Και έστω  . 

Ορίζουμε  ως


  


  		 συντεταγμένες        	       



Σημείωση: Για να μπορώ να πολλαπλασιάσω  και  πρέπει:


# στηλών του  = # συντεταγμένων του 


 Μνημονικός κανόνας

			



 




                     





 















 

π.χ. 


=  





	





Τί σχέση έχει το  με τις στήλες του ;


Αν ονομάσουμε  την i-στήλη του  τότε









Δηλ.  Το  είναι γραμμικός συνδυασμός των στηλών του  με συντελεστές τις συντεταγμένες του .



Κανόνες πράξεων
· 

· 

· 

· 



Παραδείγματα:
Ταυτοτικός, Μοναδιαίος



                         
 










=			 


Διαγώνιος















Στοιχειώδης  



















1. 




Έστω   και .  Να υπολογισθεί το  ώς συνάρτηση γινομένων των πινάκων  με τα .
 
(πρώτα m=3,n=2,q=1  μετά γενικά…)



Π.χ.  ,  























1. 




Έστω    και .  Να υπολογισθεί το  ώς συνάρτηση γινομένων των πινάκων  με το .





Π.χ.  ,  













Επίσης ορίζουμε πολλαπλασιασμό πινάκων μεταξύ τους.
	









Ορισμός (Πολλαπλασιασμός πίνακα με πίνακα): Έστω   πίνακας και  ένας  πίνακας. Ο πίνακας  θα είναι  και ορίζεται ως  (εσωτερικό γινόμενο i-γραμμής του  με j-στήλη του .



Σημείωση: Για να πολλαπλασιάσω  με  πρέπει


# στηλών  = # γραμμών 



Μνημονικός κανόνας

Για να πολλαπλασιάσω :










	     



 


 










                                                    

                                                                                    









Παράδειγμα:
 

              

                                                                         

 

 


                                                                             

                                                                     


			
                   



Παράδειγμα:
· 


· 









· 








· 



Παρατήρηση: Η «j-στήλη του » ισούται με  «j-στήλη του ».

			










	                         



Κανόνες πράξεων
· 




Έστω ,,     , ,     
· 

· 

· 
& 
· 





Προσοχή: Γενικώς  
π.χ. 


 


	ε	












Παραδείγματα:
Μοναδιαίος



 		 			














	και  


Διαγώνιος
Από αριστερά					Από δεξιά


                            					


 			 	





Από αριστερά					Από δεξιά


                            					




  	


Το  συντελεστής της i-γραμμής   	Το  συντελεστής της i-στήλης


Στοιχειώδης  
Από αριστερά

                                    


       
	






                                



       
                Προσθέτει λ-πλάσιο της j-γραμμής στην i-γραμμή.

Από δεξιά


                                                



                                     












	Προσθέτει λ-πλάσιο της i-στήλης στην j-στήλη.



Πίνακες μεταθέσεων

	Έστω  προκύπτει από μοναδιαίο με εναλλαγή i- και j-γραμμής.
Τότε 
· 

 εναλλάσσει i- & j-γραμμή του  
· 

 εναλλάσσει i- & j-στήλη του .







Έστω 			 ,   ,  ,





 ,   ,  


Τότε		  




Υπενθυμ. Αν  και , τότε 



Παρατήρηση: 



























Έστω ,   ,   και   .

Τότε 








Υπενθυμ.: Έστω ,   ,    και . Tότε 










Έστω 			  ,





 ,   ,  ,

Τότε		  




 : 


 : 



Συνδυάζοντας τα προηγούμενα:



Έστω 			  και





Τότε		 
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