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Ασκήσεις

Φυλλάδιο 1

1. Δίνονται τα σημεία του 
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 η ευθεία που διέρχεται από το 
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a) Να  βρεθούν οι διανυσματικές εξισώσεις των 
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 και 
[image: image11.wmf]b

L

.

b) Να βρεθεί το σημείο της 
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 που είναι πλησιέστερο στο 
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c) Να βρεθεί το σημείο της 
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 που είναι πλησιέστερο στο 
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d) Να βρεθεί η εξίσωση (διανυσματική) του επιπέδου που διέρχεται από τα 
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2. Περιγράψτε γεωμετρικά το σύνολο των 
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. Γράψτε εξίσωση της μορφής 
[image: image25.wmf]3

2

1

v

v

v

×

+

×

+

×

n

m

l

 ,
[image: image26.wmf]Â

Î

n

m

l

,

,

, 
[image: image27.wmf]4

3

2

1

,

,

Â

Î

v

v

v

 που περιγράφει όλα τα 
[image: image28.wmf]4

Â

Î

x

 που είναι λύση της εξίσωσης. 

Παρομοίως για την εξίσωση 
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3. (Άσκηση 1.2.2 από Strang)  
Λύστε το τριγωνικό σύστημα
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Δείξτε ότι η λύση σας δίνει ένα συνδιασμό των στηλών που ισούται με τη στήλη στη δεξιά πλευρά. 

4. (Άσκηση 1.2.3 από Strang) 
Περιγράψτε την τομή των τριών επιπέδων 
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 (όλα στον τετραδιάστατο χώρο). Είναι μία ευθεία, ένα σημείο ή το κενό σύνολο; Ποιά είναι η τομή αν συμπεριληφθεί και το τέταρτο επίπεδο 
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Υπόδειξη: Λύστε την τελευταία εξίσωση ώς προς 
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5. (Άσκηση 1.2.4 από Strang) 
Σχεδιάστε τις ευθείες 
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Μπορούν να λυθούν ταυτόχρονα οι τρείς εξισώσεις; Τι συμβαίνει στο σχήμα όταν όλες οι δεξιές πλευρές είναι μηδέν; Υπάρχει μη μηδενική επιλογή των δεξιών πλευρών που επιτρέπει στις τρείς ευθείες να τέμνονται στο ίδιο σημείο και στις τρείς εξισώσεις να έχουν μια λύση;

Φυλλάδιο 2

1. Έστω 
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a) Να  υπολογιστούν τα 
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b) Να βρεθεί πίνακας 
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c) Να βρεθεί πίνακας 
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d) Υπολογίστε τον 
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2. (Άσκηση 1.4.11 από Strang) Αληθές ή ψευδές; Δώστε αντιπαράδειγμα όταν είναι ψευδές. 

e) Εάν η πρώτη και τρίτη στήλη του 
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 είναι ίδιες τότε το ίδιο συμβαίνει και με την πρώτη και τρίτη στήλη του 
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f) Εάν η πρώτη και τρίτη γραμμή του 
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 είναι ίδιες τότε το ίδιο συμβαίνει και με την πρώτη και τρίτη γραμμή του 
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g) Εάν η πρώτη και τρίτη γραμμή του 
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 είναι ίδιες τότε το ίδιο συμβαίνει και με την πρώτη και τρίτη γραμμή του 
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3. (Άσκηση 1.4.12 από Strang)  
Η πρώτη γραμμή του 
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4. (Άσκηση 1.4.19 από Strang) Ποιοί από τους επόμενους πίνακες είναι σίγουρα ίσοι με  
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5. Έστω 
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6. (Άσκηση 1.4.21 από Strang)  Υπάρχει ένας τέταρτος τρόπος να δούμε τον πολλαπλασιασμό πινάκων σαν στήλες επί γραμμές. Εάν οι στήλες του 
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i) Δώστε ένα παράδειγμα 2 επί 2 αυτού του κανόνα του πολλπλασιασμού.

j) Εξηγήστε γιατί η δεξιά πλευρά δίνει τη σωστή τιμή 
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Φυλλάδιο 3

1. (Άσκηση 1.5.5 από Strang )

Παραγοντοποιήστε τον 
[image: image93.wmf]A
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2. (Άσκηση 1.5.15 από Strang)

Βρείτε τις παραγοντοποιήσεις 
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3. (Άσκηση 1.5.11 από Strang)

Λύστε την  
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 χωρίς να πολλαπλασιάσετε τους 
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4. (Άσκηση 1.5.13 από Strang)

Λύστε με απαλοιφή, κάνοντας εν ανάγκη εναλλαγές γραμμών :
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5. Βρείτε την παραγοντοποίηση 
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Φυλλάδιο 4

1. (Άσκηση 1.6.6 από Strang )
Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο Gauss-Jordan για να αντιστρέψετε τους
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a. (Άσκηση 1.6.8 από Strang)

Δείξτε ότι ο 
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b. (Άσκηση 1.6.9 από Strang)

Δείξτε ότι όταν αποτυγχάνει η απαλοιφή για έναν ιδιόμορφο πίνακα όπως ο 
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2. (Άσκηση 1.6.12 από Strang)
Ποιές ιδιότητες ενός πίνακα διατηρούνται και στον αντίστροφο του (υποθέτοντας ότι υπάρχει ο 
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a. Ο 
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 είναι τριγωνικός.

b. Ο 
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c. (Άσκηση 1.6.13 από Strang)
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d. (Άσκηση 1.6.14 από Strang)

(Ενδιαφέρουσα) Αποδείξτε οτι ακόμη και για παραλληλόγραμμους πίνακες οι 
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3.  Αποδείξτε οτι : Αν 
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Φυλλάδιο 5

1. (Άσκηση 2.1.2 από Strang)

Ποια από τα επόμενα υποσύνολα του
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 είναι πράγματι υπόχωροι; 

a) Το επίπεδο των διανυσμάτων με πρώτη συνιστώσα 
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b) Το επίπεδο των διανυσμάτων 
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c) Τα διανύσματα 
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[image: image138.wmf]0

1

=

b

 με 
[image: image139.wmf]0

2

=

b

).

d) Το μεμονωμένο διάνυσμα 
[image: image140.wmf](

)

0

,

0

,

0

=

b

.

e) Όλοι οι συνδυασμοί των δυο διανυσμάτων 
[image: image141.wmf](

)

0

,

1

,

1

=

x

 και 
[image: image142.wmf](

)

1

,

0

,

2

=

y

.

f) Τα διανύσματα 
[image: image143.wmf](

)

3

2

1

,

,

b

b

b

 που ικανοποιούν την 
[image: image144.wmf]0

3

1

2

3

=

×

+

-

b

b

b

.

2.  (Άσκηση 2.2.4 από Strang)

Προσδιορίστε την κλιμακωτή μορφή 
[image: image145.wmf]U

, τις βασικές μεταβλητές, τις ελεύθερες μεταβλητές καθώς και τι γενική λύση του 
[image: image146.wmf]0

=

×

x

A

 για τον  
[image: image147.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

0

8

2

0

0

4

1

0

A

, Κατόπιν εφαρμόστε απαλοιφή στην 
[image: image148.wmf]b

x

A

=

×

, με συνιστώσες 
[image: image149.wmf]1

b

 και 
[image: image150.wmf]2

b

 στη δεξιά πλευρά και βρείτε τις συνθήκες έτσι ώστε το 
[image: image151.wmf]b

x

A

=

×

 να είναι συμβιβαστό (δηλαδή να έχει λύση) καθώς και τη γενική λύση στην ίδια μορφή μ’αυτή της εξίσωσης (3). Ποια είναι η τάξη του 
[image: image152.wmf]A

;

3. (Άσκηση 2.2.6 από Strang)

Γράψτε τη γενική λύση του 


[image: image153.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

×

ú

û

ù

ê

ë

é

4

1

5

4

2

2

2

1

w

v

u


σαν άθροισμα μιας ειδικής λύσης του 
[image: image154.wmf]b

x

A

=

×

 και της γενικής λύσης του 
[image: image155.wmf]0

=

×

x

A

, όπως στην (3). 

4. (Άσκηση 2.2.9 από Strang)

Υπό ποιες συνθήκες για τα 
[image: image156.wmf]1

b

 και 
[image: image157.wmf]2

b

 (εφ’όσον χρειάζονται) έχει το 
[image: image158.wmf]b

x

A

=

×

 λύση, όταν 
[image: image159.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

7

0

4

2

3

0

2

1

A

, 
[image: image160.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

2

1

b

b

b

;

Βρείτε δυο διανύσματα χ στον μηδενόχωρο του 
[image: image161.wmf]A

 καθώς και τη γενική λύση του 
[image: image162.wmf]b

x

A

=

×

.

5.  Παρακάτω δίνεται ένας πίνακας 
[image: image163.wmf]U

. Ζητείται να γραφεί ο μηδενόχωρος του 
[image: image164.wmf]U

 ως 
[image: image165.wmf](

)

k

v

v

Span

,...,

1

 για κατάλληλα 
[image: image166.wmf]k

v

v

,...,

1

 


[image: image167.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

0

0

0

  

0

  

0

  

0

0

0

1

0

1

0

  

0

  

0

0

0

3

0

1

  

2

2

1

  

0

0

0

4

1

0

  

0

  

1

1

2

1

0

 U

. 
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a) (Άσκηση 2.3.1 από Strang)

 Αποφασίστε αν τα επόμενα διανύσματα είναι ανεξάρτητα η όχι, λύνοντας το 
[image: image168.wmf]0

4

4

3

3

2

2

1

1

=

×

+

×

+

×

+

×

v

c

v

c

v

c

v

c

:


[image: image169.wmf].

1

0

1

0

,

1

1

0

0

,

0

1

0

1

,

0

0

1

1

4

3

2

1

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

v

v

v

v


Αποφασίστε επίσης αν αυτά παράγουν τον
[image: image170.wmf]4

  

Â

 προσπαθώντας να λύσετε το 
[image: image171.wmf](

)

.

1

,

0

,

0

,

0

4

4

3

3

2

2

1

1

=

×

+

×

+

×

+

×

v

c

v

c

v

c

v

c


b)  (Άσκηση 2.2.4 από Strang)

Υποθέστε ότι  
[image: image172.wmf]9

2

1

,...,

,

v

v

v

 είναι εννέα διανύσματα του
[image: image173.wmf]7

  

Â

. 

a. Τα διανύσματα αυτά (είναι) (δεν είναι) (μπορεί να είναι) γραμμικώς ανεξάρτητα. 

b. Αυτά (παράγουν) (δεν παράγουν) (μπορεί να παράγουν) τον 
[image: image174.wmf]7

Â

.

c. Εάν τα διανύσματα αυτά είναι οι στήλες του 
[image: image175.wmf]A

, τότε το 
[image: image176.wmf]b

x

A

=

×

 (έχει) (δεν έχει) ( μπορεί να μην έχει) λύση. 

1. (Άσκηση 2.4.3 από Strang)

Βρείτε τη διάσταση και μια βάση των τεσσάρων θεμελιωδών υποχώρων των πινάκων 


[image: image177.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

1

0

2

1

0

1

1

0

1

0

2

1

A

 και 
[image: image178.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

0

0

0

0

0

1

1

0

1

0

2

1

U


c) (Άσκηση 2.4.9 από Strang)

Υποθέστε ότι η μόνη λύση του 
[image: image179.wmf]0

=

×

x

A

 (
[image: image180.wmf]m

 εξισώσεις με 
[image: image181.wmf]n

 αγνώστους) είναι η 
[image: image182.wmf]0

=

x

. Ποια είναι η τάξη και γιατί;

d) (Άσκηση 2.4.11 από Strang)

Εάν το 
[image: image183.wmf]b

x

A

=

×

 έχει πάντοτε μια τουλάχιστον λύση, δείξτε ότι η μόνη λύση του 
[image: image184.wmf]0

=

×

y

A

T

 είναι η 
[image: image185.wmf]0

=

y

. Υπόδειξη: Ποια είναι η τάξη;

2.  Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας 
[image: image186.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

0

8

   

10

4

   

5

0

   

4

  

2

   

0

4

3

1

1

4

   

3

   

1

   

A

.

a) Να βρεθεί βάση του μηδενόχωρου.

b) Να βρεθεί βάση του υπόχωρου εκείνων των στοιχείων 
[image: image187.wmf]z

 του 
[image: image188.wmf]4

  

Â

 για τα οποία ισχύει ότι το σύστημα 
[image: image189.wmf]z

x

A

=

×

 θα είχε τουλάχιστον μια λύση.

c) Να βρεθεί βάση του υποχώρου εκείνων των στοιχείων του
[image: image190.wmf]4

  

Â

 που γράφονται ως γραμμικός συνδυασμός των γραμμών του Α 

3.  Έστω 
[image: image191.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

3

9

3

0

1

9

3

2

0

9

3

3

0

3

1

1

A

. 

a) Να βρεθεί βάση εκείνων των 
[image: image192.wmf]x

 με την ιδιότητα ότι 
[image: image193.wmf]0

=

×

x

A

 

b) Να βρεθεί βάση του αριστερού μηδενόχωρου. 
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e) (Άσκηση 3.1.7 από Strang)

Βρείτε ένα διάνυσμα 
[image: image194.wmf]x

 ορθογώνιο στον χώρο γραμμών, και ένα διάνυσμα 
[image: image195.wmf]y

 ορθογώνιο στον χώρο γραμμών του 
[image: image196.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

4

6

3

3

4

2

1

2

1

A

. 

f)  (Άσκηση 3.1.16 από Strang)

 Βρείτε όλα τα διανύσματα που είναι κάθετα στα 
[image: image197.wmf](

)

1

,

4

,

4

,

1

 και 
[image: image198.wmf](

)

.

2

,

8

,

9

,

2

 

a) (Άσκηση 3.1.22 από Strang)

Έστω 
[image: image199.wmf]S

 ο υπόχωρος στον 
[image: image200.wmf]4

Â

 που περιέχει τα διανύσματα 
[image: image201.wmf].

0

4

3

2

1

=

+

+

+

x

x

x

x

 Βρείτε μια βάση του 
[image: image202.wmf]^

S

, ο οποίος περιέχει όλα τα διανύσματα τα ορθογώνια στον 
[image: image203.wmf]S

.

b)  (Άσκηση 3.3.12 από Strang)

Εάν 
[image: image204.wmf]V

 είναι ο υπόχωρος που παράγεται από το 
[image: image205.wmf](

)

1

,

0

,

1

,

1

 και 
[image: image206.wmf](

)

.

0

,

1

,

0

,

0

 βρείτε:

a. μια βάση του ορθογώνιου συμπληρώματος 
[image: image207.wmf]^

V

.

b. τον πίνακα προβολής 
[image: image208.wmf]P

 πάνω στο 
[image: image209.wmf]V

.

c. το διάνυσμα του 
[image: image210.wmf]V

, το πλησιέστερο στο 
[image: image211.wmf](

)

1

,

0

,

1

,

0

-

=

b

 του 
[image: image212.wmf]^

V

. 

1.  Δίνονται τα ακόλουθα δύο στοιχεία του 
[image: image213.wmf]4

Â

:


[image: image214.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

2

0

2

1

,

1

1

1

1

2

1

b

b

 

και έστω 
[image: image215.wmf]E

 ο υπόχωρος που παράγουν τα 
[image: image216.wmf]1

b

 και 
[image: image217.wmf]2

b

 μαζί και 
[image: image218.wmf]F

το ορθογώνιο συμπλήρωμα του 
[image: image219.wmf]E

. 

a) Να βρεθεί μια λύση του 
[image: image220.wmf]F

( προσοχή όχι του 
[image: image221.wmf]E

).

b) Να βρεθούν  
[image: image222.wmf]1

l

 και 
[image: image223.wmf]2

l

, τέτοια ώστε το 
[image: image224.wmf]2

2

1

1

b

b

×

+

×

l

l

 να είναι ο πλησιέστερος στο 
[image: image225.wmf]T

b

)

0

,

1

,

2

,

1

(

=

 γραμμικός συνδυασμός των  
[image: image226.wmf]1

b

 και 
[image: image227.wmf]2

b

.

c) Έστω  
[image: image228.wmf]f

 ο μετασχηματισμός που απεικονίζει ένα 
[image: image229.wmf]x

 στην προβολή του στον 
[image: image230.wmf]E

. Να βρεθεί πίνακας 
[image: image231.wmf]A

 τέτοιος ώστε 
[image: image232.wmf]x

A

x

f

×

=

)

(

 .

d) Να βρεθούν 
[image: image233.wmf]E

b

Î

0

 και 
[image: image234.wmf]F

b

Î

1

 , τέτοια ώστε 
[image: image235.wmf].

1

0

b

b

b

+

=


e) Έστω 
[image: image236.wmf]n

U

Â

Ì

 ένας υπόχωρος με 
[image: image237.wmf]k

U

=

)

dim(

, και 
[image: image238.wmf]P

 ο πίνακας προβολής στο 
[image: image239.wmf]U

. Ποιος είναι ο χώρος στηλών του 
[image: image240.wmf]P

, ποια είναι η τάξη του 
[image: image241.wmf]P

, ποιος είναι ο μηδενόχωρος του 
[image: image242.wmf]P

 και ποια είναι η διάσταση του; 

a) (Άσκηση 3.3.24 από Strang)

Βρείτε τη βέλτιστη ευθεία παρεμβολής των επόμενων μετρήσεων: 


[image: image243.wmf]  

1,

  t

  

3

 

-1,

  t

  

,

2

=

-

=

=

=

gia

gia

y

y

 
[image: image244.wmf]  

2.

  t

  

5

 

0,

  t

  

,

0

=

-

=

=

=

gia

gia

y

y


b)  (Άσκηση 3.3.25 από Strang)

Υποθέστε ότι αντί για ευθεία, παρεμβάλλαμε στα δεδομένα της προηγούμενης άσκησης, μια παραβολή: 
[image: image245.wmf]2

t

E

t

D

C

y

×

+

×

+

=

. Ποιος είναι ο πίνακας συντελεστών 
[image: image246.wmf],

A

 το άγνωστο διάνυσμα 
[image: image247.wmf]x

και το διάνυσμα δεδομένων  
[image: image248.wmf]b

 στο μη συμβιβαστό σύστημα 
[image: image249.wmf]b

x

A

=

×

 που προκύπτει μετά από τέσσερις μετρήσεις; Δεν χρειάζεται να υπολογίσετε το 
[image: image250.wmf]x

.
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Έστω  
[image: image251.wmf]k

b

b

,...,

1

 γραμμικώς ανεξάρτητα στοιχεία του 
[image: image252.wmf]n

Â

 και 
[image: image253.wmf]V

 ο υπόχωρος που παράγουν. Έστω 
[image: image254.wmf]c

 ενα άλλο στοιχείο του 
[image: image255.wmf]n

Â

.

g) Πως ακριβώς υπολογίζεται το 
[image: image256.wmf]n

c

 που ορίζεται ως εκείνο το στοιχείο του 
[image: image257.wmf]V

 που είναι πλησιέστερο στο 
[image: image258.wmf]c

;

h) Πως υπολογίζεται το 
[image: image259.wmf]i

c

 που ορίζεται ως εκείνο το στοιχείο το πολλαπλάσιο του 
[image: image260.wmf](

)

i

i

i

b

c

b

×

=

l

  

 που είναι πλησιέστερο στο 
[image: image261.wmf]c

;

i) Υπό ποιες προυποθέσεις στα 
[image: image262.wmf]k

b

b

,...,

1

 ισχύει οτι 
[image: image263.wmf]n

c

c

k

i

i

=

å

=

1

 για κάθε 
[image: image264.wmf]c

;

j) Υπό ποιες προυποθέσεις στα 
[image: image265.wmf]k

b

b

,...,

1

 ισχύει οτι 
[image: image266.wmf]c

c

k

i

i

=

å

=

1

;

Έστω ότι πραγματοποιούνται μετρήσεις 
[image: image267.wmf](

)

6

,...,

1

,

,

=

i

t

y

i

i

 με 
[image: image268.wmf]0

<

i

t

 για 
[image: image269.wmf]3

,

2

,

1

=

i

 και 
[image: image270.wmf]0

>

i

t

 για 
[image: image271.wmf]6

,

5

,

4

=

i

. 

Έστω ότι αντί για μια ευθεία θέλουμε να προσαρμόσουμε (με ελάχιστα τετράγωνα) σε αυτές τις μετρήσεις μια συνάρτηση 
[image: image272.wmf](

)

t

h

 της μορφής 


[image: image273.wmf](

)

,

t

f

c

t

h

×

+

=

 για 
[image: image274.wmf]0

<

t

 και 
[image: image275.wmf](

)

,

t

f

d

t

h

×

+

=

 για 
[image: image276.wmf]0

>

t

,

δηλαδή δυο διαφορετικές ευθείες δεξιά και αριστερά από το 0 με την ίδια κλίση. Ποιός θα πρέπει να είναι τώρα ο πίνακας συντελεστών 
[image: image277.wmf]A

 και το διάνυσμα δεδομένων 
[image: image278.wmf]b

; Πως βρίσκουμε τα άγνωστα 
[image: image279.wmf]f

d

c

,

,

 (δηλαδή την 
[image: image280.wmf](

)

t

h

); 

1.  Δίνονται τα ακόλουθα 2 ορθοκανονικά στοιχεία 
[image: image281.wmf]2

1

,

q

q

 και επίσης δίνεται το στοιχείο  
[image: image282.wmf]b

 του 
[image: image283.wmf]4

Â

:


[image: image284.wmf]ú
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f) Να βρεθούν  
[image: image285.wmf]3

q

 και 
[image: image286.wmf]4

q

 (του 
[image: image287.wmf]4

Â

), τέτοια ώστε τα 
[image: image288.wmf]4

3

2

1

,

,

,

q

q

q

q

 να αποτελούν ορθοκανονική βάση του 
[image: image289.wmf]4

Â

. (Υπόδειξη: βρέστε πρώτα δυο (ανεξάρτητα) διανύσματα 
[image: image290.wmf]3

p

 και 
[image: image291.wmf]4

p

 (του 
[image: image292.wmf]4

Â

), που να είναι ορθογώνια στα 
[image: image293.wmf]2

1

,

q

q

, δηλαδή 
[image: image294.wmf]0

,

1

>=

<

p

q

 και 
[image: image295.wmf]0

,

2

>=

<

p

q

. Ποιο σύστημα πρέπει να λύσετε για να τα βρείτε; Τι πρέπει να κάνετε μετά στα 
[image: image296.wmf]3

p

 και 
[image: image297.wmf]4

p

 για να βρείτε τα 
[image: image298.wmf]3

q

, 
[image: image299.wmf]4

q

; )

g) Να βρεθεί :

a. Γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image300.wmf]4

3

2

1

,

,

,

q

q

q

q

 που να ισούται με 
[image: image301.wmf]b

. 

b. Γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image302.wmf]4

3

2

1

,

,

,

q

q

q

q

 που να ισούται με την προβολή του 
[image: image303.wmf]b

 στον υπόχωρο που παράγεται από τα 
[image: image304.wmf]2

1

,

q

q

 (προσοχή μόνο από τα δύο πρώτα).( Υπόδειξη:  Σεφτείτε πώς μπορείτε να εκμεταλλευτείτε την ορθοκανονικότητα των 
[image: image305.wmf]4

3

2

1

,

,

,

q

q

q

q

 και η απάντηση βγαίνει σε “δύο γραμμές” ) 

c) (Άσκηση 3.4.15 από Strang)

Βρείτε ενα ορθοκανονικό σύνολο 
[image: image306.wmf]3

2

1

,

,

q

q

q

 απ’το οποίο τα 
[image: image307.wmf]2

1

,

q

q

 παράγουν τον χώρο στηλών του πίνακα 
[image: image308.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë
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-

-

=
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2

1

2

   

1

   

1

   

A

.

Ποιος θεμελιώδης υπόχωρος περιέχει το 
[image: image309.wmf]3

q

; Ποια είναι η λύση ελαχίστων τετραγώνων του
[image: image310.wmf]b

x

A

=

×

, όταν το 
[image: image311.wmf][

]

T

b

7

  

2

  

1

=

 

d)  (Άσκηση 3.4.16 από Strang)

Εκφράστε την ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt των 
[image: image312.wmf]ú

ú

ú

û
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ê

ê

ê
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=
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ù
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1

3

1

,

2

2

1

3

1

a

a

 ως 
[image: image313.wmf].

R

Q

A

×

=

 Δοθέντων 
[image: image314.wmf]n

 διανυσμάτων 
[image: image315.wmf]i

a

, κάθε ενα από τα οποία έχει 
[image: image316.wmf]m

 συνιστώσες, ποια είναι τα σχήματα των 
[image: image317.wmf],

A

 
[image: image318.wmf]Q

και 
[image: image319.wmf]R

; 
Θέματα προηγούμενων Εξεταστικών

Γραμμικά συστήματα και υπόχωροι
Φεβρουάριος 2007
Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας Α:


[image: image320.wmf]24312
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A

, 
1.1 (1 μον.) Να βρεθεί η παραγοντοποίηση PA=LU, όπου P πίνακας μεταθέσεων, L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός.

1.2 (1 μον.) Έστω 
[image: image321.wmf](

)

T

b311813

=

. Περιγράψτε τις λύσεις του συστήματος 
[image: image322.wmf]Axb

=

 ως 
[image: image323.wmf](

)

ειδική1k

xSpanv,...,v

+

 για κατάλληλα ανεξάρτητα 
[image: image324.wmf]1k

v,...,v

. 

1.3 (0.5 μον.) Τι γεωμετρικό σχήμα είναι το σύνολο των λύσεων του 
[image: image325.wmf]Axb

=

; Είναι υπόχωρος;

1.4 (0.5 μον.) Το σύνολο των 
[image: image326.wmf]n

x

Î

¡

 για τα οποία 
[image: image327.wmf](

)

(

)

T

fx0...0

=

 λέγονται πυρήνας του μετασχηματισμού f. Να βρεθεί μία βάση του πυρήνα του μετασχηματισμού 
[image: image328.wmf]xAx

a

 (δηλαδή 
[image: image329.wmf](

)

fxAx

=

).
1.5 (0.5 μον.) Το σύνολο των 
[image: image330.wmf]m

y

Î

¡

 για τα οποία υπάρχει 
[image: image331.wmf]n

x

Î

¡

, τέτοιο που 
[image: image332.wmf](

)

fxy

=

, λέγονται πεδίο τιμών του μετασχηματισμού f. Να βρεθεί μία βάση του πεδίου τιμών του μετασχηματισμού 
[image: image333.wmf]xAx

a

(δηλαδή 
[image: image334.wmf](

)

fxAx

=

).
Θέμα 2ο

 Έστω 
[image: image335.wmf]15

a,...,a

 οι στήλες του Α από Θέμα 1ο.

2.1  (0.7 μον.) Αν 
[image: image336.wmf]g

 ένας γραμμικός μετασχηματισμός που απεικονίζει τον 
[image: image337.wmf]4

¡

 στον 
[image: image338.wmf]4

¡

, τέτοιος που


[image: image339.wmf]1234
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Να βρεθεί πίνακας Β τέτοιος ώστε 
[image: image340.wmf](

)

gxBx

=


Σεπτέμβριος 2007
Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας 


[image: image341.wmf]112012
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1.1 (0.5 μον.) Να βρεθεί η παραγοντοποίηση PΑ=LU, όπου P πίνακας μεταθέσεων, L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός.

1.2 (1 μον.) Να βρεθεί μία βάση του μηδενόχωρου του Α. 

1.3  (0.5 μον.) Να περιγραφτεί το σύνολο των λύσεων του συστήματος Αx=b, όπου 
[image: image342.wmf][

]

T

b125

=

. Πρόκειται για υπόχωρο; Γιατί;

1.4 (0.5 μον.) Η απεικόνιση f(x)=Ax, x(R6 είναι επί; Υπάρχει, δηλαδή, για κάθε z(R3 ένα  x(R6 τέτοιο που f(x)=z; Γιατί; Δώστε μία βάση του υπόχωρου των z(R3 που έχουν αυτή την ιδιότητα.

1.5 (0.5 μον.) Έστω z(R4 για το οποίο υπάρχει x(R5 τέτοιο που f(x)=z. Θα είναι αυτό το μοναδικό x ή θα υπάρχουν και άλλα; Περιγράψτε γεωμετρικά το σύνολο των x(R5 που έχουν αυτή την ιδιότητα.
Φεβρουάριος 2006
Δίνεται ο παρακάτω πίνακας Α:


[image: image343.wmf]21300
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1.1 (0.7 μον.) Να βρεθούν κάτω τριγωνικός πίνακας L (με 1 στη διαγώνιο) και κλιμακωτός πίνακας U , τέτοιοι που Α=LU.

1.2 (0.7 μον.) Υπάρχουν 
[image: image344.wmf]5

x

Î

¡

 με 
[image: image345.wmf]x

¹

0

, τέτοια που 
[image: image346.wmf]Ax0

=

; Αν ναι, να βρεθεί μία βάση του υπόχωρου που σχηματίζουν.

1.3 (0.3 μον.) Βρέστε μία βάση του συνόλου εκείνων των 
[image: image347.wmf]6

z

Î

¡

 για τα οποία το σύστημα 
[image: image348.wmf]Axz

=

 έχει τουλάχιστον μία λύση. 

1.4  (0.5 μον.) Έστω ότι για κάποιο 
[image: image349.wmf]6

0

z

Î

¡

 γνωρίζω ότι μία λύση του συστήματος 
[image: image350.wmf]0

Axz

=

 είναι κάποιο συγκεκριμμένο και γνωστό 
[image: image351.wmf]5

0

x

Î

¡

, δηλαδή  
[image: image352.wmf]00

Axz

=

. Πώς μπορώ να βρώ τις υπόλοιπες λύσεις του συστήματος 
[image: image353.wmf]0

Axz

=

; Σχηματίζουν υπόχωρο; 

1.5 (0.3 μον.) Ποιος θεμελιώδης υπόχωρος του Α αποτελείται από όλα τα y που είναι εικόνες της απεικόνισης 
[image: image354.wmf]xyAx

=

a

. Τι διάσταση έχει; 
Σεπτέμβριος 2006
Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας Α:


[image: image355.wmf]121231

244543

129536

3634135

242383

A

---

éù

êú

---

êú

êú

=

--

êú

---

êú

êú

---

ëû

, 
1.1 (1 μον.) Να βρεθεί η παραγοντοποίηση PA=LU, όπου P πίνακας μεταθέσεων, L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός.

1.2 (0.7  μον.) Να βρεθεί μία βάση του Μηδενόχωρου του Α.

1.3 (0.3 μον.) Να βρεθεί μία βάση του χώρου στηλών του Α.
Έστω Β ένας mxn πίνακας πού έχει ακριβώς r ανεξάρτητες γραμμές και 
[image: image356.wmf]f

 ο γραμμικός μετασχηματισμός 
[image: image357.wmf](

)

fx:Bx

=

, που απεικονίζει τον 
[image: image358.wmf]n

¡

 στον 
[image: image359.wmf]m

¡

. Θεωρώντας γνωστό το θεμελιώδες θεώρημα της Γραμμικής Άλγεβρας, απαντήστε στα ακόλουθα:

2.1  (0.4 μον.) Πόσες ανεξάρτητες στήλες έχει ο Β; Εξηγείστε γιατί.
2.2 (0.3 μον.) Το σύνολο των 
[image: image360.wmf]n

x

Î

¡

 για τα οποία 
[image: image361.wmf](

)

(

)

T

fx0...0

=

 λέγονται πυρήνας του μετασχηματισμού. Τι διάσταση έχει ο πυρήνας του 
[image: image362.wmf]f

; Εξηγείστε γιατί.
2.3 (0.3 μον.) Το σύνολο των 
[image: image363.wmf]m

y

Î

¡

 για τα οποία υπάρχει 
[image: image364.wmf]n

x

Î

¡

, τέτοιο που 
[image: image365.wmf](

)

fxy

=

, λέγονται πεδίο τιμών του μετασχηματισμού. Τι διάσταση έχει το πεδίο τιμών του 
[image: image366.wmf]f

;  Εξηγείστε γιατί.
2.4 (0.5 μον.) Υπό ποιες συνθήκες στα m, n , r θα έχει ο 
[image: image367.wmf]f

 την ιδιότητα ότι «για κάθε 
[image: image368.wmf]m

y

Î

¡

 θα υπάρχει 
[image: image369.wmf]n

x

Î

¡

, τέτοιο που 
[image: image370.wmf](

)

fxy

=

»; Εξηγείστε γιατί.
2.5 (0.5 μον.) Υπό ποιες συνθήκες στα m, n , r θα έχει ο 
[image: image371.wmf]f

 την ιδιότητα ότι «αν κάποιο 
[image: image372.wmf]m

y

Î

¡

 υπάρχει 
[image: image373.wmf]n

x

Î

¡

, τέτοιο που 
[image: image374.wmf](

)

fxy

=

, τότε αυτό το x θα είναι μοναδικό»; Εξηγείστε γιατί.
Φεβρουάριος 2005
Δίνεται η παραγοντοποίηση Α=LU, όπου L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός:
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1.1 (1 μον.) Να βρεθεί μία βάση του Μηδενόχωρου του Α;

1.2 (0.5 μον.) Να βρεθεί μία βάση του χώρου στηλών του Α. 

1.3 (0.5 μον.) Να περιγραφτεί το σύνολο των λύσεων του συστήματος Αx=b, όπου 
[image: image376.wmf][

]

T

b13532

=

. Πρόκειται για υπόχωρο; Γιατί;

Θέμα 2ο

Έστω 
[image: image377.wmf]f

 ένας γραμμικός μετασχηματισμός που απεικονίζει τον 
[image: image378.wmf]3

¡

 στον 
[image: image379.wmf]3

¡

, τέτοιος που:


[image: image380.wmf]130207
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2.2 (1 μον.) Να βρεθεί πίνακας Α τέτοιος ώστε 
[image: image381.wmf](

)

fxAx

=

 .

2.3 (0.3 μον.) Το σύνολο των 
[image: image382.wmf]3

x

Î

¡

 για τα οποία 
[image: image383.wmf](

)

(

)

T

fx000

=

 λέγονται πυρήνας του μετασχηματισμού. Να βρεθεί μία βάση του πυρήνα.

2.4 (0.2 μον.) Το σύνολο των 
[image: image384.wmf]3

y

Î

¡

 για τα οποία υπάρχει 
[image: image385.wmf]3

x

Î

¡

 τέτοιο που 
[image: image386.wmf](

)

fxy

=

 λέγονται πεδίο τιμών του μετασχηματισμού. Να βρεθεί μία βάση του πεδίου τιμών.  

Σεπτέμβριος 2004
Δίνεται ο ακόλουθος πίνακας Α:

[image: image1.wmf]4

Â


1.1 (1 μον.) Να βρεθεί η παραγοντοποίηση PA=LU, όπου P πίνακας μεταθέσεων, L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός.

1.2 (0,5 μον.) Να βρεθεί μία βάση του ορθογώνιου συμπληρώματος του μηδενόχωρου του πίνακα Α.

Θέμα 2ο


[image: image469.wmf]10211
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Δίνεται η παραγοντοποίηση Β=LU, όπου P πίνακας μεταθέσεων, L κάτω τριγωνικός (με 1 στη διαγώνιο) και U κλιμακωτός.

2.1 (1 μον.) Να περιγραφτεί το σύνολο των λύσεων του συστήματος Βx=b, όπου 
[image: image387.wmf][

]

T

b512193117

=-

. Πρόκειται για υπόχωρο; Ποια η γεωμετρική του ερμηνεία;

2.2 (0,3 μον.) Θα έχω λύσεις του συστήματος Βx=d για οποιοδήποτε d; Δώστε μια βάση του υπόχωρου που σχηματίζεται από εκείνα τα d για τα οποία έχω έστω μία λύση.

2.3 (0,2 μον.) Έστω η απεικόνιση 
[image: image388.wmf](

)

fxBx

=

. Υπάρχουν 
[image: image389.wmf]x,x

¢

 με 
[image: image390.wmf]xx

¢

¹

, αλλά 
[image: image391.wmf](

)

(

)

fxfx

¢

=

; Γιατί;

2.4 (1 μον.) Υπάρχει πίνακας 
[image: image392.wmf]C

¹

0

 τέτοιος ώστε 
[image: image393.wmf]BC

=

0

; Πόσες ανεξάρτητες στήλες μπορεί να έχει το πολύ ένας τέτοιος πίνακας;

Θέμα 3ο 
(1 μον.) Έστω 
[image: image394.wmf]4

14

a,...,a

Î

¡

και 
[image: image395.wmf](

)

112

ESpana,a

=

 και 
[image: image396.wmf](

)

234

ESpana,a

=

 δύο επίπεδα του 
[image: image397.wmf]4

¡

. Να δείξετε ότι: αν η τομή των δύο επιπέδων 
[image: image398.wmf]12

EE

Ç

 περιέχει και άλλα σημεία πέραν του μηδενικού 
[image: image399.wmf]0

, τότε τα 
[image: image400.wmf]14

a,...,a

 δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητα.
Προβολές και ελάχιστα τετράγωνα
Φεβρουαρίου 2005
Θέμα 3ο

Δίνονται τα ακόλουθα τρία στοιχεία του R4: 
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Έστω F=Span(a, b, c) ο υπόχωρος που παράγουν τα 
[image: image402.wmf]a

, b και c μαζί και 
[image: image403.wmf]F

^

 το ορθογώνιο συμπλήρωμα 
[image: image404.wmf]F

^

 του 
[image: image405.wmf]F

.

3.1 (0.5 μον.) Να βρεθεί ορθοκανονική βάση του 
[image: image406.wmf]F

.

3.2 (0.5 μον.) Να βρεθεί ο πίνακας Α, τέτοιος που για κάθε x το Αx να είναι το πλησιέστερο στο x στοιχείο του F.

3.3 (0.5 μον.) Να βρεθεί ο πίνακας Β, τέτοιος που για κάθε x το Βx να είναι το πλησιέστερο στο x στοιχείο του 
[image: image407.wmf](

)

Spana

.

3.4 (0.5 μον.) Να βρεθεί βάση του ορθογωνίου συμπληρώματος του 
[image: image408.wmf](

)

Spana

.

3.5 (0.5 μον.) Έστω 
[image: image409.wmf](

)

F

Px

 η προβολή του x στο F, και 
[image: image410.wmf](

)

(

)

(

)

abc

Px, Px, Px

 η προβολές του x στο a, b και c αντίστοιχα. Θα ισχύει 
[image: image411.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

Fabc

PxPxPxPx

=++

; Εξηγείστε γιατί.

Θέμα 4ο
Έστω ότι διαθέτουμε δεδομένα 
[image: image412.wmf]1n

y,...,y

 και 
[image: image413.wmf]1n

z,...,z

. Ψάχνουμε αριθμούς 
[image: image414.wmf],

bg

 τέτοιους που να ελαχιστοποιούν την ποσότητα 
[image: image415.wmf](

)

n

2

2

iii

i1

Eyzz

=

=-b-g

å

. (Προσοχή: χωρίς σταθερά «α»!)

4.1 [image: image470.wmf]2311100002311
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(0.7 μον.) Εξηγείστε πώς το παραπάνω πρόβλημα γράφεται στη μορφή: «βρες 
[image: image416.wmf]x

 που να ελαχιστοποιεί την 
[image: image417.wmf]2

EAxb

=-

» (για κατάλληλα Α, x, b).

4.2 (0.5 μον.) Η λύση 
[image: image418.wmf]x

 του τελευταίου, συνδέεται με την προβολή κάποιου στοιχείου b ενός Rk (για κατάλληλο k) σε κάποιον υπόχωρο U του Rk. Ποιο είναι το k; Ποιο είναι το στοιχείο που προβάλλεται; Δώστε μια βάση του υπόχωρου στον οποίο προβάλλεται το σημείο αυτό.

4.3 (0.8 μον.) Σχεδιάστε στη κόλλα σας τον U ως επίπεδο και τοποθετείστε το b σε κάποιο αυθαίρετο σημείο έξω από το επίπεδο, όπως στο σχήμα  παραπλεύρως. Σχεδιάστε τώρα την προβολή p του b στον U. Που φαίνεται στο σχήμα σας η ποσότητα Ε; Ποια είναι η σχέση  μεταξύ 
[image: image419.wmf]x

 και p;

Σεπτεμβρίου 2004
[image: image471.emf]Θέμα 4ο

4.1 (0,2 μον.) Μπορεί δύο υπόχωροι που η τομή τους είναι μία ευθεία να είναι ορθογώνιοι μεταξύ τους; Εξηγείστε γιατί.

4.2 (0,2 μον.) Είναι απαραίτητο δύο μεταξύ τους ορθογώνιοι υπόχωροι να είναι ορθογώνιο συμπλήρωμα ο ένας του άλλου;

4.3 (0,4 μον.) Τι διάσταση θα έχει το ορθογώνιο συμπλήρωμα μιας ευθείας που ανήκει στον 
[image: image420.wmf]n

¡

; Μπορώ να βρώ σημείο 
[image: image421.wmf]n

x

Î

¡

 που να μην ανήκει ούτε στην ευθεία, ούτε στο ορθογώνιο συμπλήρωμά της;

4.4 (0,7 μον.) Επαναλάβετε (χονδρικά) το ακόλουθο σκίτσο στη κόλλα σας. Άν κάνω ορθοκανονικοποίηση Gramm-Schmidt στα 
[image: image422.wmf]12

a,a

 θα πάρω 
[image: image423.wmf]12

q,q

. Βρέστε γεωμετρικά τα 
[image: image424.wmf]12

q,q

 και σχεδιάστε τα  (χονδρικά) στο σχήμα της κόλλας σας.
Θέμα 5ο
Δίνονται τα ακόλουθα 4 στοιχεία του R5: 
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 και 
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Έστω Ε ο υπόχωρος που παράγουν τα a, b και c μαζί και έστω F το ορθογώνιο συμπλήρωμα του Ε. 

5.1 ( 1 μον.) Να βρεθεί η προβολή του v στο Ε.

5.2 ( 0,5 μον.) Να βρεθεί πίνακας Α τέτοιος ώστε --για οποιοδήποτε x-- το Αx να είναι εκείνο το πολλαπλάσιο του a που είναι πλησιέστερο στο x.

5.3 ( 0,5 μον.) Να βρεθούν v0(Ε και v1(F, τέτοια ώστε v = v0 + v1.

Θέμα 6ο

Έστω ότι πραγματοποιούνται μετρήσεις (yi,ti), i=1,…,6:

	y1=
	2.6
	,
	t1=
	-1

	y2=
	3.2
	,
	t2=
	-0.7

	y3=
	5
	,
	t3=
	-0.3

	y4=
	1
	,
	t4=
	0.4

	y5=
	1.8
	,
	t5=
	1.1

	y6=
	3.4
	,
	t6=
	1.2


 Θέλουμε να προσαρμόσουμε σε αυτά τα δεδομένα με  ελάχιστα τετράγωνα) μία συνάρτηση h(t) της μορφής 
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και 
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, για t>0.

Δηλαδή, θέλουμε να βρούμε 
[image: image430.wmf]00000

c,d,f,g,a

, τέτοια που να ελαχιστοποιούν την παράσταση 
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6.1 (0,7 μον.) Γράψτε το πρόβλημα στη μορφή 
[image: image432.wmf]2
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 για κατάλληλο πίνακα συντελεστών Α και κατάλληλα x, b. Ποια θα πρέπει να είναι τα Α, x, b;

6.2 (0,5 μον.) Η λύση του τελευταίου, 
[image: image433.wmf](
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, συνδέεται με την προβολή κάποιου στοιχείου ενός Rk (για κατάλληλο k) σε κάποιον υπόχωρο του Rk. Ποιο είναι το στοιχείου που προβάλλεται; Δώστε μια βάση του υπόχωρου στον οποίο προβάλλεται το σημείο αυτό.

6.3 (0,3 μον.) Αν έχουμε υπολογίσει το 
[image: image434.wmf]x

 πώς θα βρούμε τα 
[image: image435.wmf]00000
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 που ψάχνουμε;

Τύποι που ίσως χρειαστείτε: 
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και 
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, όπου Α, Β τετραγωνικοί πίνακες και 
[image: image438.wmf]0

 μηδενικοί πίνακες.

Σεπτεμβρίου 2001, Θέμα 4ο   

 (2 μον.) Έστω b1,…,bk γραμμικώς ανεξάρτητα στοιχεία του Rn και V ο υπόχωρος που παράγουν. Έστω c ένα άλλο στοιχείο του Rn.
· Πως ακριβώς υπολογίζεται το cv που ορίζεται ως εκείνο το στοιχείο του V που είναι πλησιέστερο στο c;

· Πως υπολογίζεται το ci που ορίζεται ως εκείνο το πoλλαπλάσιο του bi (ci =λ bi) που είναι πλησιέστερο στο c;

· Υπό ποιες προϋποθέσεις στα b1,…,bk ισχύει ότι 
[image: image439.wmf]v
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 για κάθε c;

Υπό ποιες προϋποθέσεις στα b1,…,bk και c ισχύει ότι 
[image: image440.wmf]c
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Αυγούστου 2002, Θέμα 3ο   
Έστω b και c δύο στοιχεία του Rn.

2.5 (0,5 μον.) Πώς βρίσκουμε πίνακα Α τέτοιο ώστε για κάθε x(Rn το Αx να είναι ο πλησιέστερος στο x γραμμικός συνδυασμός των b και c; Πώς βρίσκουμε πίνακα B τέτοιο ώστε για κάθε x(Rn το Bx να είναι το πλησιέστερο στο x πολλαπλάσιο του b;

2.6  (0,5 μον.) Αν C πίνακας τέτοιος ώστε για κάθε x(Rn το Cx να είναι το πλησιέστερο στο x πολλαπλάσιο του c, θα ισχύει πάντα ότι Αx = Bx + Cx, ή όχι; Εξηγείστε…

2.7 (1 μον.) Για ποια x θα ισχύει Αx=x; Για ποια x θα ισχύει Αx=0; Ποιες θα είναι οι ιδιοτιμές και ποια τα ιδιοδιανύσματα του Α;
2.8 (1 μον.) Αν P ο πίνακας προβολής στο επίπεδο που ορίζουν τα b και c να δειχτεί ότι α) P συμμετρικός, β) P2=P και γ) 
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2.9 (1 μον.) Αν b και c ορθοκανονικά, να δειχτεί ότι: Px = <x,b> b + <x,c> c.

2.10 (1 μον.) Να υπολογιστούν οι πίνακες Α και B όταν
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Σεπτεμβρίου 2000, Θέμα 2ο
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Δίνονται τα ακόλουθα 2 ορθοκανονικά στοιχεία q1, q2 του R4 και επίσης δίνεται το στοιχείο b του R4:

2.1 (2 μονάδες) Να βρεθούν q3 και q4 (του R4), τέτοια ώστε τα q1, q2, q3, q4 να αποτελούν ορθοκανονική βάση του R4. (Υπόδειξη: βρέστε πρώτα δύο (ανεξάρτητα) διανύσματα p3 και p4 (του R4), που να είναι ορθογώνια στα q1, q2, δηλαδή < q1, p >=0 και < q2, p >=0. Ποιο σύστημα πρέπει να λύσετε για να τα βρείτε; Τι πρέπει να κάνετε μετά στα τα p3 και p4 για να βρείτε τα q3, q4;)

2.2 (0,5  μονάδες) Να βρεθεί α) γραμμικός συνδυασμός  των q1, q2, q3, q4 που να ισούται με b, β) γραμμικός συνδυασμός  των q1, q2, q3, q4 που να ισούται με την προβολή του b στον υπόχωρο που παράγεται από τα q1, q2 (προσοχή μόνο από τα δύο πρώτα).(Υπόδειξη: Σκεφτείτε πως μπορείτε να εκμεταλλευτείτε την ορθοκανονικότητα των q1, q2, q3, q4 και η απάντηση και στα δύο ερωτήματα βγαίνει σε “δύο γραμμές”. Αν δεν έχετε λύσει το 2.1 περιγράψτε τι ακριβώς θα κάνατε αν γνωρίζατε τα q1, q2, q3, q4).

Φεβρουαρίου 2004, Θέμα 4ο
Δίνονται τα ακόλουθα τρία στοιχεία του R4: 
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  και 
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Έστω F=Span(a,b) ο υπόχωρος που παράγουν τα 
[image: image445.wmf]a

 και 
[image: image446.wmf]b

 μαζί και 
[image: image447.wmf]F

^

 το ορθογώνιο συμπλήρωμα 
[image: image448.wmf]F

^

 του 
[image: image449.wmf]F

.

3.6 (0.4 μον.) Να βρεθεί ορθοκανονική βάση του 
[image: image450.wmf]F

.

3.7 (0.4 μον.) Να βρεθεί βάση του 
[image: image451.wmf]F

^

.

3.8 (0.5 μον.) Να βρεθεί ο πίνακας Α, τέτοιος που Αy να είναι για κάθε 
[image: image452.wmf]4

y
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¡

 η προβολή του y στο F.

3.9 (0.3 μον.) Να βρεθεί ο πίνακας B, τέτοιος που By να είναι για κάθε 
[image: image453.wmf]4
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 η προβολή του y στο 
[image: image454.wmf]F
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.

3.10 (0.3 μον.) Να βρεθεί ο πίνακας C, τέτοιος που Cy να είναι για κάθε 
[image: image455.wmf]4
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¡

 η προβολή του y στο 
[image: image456.wmf]{

}

Spanb

.

3.11 (0.3 μον.) Να βρεθεί το σημείο του 
[image: image457.wmf]F

^

 που απέχει λιγότερο από το x;

3.12 (0.3 μον.) Αν Ε ο 4x2 πίνακας με πρώτη στήλη το α και δεύτερη το β, να βρεθούν άνω τριγωνικός πίνακας S και πίνακας με ορθοκανονικές στήλες W, τέτοιοι ώστε Ε=WS.

Αυγούστου 2003, Θέμα 3ο   
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Δίνονται τα ακόλουθα 2 στοιχεία του R4:

Και έστω Ε ο υπόχωρος που παράγουν τα b1 και b2 μαζί.

3.1 (0.5 μον.) Να βρεθεί μία ορθοκανονική βάση 
[image: image458.wmf]{

}

12

,

qq

του Ε.
3.2 (1 μον.) Να βρεθεί πίνακας S, τέτοιος ώστε Sx να είναι πάντα το πλησιέστερο στο x στοιχείο του Ε, και πίνακας Τ, τέτοιος ώστε Τx να είναι πάντα το πλησιέστερο στο x στοιχείο του Span
[image: image459.wmf]{
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2.11 (0.5 μον.) Αν συμβολίσουμε με 
[image: image460.wmf])
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την προβολή του z στο a, και με 
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την προβολή του z στο Span(a,b), ποια από τα ακόλουθα είναι σωστά και ποια λάθος; Αιτιολογείστε σύντομα

· 
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Αυγούστου 2003, Θέμα 4ο   
4.4 (1 μον.) Έστω V ένας υπόχωρος, x ένα σημείο που δεν ανήκει στον υπόχωρο και p η προβολή του x στον V (επομένως 
[image: image465.wmf]xpy
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 για κάθε 
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). Να δειχτεί ότι 
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