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Περιεχόµενα

▶ Βασική στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

▶ Πληθυσµοί, υποπληθυσµοί, µεταβλητές, παράµετροι

▶ Τυχαία δειγµατοληψία, πιθανότητες επιλογής µονάδων

▶ ∆ειγµατοληψία µε άνισες πιθανότητες επιλογής

▶ ∆ειγµατικά ϐάρη, αυτοβαρής και µη αυτοβαρής δειγµατοληψία

▶ Εκτίµηση παραµέτρων πεπερασµένων πληθυσµών

▶ Υπολογισµός διακύµανσης εκτιµητών

▶ Εκτιµητική υποπληθυσµών

▶ Εκτίµηση συνάρτησης κατανοµής

▶ Γραφική παράσταση δεδοµένων δειγµατοληψίας



Περιεχόµενα

▶ Χρήση ϐοηθητικών πληροφοριών στην εκτιµητική

▶ Μέθοδος γενικευµένης παλινδρόµησης (εκτιµητής λόγου,

εκτιµητής παλινδρόµησης, µεταστρωµατικός εκτιµητής)

▶ Calibration.

▶ Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληψίες.

Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας (τυχαίες οµάδες,

jackknife, bootstrap).

▶ ∆ιαχείριση µή δειγµατοληπτικών σφαλµάτων

Μέθοδοι ϱύθµισης για µη απόκριση, imputation.



Πληθυσµοί, υποπληθυσµοί, µεταβλητές

Πεπερασµένος πληθυσµός U µεγέθους N:

είναι σύνολο N διακριτών µονάδων

U = {1, . . . ,N},

όπως, άτοµα, νοικοκυριά, επιχειρήσεις, σχολεία κλπ.

Σε πεπερασµένο πληθυσµό U

▶ ορίζονται υποπληθυσµοί Ud ⊂ U, ως υποσύνολα

▶ δεν υπάρχει εγγενής τυχαιότητα



Πληθυσµοί, υποπληθυσµοί, µεταβλητές

΄Ενα ερευνώµενο χαρακτηριστικό του πληθυσµού ορίζει µια µεταβλητή

(study/target variable) y , µε τιµή yi για την µονάδα i ∈ U.

Η µεταβλητή y είναι µή τυχαία — δεν ορίζεται συνάρτηση κατανοµής

πιθανοτήτων. Οι τιµές yi , i ∈ U, είναι άγνωστες αλλά σταθερές.

Στις δειγµατοληπτικές έρευνες ορίζονται, σχεδόν πάντα, πολλές

µεταβλητές y , z, κλπ, (συνεχείς ή κατηγορικές),

π.χ. εισόδηµα, απασχόληση, ϐαθµίδα εκπαίδευσης, κλπ.



Παράµετροι πεπερασµένων πληθυσµών

Παράµετρος θ του πληθυσµού ορίζεται ως συνάρτηση των τιµών µιας

µεταβλητής y

θ = θ(y1, . . . , yN)

ή πολλών µεταβλητών, π.χ., y και z

θ = θ(y1, . . . , yN , z1, . . . , zN)



Παράµετροι πεπερασµένων πληθυσµών

Οι κυριότερες παράµετροι είναι :

Ο ολικός (population total)

Y =
N∑

i=1

yi ή

∑
U

yi

Π.χ., ολικός αριθµός εργαζοµένων, ολική παραγωγή ελαιολάδου

Σε µή πεπερασµένους πληθυσµούς δεν ορίζονται ολικοί

Y =
N∑

i=1

yi = N, όταν yi = 1, i ∈ U



Παράµετροι πεπερασµένων πληθυσµών

Ο Μέσος (mean)

Ȳ =
Y

N
=

1

N

N∑
i=1

yi

Π.χ., µέσο ατοµικό εισόδηµα

Ο λόγος ολικών (ratio)

R =
Y

Z
=

∑
N

i=1
yi∑

N

i=1
zi

Π.χ., ολική παραγωγή ελαιολάδου προς ολική καλλιεργήσιµη έκταση

Ποσοστό (proportion)

P =
Nd

N
=

1

N

N∑
i=1

yi , yi =

{
1, i ∈ Ud

0, i /∈ Ud

Π.χ., ποσοστό ανέργων, ποσοστό καπνιστών.



Παράµετροι πεπερασµένων πληθυσµών

∆ιακύµανση του y (population variance)

S
2 =

1

N − 1

N∑
i=1

(yi − Ȳ )2 =
1

N − 1

 N∑
i=1

y
2
i
− 1

N

(
N∑

i=1

yi

)2


Το S
2 χρησιµοποιείται στον σχεδιασµό δειγµατοληψίας και στον

υπολογισµό τυπικού σφάλµατος εκτιµητών

Τυπική απόκλιση (standard deviation)

S =
√

S2

Συντελεστής µεταβλητότητας (coefficient of variation, cv)

cv =
S

Ȳ



Τυχαίο δείγµα (random/probability sample)

΄Ενα τυχαίο δείγµα είναι ένα υποσύνολο του πληθυσµού s ⊂ U,

µεγέθους n, που επιλέγεται έτσι ώστε

▶ Το σύνολο S = {s1, . . . , sM} όλων των δυνατών διακριτών

δειγµάτων s είναι καλά ορισµένο

▶ Μία γνωστή πιθανότητα επιλογής p(s) αντιστοιχείται σε κάθε

δείγµα s ∈ S

▶ Κάθε µονάδα i ∈ U έχει µία µή-µηδενική πιθανότητα επιλογής στο

δείγµα s

▶ Κάθε δείγµα s επιλέγεται µε την πιθανότητα p(s), µε συγκεκριµένο

µηχανισµό τυχαιότητας που ονοµάζεται σχέδιο ή τεχνική

δειγµατοληψίας

Η συνάρτηση p(s) ορίζει µία κατανοµή πιθανότητας στο S

p(s) ≥ 0,
∑
s∈S

p(s) = 1

Η πιθανότητα p(s) καθορίζει την πιθανότητα επιλογής κάθε µονάδας

i ∈ U, καθώς και τις στατιστικές ιδιότητες των εκτιµητών παραµέτρων.



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Η πιθανότητα P(i ∈ s) να περιληφθεί η µονάδα i σέ ένα δείγµα s

συµβολίζεται µε πi και δίνεται απο την σχέση

πi =
∑
s∋i

p(s), i = 1, . . . ,N

Παράδειγµα 1:

΄Εστω πληθυσµός U = {1, 2, 3, 4} και δείγµα µεγέθους n = 2.

΄Ολα τα δυνατά δείγµατα είναι

s1 = {1, 2}, s2 = {1, 3}, s3 = {1, 4}, s4 = {2, 3}, s5 = {2, 4}, s6 = {3, 4}

Τότε

π1 = p(s1) + p(s2) + p(s3)

π2 = p(s1) + p(s4) + p(s5)

π3 = p(s2) + p(s4) + p(s6)

π4 = p(s3) + p(s5) + p(s6)

Αν p(s1) = p(s2) = p(s3) = p(s4) = p(s5) = p(s6) = 1/6, τότε

π1 = π2 = π3 = π4 = 1/2



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Η πιθανότητα P(i ∈ s) να περιληφθεί η µονάδα i σέ ένα δείγµα s

συµβολίζεται µε πi και δίνεται απο την σχέση

πi =
∑
s∋i

p(s), i = 1, . . . ,N

Παράδειγµα 1:

΄Εστω πληθυσµός U = {1, 2, 3, 4} και δείγµα µεγέθους n = 2.

΄Ολα τα δυνατά δείγµατα είναι

s1 = {1, 2}, s2 = {1, 3}, s3 = {1, 4}, s4 = {2, 3}, s5 = {2, 4}, s6 = {3, 4}

Τότε

π1 = p(s1) + p(s2) + p(s3)

π2 = p(s1) + p(s4) + p(s5)

π3 = p(s2) + p(s4) + p(s6)

π4 = p(s3) + p(s5) + p(s6)

Αν p(s1) = 1/3, p(s2) = 1/6, p(s6) = 1/2, p(s3) = p(s4) = p(s5) = 0,

π1 = 1/2, π2 = 1/3, π3 = 2/3, π4 = 1/2



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Η διαδικασία της τυχαίας δειγµατοληψίας απαιτεί πi > 0 για κάθε i ∈ U

Η πιθανότητα P(i ∈ s, j ∈ s) να περιληφθούν απο κοινού οι µονάδες i

και j σε ένα δείγµα s συµβολίζεται µε πij και δίνεται απο την σχέση

πij =
∑
s∋i,j

p(s), i, j = 1, . . . ,N

Στο Παράδειγµα 1, έχουµε π13 = p(s2) = 1/6



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Η συµπερίληψη µιας µονάδας i σε ένα τυχαίο δείγµα s εκφράζεται απο

την δείκτρια τυχαία µεταβλητή

Ii(s) =

{
1, i ∈ s

0, i /∈ s

Για τα δείγµατα του Παραδείγµατος 1, I3(s4) = 1 και I3(s5) = 0

Η συµπερίληψη δύο µονάδων i και j στο ίδιο τυχαίο δείγµα s εκφράζεται

απο το γινόµενο Ii(s)Ij(s)

Η µεταβλητή Ii(s) είναι η µόνη τυχαία µεταβλητή που ορίζεται για κάθε

µονάδα i ∈ U

Ιδιότητες:

E(Ii(s)) = P(Ii(s) = 1) = πi

V(Ii(s)) = πi(1 − πi), C(Ii(s), Ij(s)) = πij − πiπj



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Στις δειγµατοληπτικές έρευνες πεπερασµένων πληθυσµών οι µονάδες

του πληθυσµού µπορεί να έχουν άνισες πιθανότητες πi .

Αυτό είναι αποτέλεσµα δειγµατοληψίας που στηρίζεται σε γνώση της

δοµής του πληθυσµού για περιορισµό του δειγµατοληπτικού σφάλµατος

στις εκτιµήσεις παραµέτρων.

΄Ανισες πιθανότητες επιλογής συνεπάγονται διαφορετική κατανοµή του

δείγµατος από την κατανοµή του πληθυσµού.

Παράδειγµα 2:

Απλή τυχαία δειγµατοληψία απο πληθυσµό U, µε N = 50000 n = 3000,

και µε ίδια πιθανότητα πi = n/N = 3/50, i ∈ U

Η κατανοµή (ιστόγραµµα) µιας µεταβλητής y στο δείγµα µοιάζει µε την

κατανοµή της στον πληθυσµό (ϐλέπε 1o και 2o γράφηµα)



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Στις δειγµατοληπτικές έρευνες πεπερασµένων πληθυσµών οι µονάδες

του πληθυσµού µπορεί να έχουν άνισες πιθανότητες πi .

Αυτό είναι αποτέλεσµα δειγµατοληψίας που στηρίζεται σε γνώση της

δοµής του πληθυσµού για περιορισµό του δειγµατοληπτικού σφάλµατος

στις εκτιµήσεις παραµέτρων.

΄Ανισες πιθανότητες επιλογής συνεπάγονται διαφορετική κατανοµή του

δείγµατος από την κατανοµή του πληθυσµού.

Παράδειγµα 2:

Στρωµατική απλή τυχαία δειγµατοληψία απο πέντε στρώµατα οριζόµενα

απο τις τιµές του y σε αύξουσα διάταξη, µε στρωµατικά µεγέθη

N1 = 20000,N2 = 12000,N3 = 10000,N4 = 5000,N5 = 3000,

δειγµατικά µεγέθη n1 = · · · = n5 = n/5 = 600 και µε πιθανότητες

ni/Ni , i = 1, . . . , 5.

Η κατανοµή τη µεταβλητής y στο δείγµα είναι διαφορετική απο την

κατανοµή της στον πληθυσµό (ϐλέπε 3o γράφηµα).



Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)
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Πιθανότητες επιλογής των µονάδων (Inclusion probabilities)

Στις δειγµατοληπτικές έρευνες πεπερασµένων πληθυσµών οι µονάδες

του πληθυσµού µπορεί να έχουν άνισες πιθανότητες πi .

Αυτό είναι αποτέλεσµα δειγµατοληψίας που στηρίζεται σε γνώση της

δοµής του πληθυσµού για περιορισµό του δειγµατοληπτικού σφάλµατος

στις εκτιµήσεις παραµέτρων.

’νισες πιθανότητες επιλογής συνεπάγονται διαφορετική κατανοµή του

δείγµατος από την κατανοµή του πληθυσµού.

Η αντιπροσωπευτικότητα του δείγµατος αποκαθίσταται µε την χρήση των

αναγωγικών συντελεστών.



∆ειγµατικά ϐάρη (sampling/design weights)

Το ϐάρος (weight), ή αναγωγικός συντελεστής, της µονάδας i ∈ U

ορίζεται ως

wi =
1

πi

Ii(s), i ∈ U

E(wi) =
1

πi

E(Ii(s)) =
1

πi

πi = 1

Το ϐάρος µονάδας που δεν έχει επιλεγεί στο δείγµα είναι εξ΄ ορισµού

ίσο µε το µηδέν.

Το ϐάρος µιας επιλεγµένης µονάδας είναι αντιστρόφως ανάλογο της

πιθανότητας επιλογής της.



∆ειγµατικά ϐάρη (sampling/design weights)

Η σηµασία του wi :

Το ϐάρος wi της δειγµατικής µονάδας i, µπορεί να ερµηνευτεί ως ο

αριθµός των µονάδων του πληθυσµού (συµπεριλαµβανοµένης της

µονάδας i) που ¨αντιπροσωπεύονται¨ από την δειγµατική µονάδα i.

΄Ετσι, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η δειγµατική µονάδα i

¨αντιπροσωπεύει¨ τον εαυτό της συν wi − 1 µή επιλεγµένες µονάδες

του πληθυσµού, και όλες µαζί οι δειγµατικές µονάδες

¨αντιπροσωπεύουν¨ όλον τον πληθυσµό.

΄Ενα δείγµα κάθε µονάδα του οποίου έχει το ίδιο δειγµατικό ϐάρος

ονοµάζεται αυτοβαρές δείγµα.

΄Εστω ότι στο παράδειγµα 1, επιλέγεται το δείγµα s3 = {1, 4} µε απλή

τυχαία δειγµατοληψία ώστε w1 = 2 και w4 = 2. Τότε το αυτοβαρές

δείγµα s3 ϕτιάχνει τον ψευδοπληθυσµό {1, 1, 4, 4}.



∆ειγµατικά ϐάρη (sampling/design weights)

΄Εστω ο ακόλουθος πληθυσµός 12 µονάδων µε αντίστοιχες τιµές µιας

µεταβλητής y

U = {y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8, y9, y10, y11, y12}.

΄Εστω οτι ένα απλό τυχαίο δείγµα µεγέθους n = 2 απο το U είναι το

s = {y3, y8}. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε π = n/N = 2/12 για όλες

τις µονάδες του U, και w = 6 για τις δύο µονάδες του s.

Με ϐάση την ερµηνεία των ϐαρών, σε σχέση µε την

αντιπροσωπευτικότητα του δείγµατος, µπορεί ϑεωρητικά το δείγµα να

αναχθεί στον πληθυσµό συνθέτοντας τον ψευδοπληθυσµό

{y3, y3, y3, y3, y3y3, y8, y8, y8, y8, y8, y8},

όπου κάθε µία απο τις µονάδες 3 και 8 του δείγµατος αντιπροσωπεύει 6

µονάδες του πληθυσµού, µε την ίδια τιµή της µεταβλητής y .



∆ειγµατικά ϐάρη (sampling/design weights)

΄Εστω τώρα οτι δείγµα µεγέθους 4 απο το U είναι το s = {y2, y5, y8, y11}.

Εδώ έχουµε π = n/N = 4/12, και w = 3 για τις τέσσερις µονάδες του

δείγµατος.

Ο ψευδοπληθυσµός που µπορεί να συντεθεί µε ϐάση αυτό το δείγµα

και τα ϐάρη των τεσσάρων δειγµατικών µονάδων είναι

{y2, y2, y2, y5, y5, y5, y8, y8, y8, y11, y11, y11}

Προφανώς, µεγαλύτερο δείγµα, µε µεγαλύτερη πιθανότητα των

µονάδων του πληθυσµού να περιληφθούν σε αυτό (άρα µε µικρότερο

ϐάρος) έχει καλύτερη αντιπροσωπευτικότητα.



∆ειγµατικά ϐάρη (sampling/design weights)

Οι ¨ανηγµένες¨ δειγµατικές τιµές wiyi µιας µεταβλητής y διορθώνουν

την δυσαναλογικότητα του δείγµατος, ως προς τον πληθυσµό

δειγµατοληψίας, που είναι αποτέλεσµα άνισων πιθανοτήτων επιλογής

των δειγµατικών µονάδων.

Οι αναγωγικοί συντελεστές (ϐάρη) χρησιµεύουν στην αναγωγή

δειγµατικών χαρακτηριστικών στα αντίστοιχα πληθυσµιακά

χαρακτηριστικά.



Στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

Η στατιστική για πεπερασµένους πληθυσµούς είναι κατά κανόνα

περιγραφική, δηλαδή ενδιαφέρεται για την εκτίµηση παραµέτρων του

πληθυσµού.

Η εκτίµηση παραµέτρων του πληθυσµού ϐασίζεται σε δείγµα s

µεγέθους n που επιλέγεται τυχαία µε πιθανότητα p(s).

Η αβεβαιότητα για την εκτίµηση οφείλεται στο γεγονός ότι µόνο µέρος

του πληθυσµού ερευνάται. Ενώ τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού

παραµένουν σταθερά, οι εκτιµήσεις αυτών εξαρτώνται από ποιό δείγµα

επιλέγεται.



Στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

Ο εκτιµητής µιας παραµέτρου θ = θ(y1, . . . , yN) είναι συνάρτηση του

τυχαίου δείγµατος, και συµβολίζεται µε

θ̂ = θ̂(s) = θ̂(y1, . . . , yn)

Ο εκτιµητής θ̂(s) είναι τυχαία µεταβλητή. Το µόνο τυχαίο στοιχείο είναι το

σύνολο s που ορίζει ποιές µονάδες απαρτίζουν το δείγµα. Η διαφορά

τιµών του θ̂(s) από δείγµα σε δείγµα συνιστά την δειγµατική διακύµανση

του θ̂(s).

Η συµπερασµατολογία για πεπερασµένους πληθυσµούς ϐασίζεται στην

έννοια της υποθετικής επανάληψης της τυχαίας δειγµατοληψίας, µε

δειγµατοληπτικό σχέδιο p(s), που έχει ως αποτέλεσµα την επιλογή

διαφορετικών δειγµάτων.



Στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

Σύµφωνα µε αυτή την αρχή της υποθετικής επανάληψης, η

αναµενόµενη τιµή E(θ̂) του θ̂(s) δίνεται από την

E(θ̂) =
∑
s∈S

p(s)θ̂(s)

Το E(θ̂) είναι ανισοβαρής (ή σταθµικός) µέσος όρος των δυνατών τιµών

θ̂(s) του θ̂, µε τις πιθανότητες p(s) ως ϐάρη.

΄Οταν το p(s) είναι σταθερό για όλα τα δείγµατα s ∈ S, ιδίου µεγέθους

n, τότε

E(θ̂) =
1

M

∑
s∈S

θ̂(s),

όπου M είναι ο συνολικός αριθµός δειγµάτων µεγέθους n.



Στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

Ο εκτιµητής θ̂ είναι αµερόληπτος αν E(θ̂) = θ, δηλαδή αν είναι ¨κατά

µέσο όρο¨ ίσος µε την εκτιµώµενη παράµετρο θ.

΄Ενα µέτρο της δειγµατικής διακύµανσης του θ̂, που συµβολίζεται µε

V(θ̂), δίνεται από την

V(θ̂) =
∑
s∈S

p(s)
[
θ̂(s)− E(θ̂(s))

]2

Το τυπικό σφάλµα (standard error) του θ̂ ορίζεται ως

√
V(θ̂)



Στατιστική ϑεωρία πεπερασµένων πληθυσµών

Ως δείκτης αξιοπιστίας ενός αµερόληπτου εκτιµητή χρησιµοποιείται το

σχετικό τυπικό της σφάλµα, γνωστό ως συντελεστής µεταβλητότητας

(coefficient of variation), που ορίζεται ως CV(θ̂) =
√

V(θ̂)/θ, και

εκφράζεται ποσοστιαία.

Ως µέρος της διαδικασίας εκτιµήσεων, η εκτίµηση της διακύµανσης

V(θ̂), που συµβολίζεται V̂(θ̂), υπολογίζεται από τα δεδοµένα της

δειγµατοληψίας. Μία εκτίµηση του συντελεστή µεταβλητότητας είναι η√
V̂(θ̂)/θ̂.



Εκτίµηση παραµέτρων (parameter estimation)

Η συνάρτηση p(s) έχει ϑεωρητικό ενδιαφέρον, ως µαθηµατικό

εργαλείο που ϑεµελιώνει την πιθανοθεωρία της δειγµατοληψίας και

καθορίζει τις στατιστικές ιδιότητες των εκτιµητριών, αλλά είναι συνήθως

πολύπλοκη στην χρήση της.

Στην πράξη είναι πολύ πιο εύκολος ο καθορισµός της αναµενόµενης

τιµής και της διακύµανσης συγκεκριµένων εκτιµητών γνωρίζοντας µόνο

τις πιθανότητες πi και πij .

Επειδή οι κύριες παράµετροι που σχετίζονται µε µια µεταβλητή y είναι

συναρτήσεις του πληθυσµιακού ολικού Y =
∑

N

1
yi , η µεθοδολογία

εκτίµησης ασχολείται πρωταρχικά µε αυτή την ϐασική παράµετρο.



Εκτίµηση παραµέτρων (parameter estimation)

Για ένα δείγµα s = {y1, . . . , yn}, ο εκτιµητής Horvitz-Thompson του Y

ορίζεται ως ο γραµµικός συνδυασµός (weighted sum)

Ŷ =
N∑

i=1

wiyi =
n∑

i=1

1

πi

yi

Ο εκτιµητής Ŷ είναι το άθροισµα των ¨ανηγµένων¨ δειγµατικών τιµών

wiyi της µεταβλητής y .

Για την ειδική περίπτωση ολικού Y = N,

N̂ =
N∑

i=1

wi =
n∑

i=1

1

πi

Παράδειγµα: Σε απλή τυχαία δειγµατοληψία, πi = n/N, ώστε

wi = N/n, N̂ =
∑

n

i=1

1

πi

= N και Ŷ = N

n

∑
n

i=1
yi .



Εκτίµηση παραµέτρων (parameter estimation)

Ο εκτιµητής Ŷ είναι αµερόληπτος, δηλαδή ισχύει E(Ŷ ) = Y .

E(Ŷ ) =
N∑

i=1

E(wi)yi =
N∑

i=1

yi = Y

Η διακύµανση του Ŷ δίνεται από την

V(Ŷ ) =
N∑

i=1

N∑
j=1

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj

΄Ενας αµερόληπτος εκτιµητής του V(Ŷ ) που υπολογίζεται από το δείγµα

s = {y1, . . . , yn} δίνεται από την

V̂(Ŷ ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj



Εκτίµηση παραµέτρων

V̂(Ŷ ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj

Λόγω του διπλού αθροίσµατος ο τύπος αυτός είναι δύσχρηστος στην

πράξη. Για µερικά δειγµατοληπτικά σχέδια p(s) µπορεί να γίνει

κατάλληλη απλοποίηση του τύπου για γρήγορους υπολογισµούς.

Επίσης, για µερικά δειγµατοληπτικά σχέδια p(s) είναι πολύ δύσκολο να

υπολογιστούν τα πij . Τότε χρησιµοποιούνται άλλες προσεγγιστικές

µέθοδοι εκτίµησης του V(Ŷ ), που ϑα περιγραφούν αργότερα.

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία, πi = n/N, πij = n(n − 1)/N(N − 1),
και ο τύπος του V̂(Ŷ ) παίρνει την απλή µορφή

V̂(Ŷ ) =
N(N − n)

n

1

(n − 1)

n∑
i=1

(yi − ȳ)2, όπου ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi .



Εκτίµηση παραµέτρων

Ο εκτιµητής του πληθυσµιακού µέσου Ȳ δίνεται από την

ˆ̄
Y =

Ŷ

N
=

1

N

N∑
i=1

wiyi =
1

N

n∑
i=1

1

πi

yi

΄Ενας εναλλακτικός εκτιµητής του Ȳ που χρησιµοποιείται όταν το N είναι

άγνωστο δίνεται από την

˜̄
Y =

Ŷ

N̂

=

∑
N

1
wiyi∑

N

1
wi

=

∑
n

1
(1/πi)yi∑
n

1
1/πi

Για κάποια δειγµατοληπτικά σχέδια p(s) οι εκτιµητές ˆ̄
Y και ˜̄Y ταυτίζονται.

Ακόµη και όταν το N είναι γνωστό και οι δύο εκτιµητές διαφέρουν, ο

εκτιµητής ˜̄
Y προτιµάται γιατί συνήθως έχει µικρότερη διακύµανση.



Εκτίµηση παραµέτρων

Ο µη γραµµικός εκτιµητής ˜̄
Y είναι προσεγγιστικά (για µεγάλα δείγµατα)

αµερόληπτος. Η προσεγγιστική διακύµανση του ˜̄
Y δίνεται από την

V(˜̄Y ) =
1

N2
V

[
n∑

i=1

wi(yi − Ȳ )

]

=
1

N2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − Ȳ )(yj − Ȳ ).

΄Ενας εκτιµητής του V(˜̄Y ) δίνεται απο την

V̂(˜̄Y ) =
1

N̂2
V̂

[
n∑

i=1

wi(yi − ˜̄
Y )

]

=
1

N̂2

n∑
i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − ˜̄

Y )(yj − ˜̄
Y )



Εκτίµηση παραµέτρων

Ο εκτιµητής ενός πληθυσµιακού ποσοστού P δίνεται γενικά από την

P̃ =
N̂d

N̂

=

∑
Nd

1
wi∑

N

1
wi

=

∑
nd

1
1/πi∑

n

1
1/πi

,

όπου nd είναι το υποσύνολο του δείγµατος που αντιστοιχεί στον

υποπληθυσµό Ud , στον οποίο αναφέρεται το ποσοστό.

Για την προσεγγιστική αµεροληψία και την διακύµανση του P̃ ισχύουν τα

ίδια όπως για τον ˜̄
Y . Ειδικότερα, παρατηρώντας ότι P̃ = ˜̄

Y ορίζοντας

yi = 1 αν i ∈ Ud και yi = 0 αν i /∈ Ud , προκύπτει ότι

V̂(P̃) =
1

N̂2

n∑
i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − P̃)(yj − P̃).

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία, ο εκτιµητής είναι P̂ = N̂d/N, και

V̂(P̂) =
N − n

N(n − 1)
P̂(1 − P̂)



Εκτίµηση παραµέτρων

Ο εκτιµητής ενός πληθυσµιακού λόγου R = Y/Z δίνεται απο την

R̂ = Ŷ/Ẑ

Ο µη γραµµικός εκτιµητής R̂ είναι προσεγγιστικά (για µεγάλα δείγµατα)

αµερόληπτος, µε προσεγγιστική διακύµανση που δίνεται από την

V(R̂) =
1

Z 2
V

[
n∑

i=1

wi(yi − Rzi)

]

=
1

Z 2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − Rzi)(yj − Rzj).



Εκτίµηση παραµέτρων

΄Ενας εκτιµητής του V(R̂) δίνεται απο την

V̂(R̂) =
1

Ẑ 2
V̂

[
n∑

i=1

wi(yi − R̂zi)

]

=
1

Ẑ 2

n∑
i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − R̂zi)(yj − R̂zj).

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία ο τύπος του V̂(R̂) παίρνει την απλή

µορφή

V̂(R̂) =
N

Ẑ 2

N − n

n

1

n − 1

n∑
i=1

(yi − R̂zi)
2.



Εκτίµηση παραµέτρων

΄Εστω τώρα ο απλός γραµµικός συνδιασµός (διαφορά) εκτιµητών δύο

ολικών Ŷ − Ẑ . Η διακύµανση αυτής της διαφοράς δίνεται απο την

V(Ŷ − Ẑ) = V(Ŷ ) + V(Ẑ)− 2Cov(Ŷ , Ẑ),

όπου

Cov(Ŷ , Ẑ) =
N∑

i=1

N∑
j=1

(
πij

πiπj

− 1

)
yizj

είναι η συνδιακύµανση των Ŷ και Ẑ .



Εκτίµηση παραµέτρων

Αµερόληπτος εκτιµητής του V(Ŷ − Ẑ) που υπολογίζεται από το δείγµα

s = {y1, . . . , yn} δίνεται από την

V̂(Ŷ − Ẑ) = V̂(Ŷ ) + V̂(Ẑ)− 2 ˆCov(Ŷ , Ẑ),

όπου

ˆCov(Ŷ , Ẑ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yizj

Ευκολότερος υπολογισµός του V̂(Ŷ − Ẑ) στηρίζεται στην παρατήρηση

ότι η διαφορά Ŷ − Ẑ =
∑

s
wiyi −

∑
s
wizi ορίζει τον εκτιµητή ολικού

D̂ =
∑

s
widi , µε di = yi − zi . Τότε

V̂(D̂) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
didj .

Αυτή η διαδικασία υπολογισµού διακύµανσης µπορεί να γενικευθεί µε

προφανή τρόπο στην περίπτωση οποιασδήποτε γραµµικής συνάρτησης

ολικών.



Εκτίµηση παραµέτρων

Η εκτίµηση της πληθυσµιακής διακύµανσης µιας µεταβλητής y

S
2 =

1

N − 1

N∑
i=1

(yi − Ȳ )2

ϐασίζεται στην ισοδύναµη έκφραση του S
2 ως συνάρτηση ολικών:

S
2 =

1

N − 1

 N∑
i=1

y
2
i
− 1

N

(
N∑

i=1

yi

)2
 .

Τότε

Ŝ
2 =

1

N̂ − 1

 n∑
i=1

wiy
2
i
− 1

N̂

(
n∑

i=1

wiyi

)2
 =

1

N̂ − 1

n∑
i=1

wi(yi − ˜̄
Y )2,

όπου ˜̄
Y = Ŷ/N̂.



Εκτίµηση παραµέτρων

Με το ιδιο τρόπο µπορεί να γίνει εκτίµηση της συνδιακύµανσης δύο

µεταβλητών y και z

Syz =
1

N − 1

N∑
i=1

(yi − Ȳ )(zi − Z̄)

=
1

N − 1

[
N∑

i=1

yizi −
1

N

(
N∑

i=1

yi

)(
N∑

i=1

zi

) ]
.

Τότε

Ŝyz =
1

N̂ − 1

[
n∑

i=1

wiyizi −
1

N̂

(
n∑

i=1

wiyi

)(
n∑

i=1

wizi

) ]

=
1

N̂ − 1

n∑
i=1

wi(yi − ˜̄
Y )(zi − ˜̄

Z).



Εκτίµηση παραµέτρων

Οι εκτιµητές Ŝ
2 και Ŝyz δεν είναι αµερόληπτοι, αλλά τείνουν στις

αντίστοιχες πληθυσµιακές παραµέτρους S
2 και Syz όταν το n τείνει στο N.

Οι εκτιµητές Ŝ
2 και Ŝyz είναι αµερόληπτοι όταν N̂ = N.



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Σε µεγάλης κλίµακας δειγµατοληπτικές έρευνες, ενδιαφερώµαστε

συχνά για εκτιµήσεις παραµέτρων διαφόρων υποπληθυσµών (domains)

του πληθυσµού, τα οποία δεν συνιστούν στρώµατα.

΄Εστω υποπληθυσµός Ud ⊂ U µε µέγεθος (αριθµό µονάδων) Nd . Το

σχετικό µέγεθος του Ud , δηλαδή το ποσοστό µονάδων του U που

ανήκουν στο Ud , είναι Pd = Nd/N.

΄Εστω δείγµα s απο το U και sd = s ∩ Ud , (δηλαδή sd είναι το υποσύνολο

του s που ανήκει στον υποπληθυσµό Ud). Το µέγεθος nsd
του sd είναι

τυχαίο, και µπορεί να γραφτεί ως

nsd
=
∑

U

I(i ∈ sd) =
∑
Ud

I(i ∈ s),

και προφανώς ισχύει E(nsd
) =

∑
Ud
πi .



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Παράδειγµα:

Στην περίπτωση απλής τυχαίας δειγµατοληψίας, οπότε πi = n/N,

προκύπτει ότι E(nsd
) = n Nd/N, δηλαδή το αναµενόµενο µέγεθος του

δείγµατος sd είναι αναλογικό του µεγέθους του Ud .



Εκτιµητική υποπληθυσµών

΄Εστω ότι ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τον ολικό Yd =
∑

Ud
yi του

υποπληθυσµού για µια µεταβλητή y . Ορίζουµε νέα µεταβλητή yd έτσι

ώστε

ydi =

{
yi , i ∈ Ud

0, i /∈ Ud

Τότε Yd είναι ο ολικός (για όλο το U ) για την νέα µεταβλητή yd , δηλαδή

Yd =
∑
Ud

yi =
∑

U

ydi .

Τώρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την γενική ϑεωρία για την

εκτίµηση του ολικού Yd .

Ο εκτιµητής ΗΤ του Yd είναι

Ŷd =
∑

sd

wiyi =
∑

s

wiydi (=
∑

s

1

πi

ydi).



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Με ϐάση την γενική ϑεωρία

E(Ŷd) =
∑

U

E(wi)ydi = Yd

V(Ŷd) =
∑

U

∑
U

(
πij

πiπj

− 1

)
ydiydj

=
∑
Ud

∑
Ud

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj

V̂(Ŷd) =
∑

s

∑
s

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
ydiydj

=
∑

sd

∑
sd

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Στην περίπτωση απλής τυχαίας δειγµατοληψίας, Ŷd = (N/n)
∑

sd
yi και

V(Ŷd) =
N(N − n)

n

1

N − 1

∑
U

(ydi − ȳd)
2, ȳd =

1

N

∑
U

ydi

V̂(Ŷd) =
N(N − n)

n

1

n − 1

∑
s

(ydi − ˆ̄yd)
2, ˆ̄yd =

1

n

∑
s

ydi



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Ενδιαφέρουσα είναι η περίπτωση εκτίµησης της διαφοράς ολικών

Yd1 − Yd2 για δύο υποπληθυσµούς Ud1 και Ud2, π.χ., η διαφορά ολικού

τζίρου για δύο διαφορετικούς τύπους επιχειρήσεων. Τότε

Ŷd1 − Ŷd2 =
∑
sd1

wiyi −
∑
sd2

wiyi ,

V(Ŷd1 − Ŷd2) = V(Ŷd1) + V(Ŷd2)− 2Cov(Ŷd1, Ŷd2),

όπου

Cov(Ŷd1, Ŷd2) =
∑

U

∑
U

(
πij

πiπj

− 1

)
yd1iyd2j

=
∑
Ud1

∑
Ud2

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Η αµερόληπτη εκτίµηση του Cov(Ŷd1, Ŷd2) είναι

ˆCov(Ŷd1, Ŷd2) =
∑
i∈sd1

∑
j∈sd2

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj .

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία,

Cov(Ŷd1, Ŷd2) = −N(N − n)

n

1

N − 1

∑
U

(yd1i − ȳd1)(yd2i − ȳd2),

µε αµερόληπτη εκτίµηση

ˆCov(Ŷd1, Ŷd2) = −N(N − n)

n

1

n − 1

∑
s

(yd1i − ˆ̄yd1)(yd2i − ˆ̄yd2).



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Ο εκτιµητής ΗΤ του Nd είναι

N̂d =
∑

sd

wi (=
∑

sd

1

πi

)

Ο εκτιµητής ΗΤ του µέσου Ȳd = Yd/Nd του υποπληθυσµού Ud είναι

ˆ̄
Yd = Ŷd/N̂d .

Η προσεγγιστική διακύµανση του ˆ̄
Yd δίνεται απο την

V(ˆ̄Yd) =
1

N
2
d

V

[∑
sd

wi(yi − Ȳd)

]

=
1

N
2
d

∑
Ud

∑
Ud

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − Ȳd)(yj − Ȳd)



Εκτιµητική υποπληθυσµών

΄Ενας εκτιµητής του V(ˆ̄Yd) δίνεται απο την

V̂(ˆ̄Yd) =
1

N̂
2
d

V̂

[∑
sd

wi(yi − ˆ̄
Yd)

]

=
1

N̂
2
d

∑
sd

∑
sd

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − ˆ̄

Yd)(yj − ˆ̄
Yd)

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία ο τύπος του V̂(ˆ̄Yd) παίρνει την απλή

µορφή

V̂(ˆ̄Yd) =
n(N − n)

n
2
d
N

nd − 1

n − 1

1

nd − 1

∑
sd

(yi − ȳd)
2,

όπου ȳd = 1

nd

∑
sd

yi .

Ο προσεγγιστικός τύπος της διακύµανσης ισχύει όταν το αναµενόµενο

µέγεθος του δείγµατος στον υποπληθυσµό είναι επαρκώς µεγάλο.



Εκτιµητική υποπληθυσµών

Πολύ χρήσιµη στις δειγµατοληπτικές έρευνες είναι η σύγκριση των

µέσων δύο διαφορετικών υποπληθυσµών, π.χ., διαφορά στο µέσο

ατοµικό εισόδηµα για γυναίκες και άνδρες. ΄Εστω λοιπόν η διαφορά

των εκτιµηµένων µέσων

D̂ = ˆ̄
Yd1 − ˆ̄

Yd2.

Η διακύµανση του D̂ είναι

V(D̂) = V(ˆ̄Yd1) + V(ˆ̄Yd2)− 2Cov(ˆ̄Yd1, ˆ̄Yd1),

όπου, προσεγγιστικά,

Cov(ˆ̄Yd1, ˆ̄Yd2) =
1

Nd1Nd2

∑
Ud1

∑
Ud2

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − Ȳd1)(yj − Ȳd2).



Εκτιµητική υποπληθυσµών

΄Ενας εκτιµητής του Cov(ˆ̄Yd1, ˆ̄Yd2) δίνεται απο την

ˆCov(ˆ̄Yd1, ˆ̄Yd2) =
1

N̂d1N̂d2

∑
sd1

∑
sd2

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
(yi − ˆ̄

Yd1)(yj − ˆ̄
Yd2).

Παρατήρηση: Προκύπτει εύκολα ότι η προσεγγιστική συνδιακύµανση

Cov(ˆ̄Yd1, ˆ̄Yd2) είναι ίση µε το µηδέν όταν πij/πiπj είναι σταθερό για όλα

τα i, j ∈ U, όπως ισχύει στην περίπτωση της απλής τυχαίας

δειγµατοληψίας. Τότε

V(D̂) = V(ˆ̄Yd1) + V(ˆ̄Yd2).



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής µίας µεταβλητής επιτρέπει

εκτίµηση παραµέτρων που δεν είναι συναρτήσεις ολικών, όπως η

διάµεσος, τα τεταρτηµόρια, εκατοστηµόρια κ.λπ.

Για µία µεταβλητή y , η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (cumulative

distribution function) ορίζεται ως

F(y) =

∑
N

i=1
zi(y)

N
, όπου zi(y) =

{
1, αν yi ≤ y

0, αν yi > y

Για οποιοδήποτε αριθµό y ∈ (−∞,+∞), το F(y) είναι το ποσοστό των

µονάδων του πληθυσµού µε τιµή yi µικρότερη ή ίση του y .



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Αν η συνάρτηση F ήταν συνεχής, η διάµεσος m του πληθυσµού ϑα

οριζόταν ως η τιµή για την οποία F(m) = 0.5, ή m = F
−1(0.5). ΄Οµως,

επειδή η F είναι αύξουσα συνάρτηση ϐήµατος (µε ϐήµατα στις τιµές του

y στον πληθυσµό) είναι δυνατόν η συνάρτηση F(y) να µήν παίρνει

ακριβώς την τιµή 0.5.

Ορίζουµε ως διάµεσο του πληθυσµού την τιµή για την οποία

F(m) = 0.5, αν υπάρχει τέτοια µοναδική τιµή, αλλιώς η διάµεσος είναι

οποιαδήποτε τιµή στο διάστηµα [m1,m2], όπου m1 είναι η µεγαλύτερη

τιµή του y στον πληθυσµό µε F(y) < 0.5 και m2 είναι η µικρότερη τιµή

του y µε F(y) > 0.5. (Συνήθως η διάµεσος ορίζεται ως

m = (m1 + m2)/2).

Οι δύο περιπτώσεις απεικονίζονται στα ακόλουθα διαγράµµατα για τα

δεδοµένα U1 = {4, 5, 8, 8, 10, 15} και U2 = {4, 5, 7, 8, 10, 15}, όπου

m = 8 και m = 7.5 για τα U1 και U2, αντίστοιχα.



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής
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Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Η διάµεσος του πληθυσµού για την µεταβλητή y υπολογίζεται πρακτικά

ως εξής:

Με τις τιµές του y διατεταγµένες κατά αύξον µέγεθος, όπου yj είναι η

τιµή µε ϑέση µεγέθους j, η διάµεσος m δίνεται απο τον τύπο

m =


yj+yj+1

2
αν

j

N
= 1

2

yj+1 αν
j

N
< 1

2
< j+1

N

Ας σηµειωθεί ότι το j/N είναι το ποσοστό των τιµών του y απο την

µικρότερη µέχρι και την διατεταγµένη τιµή yj .



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Γενικά, θq είναι το q εκατοστηµόριο αν F(θq) = q, αν υπάρχει τέτοια

µοναδική τιµή θq , αλλιώς θq ∈ [a, b], όπου a είναι η µεγαλύτερη τιµή

του y µε F(y) < q και b είναι η µικρότερη τιµή του y µε F(y) > q.

(Συνήθως το θq ορίζεται ως θq = (a + b)/2).

Με γενίκευση του τύπου υπολογισµού της διαµέσου, το θq υπολογίζεται

ως εξής:

Με τις τιµές του y διατεταγµένες κατά αύξον µέγεθος, όπου yj είναι η

τιµή µε ϑέση µεγέθους j, το θq δίνεται απο τον τύπο

θq =


yj+yj+1

2
αν

j

N
= 1

q

yj+1 αν
j

N
< 1

q
< j+1

N



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Η εµπειρική αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι εκτίµηση της

συνάρτησης F(y) που υπολογίζεται απο ένα δείγµα, και δίνεται απο την

F̂(y) =

∑
n

i=1
wizi(y)∑

n

i=1
wi

.

Για αυτοβαρές δείγµα (µε ίσα ϐάρη),

F̂(y) =

∑
n

i=1
zi(y)

n
,

δηλαδή το F̂(y) είναι το ποσοστό των µονάδων του δείγµατος µε τιµή yi

µικρότερη ή ίση του y .

Τότε η εκτίµηση m̂ της διαµέσου και των εκατοστηµορίων θ̂q καθορίζεται

απο το F̂(y), µε τον ίδιο τρόπο που το m και το θq καθορίζεται απο το

F(y).



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Παράδειγµα:

΄Εστω ότι δείγµα µεγέθους n = 5 επιλέγεται απο πληθυσµό µεγέθους

N = 50, στο οποίο οι τιµές του y για τις επιλεγµένες µονάδες είναι

{8, 15, 12, 4, 8} και οι αντίστοιχες πιθανότητες επιλογής είναι

{0.10, 0.10, 0.05, 0.10, 0.20}. Αναδιατάσσοντας τις τιµές του y κατά

αύξον µέγεθος έχουµε τα δεδοµένα του δείγµατος

i yi πi wi

1 4 0.10 10

2 8 0.10 10

3 8 0.20 5

4 12 0.05 20

5 15 0.10 10

Το άθροισµα των ϐαρών δίνει N̂ = 55, και η συνάρτηση F̂ υπολογίζεται

ως εξής:



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

y F̂(y)

y < 4 0

4 ≤ y < 8 10/55

8 ≤ y < 12 (10+10+5)/55=25/55

12 ≤ y < 15 (10+10+5+20)/55=45/55

15 ≤ y 1

Προκύπτει ότι η εκτίµηση της διαµέσου είναι m̂ = 12. Υπολογισµός της

διαµέσου χωρίς την χρήση των ϐαρών (ή, ισοδύναµα, υποθέτοντας ίσα

ϐάρη) δίνει την λανθασµένη εκτίµηση m̂ = 8.

Απεικόνιση της εµπειρικής συνάρτησης F̂ υπολογισµένης χωρίς ϐάρη

και µε ϐάρη δίνεται στα ακόλουθα διαγράµµατα.



Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής
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Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής

Πρακτικά, για τιµές του y διατεταγµένες κατά αύξον µέγεθος, όπου yj

είναι η τιµή µε ϑέση µεγέθους j, η εκτιµηµένη διάµεσος m̂ δίνεται απο

τον τύπο

m̂ =


yj+yj+1

2
αν

∑
j

i=1
wi∑

n

i=1
wi

= 1

2

yj+1 αν

∑
j

i=1
wi∑

n

i=1
wi

< 1

2
<

∑
j+1

i=1
wi∑

n

i=1
wi

Αν τα ϐάρη όλων των δειγµατικών µονάδων είναι ίσα, τότε η διάµεσος

m̂ δίνεται από τον απλοποιηµένο τύπο

m̂ =


yj+yj+1

2
αν

j

n
= 1

2

yj+1 αν
j

n
< 1

2
< j+1

n

που δίνει την διάµεσο του y στο δείγµα.



Γραφική απεικόνιση κατανοµής δεδοµένων: ιστόγραµµα

Για την κατασκευή ιστογράµµατος για ένα δείγµα µεγέθους n,

χωρίζουµε το εύρος των παρατηρήσεων σε k κλάσεις που έχουν όλες

πλάτος b. Τότε το ύψος του ιστού στην κλάση j είναι το εκτιµηµένο

ποσοστό των παρατηρήσεων του πληθυσµού στην κλάση αυτή

διαιρεµένο µε το πλάτος b, δηλαδή

ύψος(j) =

∑
n

i=1
wizi(j)

b
∑

n

i=1
wi

, όπου zi(j) =

{
1, αν i είναι στην κλάση j

0, αλλιώς

Για αυτοβαρή δείγµατα, το ύψος κάθε ιστού j δίνεται απο τον συνήθη

τύπο

ύψος(j) =

∑
n

i=1
zi(j)

bn
.

Η κατασκευή ιστογράµµατος γίνεται εύκολη µε την χρήση κατάλληλου

προγράµµατος, που λαµβάνει υπόψη τα ϐάρη των παρατηρήσεων

(ϐλέπε ϐιβλιογραφία: T. Lumley).



Χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών στην εκτίµηση παραµέτρων

Στις δειγµατοληπτικές έρευνες είναι πολύ χρήσιµο να ορίζονται

βοηθητικές µεταβλητές (auxiliary variables), συνεχείς ή κατηγορικές.

Παραδείγµατα: γεωγραφική τοποθεσία, ϕύλλο, ηλικία, έκταση

αγροκτήµατος, κλάδος επιχείρησης.

Οι τιµές µίας ϐοηθητικής µεταβλητής µπορεί να είναι γνωστές πριν από

τη δειγµατοληψία, π.χ., γεωγραφική τοποθεσία, ή γίνονται γνωστές µόνο

για τις µονάδες του επιλεγµένου δείγµατος, π.χ. ηλικία ατόµων.

Οι ϐοηθητικές µεταβλητές χρησιµοποιούνται :

▶ στον σχεδιασµό της δειγµατοληψίας

▶ στον ορισµό υποπληθυσµών

▶ στην ϐελτίωση των εκτιµητών παραµέτρων του ερευνώµενου

πληθυσµού.



Χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών στην εκτίµηση παραµέτρων

Ο εκτιµητής Horvitz-Thompson Ŷ ϐασίζεται στις δειγµατικές τιµές του y .

΄Εστω ότι διαθέτουµε πληροφορία για µία ϐοηθητική (πολυ)µεταβλητή

(auxiliary vector) x µε p συνιστώσες, δηλαδή x = (x1, . . . , xp)
′
,

είτε µε τις τιµές xi = (xi1, . . . , xip)
′
, i ∈ U είτε µε τον ολικό X =

∑
U
xi .

Αυτή η πληροφορία (για όλο τον πληθυσµό) µπορεί να χρησιµοποιηθεί

για την ϐελτίωση της εκτίµησης του Ŷ αν το y συσχετίζεται µε το x.



Χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών στην εκτίµηση παραµέτρων

΄Εστω ότι ο συσχετισµός του y µε το x είναι τέτοιος ώστε για κάθε i ∈ U

το yi να προσεγγίζεται (¨προβλέπεται¨) απο τον γραµµικό συνδιασµό

x
′
i
B = β1xi1 + · · ·+ βpxip, δηλαδή yi ≈ x

′
i
B.

Κατάλληλος συντελεστής B (µε τις p συνιστώσες) υπολογίζεται µε την

µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (least squares), που ελαχιστοποιεί το

άθροισµα των τετραγώνων
∑

U
(yi − x

′
i
B)2. Αυτό το B δίνεται απο την

B =

(∑
U

xix
′
i

qi

)−1∑
U

xiyi

qi

,

όπου qi είναι γνωστοί παράγοντες (συνήθως qi = 1).

Για µονοµεταβλητή x (και qi = 1) , το µονοδιάστατο B έχει την µορφή

B =

∑
U

xiyi∑
U

x
2
i

.



Χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών στην εκτίµηση παραµέτρων

΄Εστω ότι ο συσχετισµός του y µε το x είναι τέτοιος ώστε για κάθε i ∈ U

το yi να προσεγγίζεται (¨προβλέπεται¨) απο τον γραµµικό συνδιασµό

x
′
i
B = β1xi1 + · · ·+ βpxip, δηλαδή yi ≈ x

′
i
B.

Κατάλληλος συντελεστής B υπολογίζεται µε την µέθοδο ελαχίστων

τετραγώνων (least squares), που ελαχιστοποιεί το άθροισµα των

τετραγώνων
∑

U
(yi − x

′
i
B)2. Αυτό το B δίνεται απο την

B =

(∑
U

xix
′
i

qi

)−1∑
U

xiyi

qi

,

όπου qi είναι γνωστοί παράγοντες (συνήθως qi = 1).

Με αυτό το B ορίζεται σχέση γραµµικής παλινδρόµησης (linear

regression) µεταξύ y και x, το B είναι ο συντελεστής παλινδρόµησης

(regression coefficients), και οι διαφορές ei = yi − x
′
i
B είναι τα

κατάλοιπα (residuals) της παλινδρόµησης.



Χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών στην εκτίµηση παραµέτρων

Ο συντελεστής B

B =

(∑
U

xix
′
i

qi

)−1∑
U

xiyi

qi

,

είναι παράµετρος του πληθυσµού. Εκτίµηση του B ϐάσει δείγµατος s

δίνεται απο την

B̂ =

(∑
s

w ixix
′
i

qi

)−1∑
s

w ixiyi

qi

,

Για τις δειγµατικές τιµές του y τα κατάλοιπα είναι êi = yi − x
′
i
B̂.

Ασυµπτωτικά (δηλαδή για µεγάλο δείγµα) το B̂ είναι προσεγγιστικά ίσο

µε το B.



Εκτιµητής παλινδρόµησης (Regression estimator)

Ο εκτιµητής παλινδρόµησης του ολικού Y ορίζεται ως

Ŷ
GR = Ŷ + B̂

′
(X− X̂)

=
∑

s

wiyi +
∑

s

wiyix
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s

wixi)



Εκτιµητής παλινδρόµησης (Regression estimator)

Ιδιότητες του Ŷ
GR :

Ασυµπτωτικά, το Ŷ
GR δίνεται προσεγγιστικά απο την

Ŷ
GR ≈ Ŷ + B

′
(X− X̂).

Προκύπτει ότι E(Ŷ GR) ≈ Y , (Ŷ GR είναι προσεγγιστικά αµερόληπτος

εκτιµητής του Y ).

Εναλλακτικά,

Ŷ
GR ≈ B

′
X+ (Ŷ − B

′
X̂)

= B
′
X+

∑
s

wi(yi − x
′
i
B)

= B
′
X+

∑
s

wiei



Εκτιµητής παλινδρόµησης (Regression estimator)

Προκύπτει ότι ασυµπτωτικά V(Ŷ GR) ≈ V(
∑

s
wiei)

Παρατήρηση: Το
∑

s
wiei είναι ΗΤ εκτιµητής του ολικού

∑
U

ei .

’ρα

V(Ŷ GR) ≈
∑

U

∑
U

(
πij

πiπj

− 1

)
eiej

΄Ενας ασυµπτωτικά αµερόληπτος εκτιµητής του V(Ŷ GR) είναι

V̂(Ŷ GR) ≈
∑

s

∑
s

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
êi êj

Ο εκτιµητής Ŷ
GR έχει ασυµπτωτικά µικρότερη διακύµανση απο τον ΗΤ

εκτιµητή Ŷ αν τα κατάλοιπα ei = yi − x
′
i
B έχουν µικρότερη διακύµανση

απο τις τιµές yi .



Ειδικές περιπτώσεις εκτιµητή παλινδρόµησης

Εκτιµητής λόγου (ratio estimator):

΄Εστω η µονοµεταβλητή xi , ώστε προσεγγιστικά yi ≈ Bxi , και έστω qi = xi .

Τότε B = Y/X (γιατί;), B̂ = Ŷ/X̂ , και απο τον γενικό τύπο του Ŷ
GR

προκύπτει ο εκτιµητής

Ŷ
R = Ŷ

X

X̂

(= XB̂)

Η διακύµανση του Ŷ
R προκύπτει απο τον γενικό τύπο του V(Ŷ GR).

Ο εκτιµητής Ŷ
R έχει µικρότερη διακύµανση απο τον εκτιµητή Ŷ όταν οι

τιµές yi είναι διεσπαρµένες σε µικρή απόσταση απο ευθεία γραµµή

που περνάει απο το µηδέν (µικρά κατάλοιπα ei = yi − xiB).



Ειδικές περιπτώσεις εκτιµητή παλινδρόµησης

΄Οταν xi = 1, ώστε yi ≈ B, X = N και B = Y/N, τότε

Ŷ
R = Ŷ

N

N̂

(= NB̂).

Αυτή η παραλλαγή του εκτιµητή λόγου µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε

δειγµατοληπτικά σχέδια p(s) για τα οποία N̂ ̸= N.

Γενικεύσεις του εκτιµητή Ŷ
R ορίζονται όταν διαφορετικές γραµµικές

παλινδροµήσεις yi ≈ Bxi ορίζονται για διαφορετικούς υποπληθυσµούς

που απαρτίζουν τον πληθυσµό U (ϐλέπε ¨µεταστρωµάτωση¨ κατωτέρω).



Ειδικές περιπτώσεις εκτιµητή παλινδρόµησης

Μεταστρωµατικός εκτιµητής (poststratified estimator):

Μεταστρωµάτωση είναι ο διαµερισµός ενός δείγµατος σε υποσύνολα

(µεταστρώµατα) που αντιστοιχούν σε συγκεκριµένους υποπληθυσµούς.

Η µεταστρωµάτωση γίνεται µόνο µετά την συλλογή των στοιχείων, οπότε

οι δειγµατικές µονάδες αναγνωρίζονται ως µέλη των υποπληθυσµών.

Παράδειγµα: Σε δειγµατοληψία ανθρώπινου πληθυσµού, είναι δυνατή η

µεταστρωµάτωση κατά συγκεκριµένες οµάδες ηλικίας αν η ηλικία είναι

µία απο τις ϐοηθητικές πληροφορίες που συλλέγονται απο το δείγµα.



Ειδικές περιπτώσεις εκτιµητή παλινδρόµησης

Ας ϑεωρήσουµε µεταστρώµατα U1, . . . , UG µε αντίστοιχα γνωστά

µεγέθη N1, . . . ,NG και δείγµατα s1, . . . , sG.

Ας υποθέσουµε διφορετικές γραµµικές προσεγγίσεις κατά

µετάστρωµα, yi ≈ Bg για i ∈ Ug , ώστε Bg = Yg/Ng και B̂g = Ŷg/N̂g .

Ο µεταστρωµατικός εκτιµητής ορίζεται ως

Ŷ
PS =

G∑
g=1

Ŷg

Ng

N̂g

(=
G∑

g=1

Ng
ˆ̄
Yg).

Η διακύµανση του Ŷ
PS προκύπτει απο τον γενικό τύπο του V(Ŷ GR).

Ο εκτιµητής Ŷ
PS είναι αποτελεσµατικότερος του Ŷ

R = Ŷ
N

N̂
όταν τα Bg

διαφέρουν σηµαντικά.

Οι ασυµπτωτικές ιδιότητες του Ŷ
PS απαιτούν αρκετά µεγάλα µεγέθη ng

ή µικρό αριθµό µεταστρωµάτων.



Σηµαντικές ιδιότητες του Ŷ
GR

Ο εκτιµητής Ŷ
GR µπορεί να γραφτεί εναλλακτικά ως

Ŷ
GR =

∑
s

wiyi +
∑

s

wiyix
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s

wixi)

=
∑

s

wi

1 +
x
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s

wixi)

 yi

=
∑

s

ciyi

όπου ci = wigi , µε gi = 1 +
x
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s
wixi)

Ο εκτιµητής Ŷ
GR έχει γραµµική µορφή, ως προς τις τιµές yi , όπως και ο

ΗΤ εκτιµητής Ŷ =
∑

s
wiyi . Τα ϐάρη ci δεν εξαρτώνται απο το y .



Σηµαντικές ιδιότητες του Ŷ
GR

Με αντικατάσταση του yi µε το xi προκύπτει απο τον τύπο

Ŷ
GR =

∑
s

wiyi +
∑

s

wiyix
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s

wixi)

ότι ο εκτιµητής παλινδρόµησης του ολικού X είναι X̂GR = X.

Σε αυτή την περίπτωση, τα ϐάρη ci προσαρµόζωνται (calibrated) στον

γνωστό πληθυσµιακό ολικό X, δηλαδή
∑

s
cixi =

∑
U
xi .



Calibration

Calibration (προσαρµογή) είναι µία διαδικασία προσαρµογής των

δειγµατικών ϐαρών στην γραµµική µορφή
∑

s
wiyi ώστε τα νέα ϐάρη ci

(calibrated weights) να ικανοποιούν την εξίσωση προσαρµογής∑
s
cixi =

∑
U
xi , δηλαδή η διαδικασία εκτίµησης να αναπαράγει

ακριβώς γνωστούς πληθυσµιακούς ολικούς X.

Τα ίδια ϐάρη ci παράγουν τον εκτιµητή (calibration estimator)

Ŷ
C =

∑
s

ciyi

του ολικού Y οποιασδήποτε µεταβλητής y .



Calibration

Εύκολα προκύπτει ότι

Ŷ
C = Ŷ +

∑
s

(ci − wi)yi

Ο εκτιµητής Ŷ
C ϑα είναι προσεγγιστικά αµερόληπτος αν

E [
∑

s
(ci − wi)yi ] ≈ 0, δηλαδή αν οι διαφορές ci − wi είναι µικρές.

Τα κατάλληλα ϐάρη ci µπορούν να καθοριστούν µε την ελαχιστοποίηση

της συνάρτησης αποστάσεων
∑

s
qi(ci − wi)

2/wi υπο τον περιορισµό∑
s
cixi =

∑
U
xi . Συνήθως qi = 1.

Η ελαχιστοποίηση δίνει

ci = wigi , όπου gi = 1 +
x
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s
wixi),

δηλαδή

Ŷ
C = Ŷ

GR



Calibration

Βασικός σκοπός της διαδικασίας calibration είναι η συµβατότητα

συγκεκριµένων εκτιµήσεων µε ολικούς του πληθυσµού που είναι ήδη

γνωστοί απο άλλες πηγές (π.χ., διοικητικές, απογραφικές).

Το calibration οδηγεί σε εκτιµητή γραµµικής µορφής ταυτοτικά ίδιο µε

τον εκτιµητή παλινδρόµησης, ενώ δεν χρησιµοποιεί καµία υπόθεση

γραµµικής συσχέτισης (παλινδρόµησης) του y µε το x.

Οι ϱυθµιστικοί παράγοντες gi στο ci = wigi εξαρτώνται απο τις

παρατηρήσεις xi , αλλά είναι ανεξάρτητοι του y . Μπορεί να ϑεωρηθούν

ως µέτρο της διαφοράς δείγµατος και πληθυσµού. Ισχύει ότι gi → 1

όταν n → N.

Επειδή Ŷ
C = Ŷ

GR , ο εκτιµητής Ŷ
C µπορεί να γραφεί και ως

Ŷ
C = Ŷ + B̂

′
(X− X̂).



Calibration

Ειδική περίπτωση 1:

΄Εστω κατηγορική µεταβλητή x µε p κατηγορίες που αντιστοιχούν σε

διαµέριση ενός πληθυσµού σε p πληθυσµιακές οµάδες U1, . . . , Up.

΄Εστω ότι τα µεγέθη των οµάδων, N1, . . . ,Np είναι γνωστά. (Τί ϑυµίζουν

αυτά;)

Η τιµή της µεταβλητής x για την µονάδα i ∈ U ορίζεται ως

xi = (δi1, . . . , δip, )
′
, όπου δij =

{
1, i ∈ Uj

0, i /∈ Uj

και δηλώνει σε ποιά οµάδα ανήκει η µονάδα i.

Τότε ο ολικός του x είναι∑
i∈U

xi = (N1, . . . ,Np)
′
.



Calibration

΄Εστω s είναι ένα τυχαίο δείγµα απο το U, και sj = s ∩ Uj είναι το σύνολο

των δειγµατικών µονάδων που ανήκουν στην κατηγορία (οµάδα) j. Τότε∑
i∈s

wixi = (N̂1, . . . , N̂p)
′
, (N̂j =

∑
i∈sj

wj)

Calibration που ικανοποιεί την εξίσωση∑
i∈s

cixi =
∑
i∈U

xi , δηλαδή (N̂c

1 , . . . , N̂
c

p
)
′
= (N1, . . . ,Np)

′
)

δίνει gi = Nj/N̂j αν i ∈ Uj (ώστε ci = wiNj/N̂j) και το calibration

estimator του ολικού Y , οποιασδήποτε µεταβλητής y , δίνεται απο την

Ŷ
C =

∑
i∈s

ciyi =

p∑
j=1

∑
i∈sj

ciyi =

p∑
j=1

Nj

N̂j

∑
i∈sj

wiyi =

p∑
j=1

Ŷj

Nj

N̂j

,

όπου Ŷj είναι ο ΗΤ εκτιµητής του ολικού του y για την κατηγορία j.



Calibration

Παρατηρήσεις :

▶ Σε αυτή την περίπτωση calibration, ο εκτιµητής Ŷ
C είναι ο ίδιος µε

τον εκτιµητή µεταστρωµάτωσης!

▶ Ο εκτιµητής Ŷ
C έχει απλή µορφή (γενικά αυτό δεν ισχύει) και η

κατασκευή του είναι απλή.

▶ Επειδή Ŷ
C = Ŷ

GR , ο εκτιµητής Ŷ
C µπορεί να γραφεί και ως

Ŷ
C = Ŷ + B̂

′
(N− N̂), όπου N = (N1 . . . ,Np)

′
, N̂ = (N̂1 . . . , N̂p)

′
.

Αναλυτικά: Ŷ
C = Ŷ + B̂1(N1 − N̂1) + · · ·+ B̂p(N1 − N̂p).

▶ Συνήθης περίπτωση calibration: π.χ., οι p κατηγορίες της

µεταβλητής x είναι οµάδες ηλικίας (σε δειγµατοληψίες ατόµων), ή

κλάδοι επιχειρήσεων (σε δειγµατοληψίες επιχειρήσεων).



Calibration

Ειδική περίπτωση 2:

΄Εστω κατηγορική µεταβλητή x µε p + q κατηγορίες που αντιστοιχούν σε

δύο διαφορετικές διαµερίσεις ενός πληθυσµού σε p οµάδες

U11, . . . , U1p και σε q οµάδες U21, . . . , U2q . ΄Εστω ότι τα µεγέθη των

οµάδων, N11, . . . ,N1p και N21, . . . ,N2q , αντιστοίχως, είναι γνωστά.

Παράδειγµα: ∆ιαµέριση πληθυσµού ατόµων κατά οµάδες ηλικίας και

κατά γεωγραφικές περιοχές.

Η τιµή της µεταβλητής x για την µονάδα i ∈ U ορίζεται ως

xi = (δi11, . . . , δi1p, δi21, . . . , δi2q)
′
,

όπου δi1j =

{
1, i ∈ U1j

0, i /∈ U1j

και δi2k =

{
1, i ∈ U2k

0, i /∈ U2k



Calibration

Ο ολικός του x είναι∑
i∈U

xi = (N11, . . . ,N1p,N21, . . . ,N2q)
′
.

΄Εστω s είναι ένα τυχαίο δείγµα απο το U, και s1j = s ∩ U1j , s2k = s ∩ U2k

είναι οι διαµερίσεις του δείγµατος που αντιστοιχούν στις δύο

διαµερίσεις του πληθυσµού. Τότε∑
i∈s

wixi = (N̂11, . . . , N̂1p, N̂21, . . . , N̂2q)
′
, (N̂1j =

∑
i∈s1j

wi), (N̂2k =
∑
i∈s2k

wi)

Calibration που ικανοποιεί την εξίσωση∑
i∈s

cixi =
∑
i∈U

xi

εξισώνει τα µεγέθη των p + q οµάδων µε τις εκτιµήσεις τους που

προκύπτουν απο το δείγµα s.



Calibration

Σε αυτή την περίπτωση, τα (calibrated) ϐάρη ci δεν έχουν απλή µορφή,

αλλά το Ŷ
C µπορεί να γραφτεί ως

Ŷ
C = Ŷ + B̂

′
1(N1 − N̂1) + B̂

′
2(N2 − N̂2),

όπου N1 = (N11 . . . ,N1p)
′
, N̂1 = (N̂11 . . . , N̂1p)

′
και

N2 = (N21 . . . ,N2q)
′
, N̂2 = (N̂21 . . . , N̂2q)

′
.



Calibration

∆ιασταύρωση των δύο διαµερίσεων παράγει p × q οµάδες Ujk ,

j = 1, . . . , p, k = 1, . . . , q µε αντίστοιχα µεγέθη Njk . Αυτό είναι

ισοδύναµο µε µονή διαµέριση του U σε p × q οµάδες ως προς δύο

χαρακτηριστικά ταυτοχρόνως, π.χ., µε ταξινόµιση κάθε µονάδας

πληθυσµού ατόµων κατά γεωγραφική περιοχή και οµάδα ηλικίας.

Αν τα µεγέθη Njk είναι γνωστά, το calibration που εξισώνει τα N̂jk µε τα

Njk (p × q εξισώσεις) ανάγεται στην πρώτη περίπτωση, που παράγει τον

απλό εκτιµητή µεταστρωµάτωσης.



Calibration

Παρατηρήσεις :

Σε δειγµατοληπτικές έρευνες µεγάλης κλίµακας γίνεται calibration για

πολλαπλή διαµέριση του πληθυσµού, π.χ., κατά ϕύλλο, κατά οµάδες

ηλικίας και κατά γεωγραφική περιοχή. Η διαδικασία είναι γενίκευση της

διαδικασίας της περίπτωσης 2.

Calibration για πολλαπλή διαµέριση µε πολλές συνολικά οµάδες

συνεπάγεται µεγάλο αριθµό περιορισµών (εξισώσεων εκτιµήσεων µε

ολικούς). Αυτό µπορεί να έχει αρνητικές επιπτώσεις :

▶ µερικούς αρνητικούς παράγοντες προσαρµογής gi , άρα και

αρνητικά ϐάρη ci = wigi .

▶ το δείγµα στις διάφορες οµάδες να µή είναι επαρκές για τις

ασυµπτωτικές ιδιότητες του Ŷ
C .



Calibration στην εκτιµητική υποπληθυσµών

΄Εστω ότι για κάποια ϐοηθητική πολυµεταβλητή x έχει γίνει calibration,

ώστε
∑

s
cixi =

∑
U
xi .

Τότε τα ϐάρη ci µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση του

ολικού Yd οποιασδήποτε µεταβλητής y και για οποιοδήποτε Ud .

Η διαδικασία είναι η ίδια όπως για τον εκτιµητή ΗΤ Ŷd , αλλά

χρησιµοποποιώντας τα ci αντί τα wi , δηλαδή

Ŷ
C

d
=
∑

s

ciydi .



Calibration στην εκτιµητική υποπληθυσµών

Χρησιµοποιώντας την αναλυτική έκφραση

ci = wigi = wi

1 +
x
′
i

qi

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1

(X−
∑

s

wixi)


ο εκτιµητής µπορεί να πάρει την εναλλακτική µορφή εκτιµητή

παλινδρόµησης

Ŷ
C

d
= Ŷd + B̂

′
d
(X− X̂),

όπου B̂d =

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1∑
s

wixiydi

qi

=

(∑
s

wixix
′
i

qi

)−1∑
sd

wixiyi

qi

.



Calibration στην εκτιµητική υποπληθυσµών

Παρατηρήσεις :

Το calibration δεν έχει γίνει ειδικά για το Ud , δηλαδή
∑

sd
cixi ̸=

∑
Ud

xi .

Με όρους παλινδρόµησης αυτό σηµαίνει ότι η ϐοηθητική µεταβλητή x
έχει χρησιµοποιηθεί για την ϐελτίωση της εκτίµησης στο επίπεδο του

πληθυσµού U και όχι στο επίπεδο του υποπληθυσµού Ud .

Συνέπεια αυτού είναι ότι η ϐελτίωση της εκτίµησης (έναντι του Ŷd) είναι

µικρή ή µηδενική (όσο µικρότερο το Ud τόσο µικρότερη η ϐελτίωση).



Calibration στην εκτιµητική υποπληθυσµών

Αν ϑέλουµε calibration για το Ud , δηλαδή
∑

sd
cixi =

∑
Ud

xi , ή αν

ϑέλουµε ϐελτίωση της εκτίµησης του Yd , τότε η διαδικασία κατασκευής

του Ŷ
C

d
περιορίζεται στο sd , και τότε

Ŷ
C

d
= Ŷd + B̂

′
d
(Xd − X̂d),

όπου B̂d =

(∑
sd

wixix
′
i

qi

)−1∑
sd

wixiyi

qi

.

Calibration σε επίπεδο Ud προϋποθέτει ότι οι ολικοί Xd είναι διαθέσιµοι,

πράγµα που ίσως να µη ισχύει (ειδικά για πολύ µικρό Ud).

Επίσης, για µικρό Ud ή/και για πολλές ϐοηθητικές µεταβλητές, το δείγµα

ίσως δεν είναι αρκετά µεγάλο για να ισχύουν οι ασυµπτωτικές ιδιότητες

του Ŷ
C

d
.



Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληπτικές έρευνες

(Variance estimation for complex surveys)

΄Οπως είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο, για οποιοδήποτε

δειγµατοληπτικό σχέδιο p(s) η διακύµανση του ολικού Ŷ δίνεται από την

V(Ŷ ) =
N∑

i=1

N∑
j=1

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj

Αν πij > 0 για όλα τα i, j ∈ U, ένας αµερόληπτος εκτιµητής του V(Ŷ )
που υπολογίζεται από το δείγµα s = {y1, . . . , yn} δίνεται από την

V̂(Ŷ ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj



Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληπτικές έρευνες

΄Οπως έχει ήδη δειχτεί, η διακύµανση των σηµαντικών µη γραµµικών

συναρτήσεων εκτιµητών ολικών ˆ̄
Y = Ŷ/N̂, P̂ = N̂d/N̂, και R̂ = Ŷ/Ẑ

υπολογίζεται προσεγγιστικά (για µεγάλα δείγµατα) µε κατάλληλη

παραλαγή του ϐασικού τύπου διακύµανσης εκτιµητή ολικού.



Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληπτικές έρευνες

Στην πράξη, η γενική χρήση του ϐασικού τύπου

V̂(Ŷ ) =
n∑

i=1

n∑
j=1

1

πij

(
πij

πiπj

− 1

)
yiyj

είναι προβληµατική για τους εξής λόγους:

▶ Λόγω του διπλού αθροίσµατος ο τύπος αυτός είναι υπολογιστικά

δύσχρηστος για µεγάλα δείγµατα.

▶ Για πολλά δειγµατοληπτικά σχέδια p(s) είναι πολύ δύσκολο να

υπολογιστούν οι πιθανότητες πij .

▶ Ο τύπος δεν µπορεί να εφαρµοστεί στην περίπτωση µή οµαλών

συναρτήσεων ολικών (π.χ., διαµέσου, τεταρτηµορίων).

Σε τέτοιες προβληµατικές περιπτώσεις χρησιµοποιούνται άλλες,

προσεγγιστικές, µέθοδοι εκτίµησης της διακύµανσης.



Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληπτικές έρευνες

Μία απλή προσεγγιστική µέθοδος εκτίµησης του V(Ŷ ):

΄Ενας προσεγγιστικός εκτιµητής του V(Ŷ ) δίνεται απο τον τύπο

Ṽ(Ŷ ) =
1

n(n − 1)

∑
s

(
yi

πi/n
− Ŷ

)2

Αυτός ο απλοποιηµένος εκτιµητής υπολογίζεται ως εάν η

δειγµατοληψία έχει γίνει µε επανάθεση, ενώ στην πραγµατικότητα έχει

γίνει χωρίς επανάθεση, και έτσι παρακάµπτει τις πιθανότητες πij και το

διπλό άθροισµα.

Στην περίπτωση απλής τυχαίας δειγµατοληψίας έχουµε

Ṽ(Ŷ ) = N
2

n(n−1)

∑
s
(yi − ȳ)2, όπου ȳ =

∑
s
yi/n. Αν το κλάσµα

δειγµατοληψίας f = n/N είναι πολύ µικρό, ώστε 1 − f ≈ 1, τότε

Ṽ(Ŷ ) = V̂(Ŷ ) (δηλαδή η διακύµανση που υπολογίζεται µε τον γενικό

τύπο).



Εκτίµηση διακύµανσης σε περιπλεγµένες δειγµατοληπτικές έρευνες

Η προσεγγιστική εκτίµηση εφαρµόζεται και στην στρωµατική

δειγµατοληψία, µε H στρώµατα και στρωµατικά δειγµατικά µεγέθη nh:

Ṽ(Ŷ ) =
H∑

h=1

1

nh(nh − 1)

∑
sh

(
yi

πi/nh

− Ŷh

)2

Η απλοποίηση των υπολογισµών για το Ṽ(Ŷ ), σε σύγκριση µε το V̂(Ŷ ),
είναι σηµαντική. ΄Οµως, το Ṽ(Ŷ ) δεν είναι αµερόληπτος εκτιµητής του

V(Ŷ ).
Σε πολλές περιπτώσεις η µεροληψία είναι ϑετική, και το Ṽ(Ŷ ) µπορεί να

χρησιµεύσει ως άνω όριο εκτίµησης της διακύµανσης V(Ŷ ).



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

(resampling, or replication, methods of variance estimation)

Η γενική µεθοδολογία

΄Εστω παράµετρος θ, µε εκτιµητή θ̂ που υπολογίζεται µέσω δείγµατος s

µε δειγµατοληπτικό σχέδιο p(s).

Θεωρείστε ένα αριθµό (έστω K ) κατάλληλων υποσυνόλων του

δείγµατος s, και τους διαφορετικούς οµοιότυπους εκτιµητές θ̂1, . . . , θ̂K

που υπολογίζονται απο τα K διαφορετικά υποσύνολα s1, . . . , sK .

΄Ενας εναλλακτικός εκτιµητής του θ που στηρίζεται στο πλήρες δείγµα s

είναι ο µέσος όρος

θ̂⋆ =
1

K

K∑
k=1

θ̂k



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Παράδειγµα 1:

θ = Y , θ̂ = Ŷ =
∑

s

wiyi , θ̂k = Ŷk =
∑

sk

wiyi , k = 1, . . . , K

θ̂⋆ =
1

K

K∑
k=1

θ̂k =
1

K

K∑
k=1

Ŷk

Παράδειγµα 2:

θ =
Y

Z
, θ̂ =

Ŷ

Ẑ

, θ̂k =
Ŷk

Ẑk

, k = 1, . . . , K

θ̂⋆ =
1

K

K∑
k=1

θ̂k =
1

K

K∑
k=1

Ŷk

Ẑk



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Θεωρούµε δύο εκτιµητές διακύµανσης του θ̂⋆:

V̂1 =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂⋆

)2

και

V̂2 =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂

)2

Απο την ταυτότητα

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂

)2

=
K∑

k=1

(
θ̂k − θ̂⋆

)2

+ K (θ̂⋆ − θ̂)2

προκύπτει ότι V̂2 ≥ V̂1.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

΄Οταν οι εκτιµητές θ̂1, . . . , θ̂K είναι ασυσχέτιστοι και έχουν την ίδια

αναµενόµενη τιµή, τότε το V̂1 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του V(θ̂⋆).

Αµφότερα τα V̂1 και V̂2 χρησιµεύουν επίσης για την εκτίµηση του V(θ̂),
υπο την υπόθεση ότι τα V(θ̂⋆) και V(θ̂) είναι περίπου ίσα.

Οι προσεγγιστικοί εκτιµητές διακύµανσης στην συνέχεια του κεφαλαίου

είναι της µορφής V̂1 και V̂2. Τα θ̂1, . . . , θ̂K είναι συνήθως συσχετισµένα,

και αµφότερα τα V̂1 και V̂2 είναι τότε µή αµερόληπτοι εκτιµητές του

V(θ̂⋆) και του V(θ̂).



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Η µέθοδος των Τυχαίων Οµάδων (Random Groups)

΄Εστω ότι ένα τυχαίο s δείγµα απο πληθυσµό U διαµερίζεται σε K µη

επικαλυπτόµενες τυχαίες οµάδες (υπο-δείγµατα) s1, . . . , sK , ώστε

s = ∪K

k=1sk . Οι οµάδες αυτές δεν είναι (στατιστικά) ανεξάρτητες.

Υποθέτουµε ότι η διαµέριση του s γίνεται µε ένα µηχανισµό τυχαιότητας

έτσι ώστε κάθε τυχαία οµάδα sk να έχει τον ίδιο σχεδιασµό

δειγµατοληψίας µε αυτόν του πλήρους δείγµατος s.

΄Εστω ότι θ̂1, . . . , θ̂K είναι εκτιµητές του θ, όπου θ̂k υπολογίζεται µόνο µε

τα δεδοµένα του sk , k = 1 . . . , K .



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Θεωρούµε δύο εναλλακτικούς εκτιµητές του θ: τον εκτιµητή θ̂RG, που

είναι ο µέσος

θ̂RG =
1

K

K∑
k=1

θ̂k ,

και τον εκτιµητή θ̂ που υπολογίζεται απο το πλήρες δείγµα s, χωρίς την

διαµέρισή του στις K οµάδες.

Θεωρούµε τους εναλλακτικούς εκτιµητές διακύµανσης:

V̂RG1 =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂RG

)2

και

V̂RG2 =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂

)2



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Αµφότεροι οι V̂RG1 και V̂RG2 είναι εκτιµητές του V(θ̂RG) και του V(θ̂),
αλλά δέν είναι αµερόληπτοι εκτιµητές.

Η µεροληψία του V̂RG1 ως εκτιµητή του V(θ̂RG) δίνεται απο τον τύπο

E(V̂RG1)− V(θ̂RG) = − 1

K (K − 1)

K∑
k=1

K∑
l=1 k ̸=l

C(θ̂k , θ̂l).

Αν όλα τα Ϲεύγη έχουν την ίδια συνδιακύµανση (έστω C), τότε

E(V̂RG1)− V(θ̂RG) = −C.

Ισχύει ότι V̂RG2 ≥ V̂RG1.

΄Οταν το δείγµα s επιλέγεται µε στρωµατική δειγµατοληψία, τότε η

µέθοδος των τυχαίων οµάδων εφαρµόζεται για κάθε στρώµα

ξεχωριστά.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Παρατηρήσεις :

Η µέθοδος των τυχαίων οµάδων είναι υπολογιστικά πολύ απλή.

Σε αρκετές περιπτώσεις, η διαµέριση του δείγµατος σε τυχαίες οµάδες

µε ίδιο σχεδιασµό δειγµατοληψίας δέν είναι απλή.

Η εκτίµηση της διακύµανσης του θ είναι ¨ασταθής¨ (unstable), δηλαδή

έχει µεγάλη διακύµανση, λόγω του µικρού αριθµού τυχαίων οµάδων

που χρησιµοποιούνται στην πράξη.

Στην πράξη η χρήση αυτής της µεθόδου δεν είναι όσο συχνή όσο

άλλες, πιό εξελιγµένες, µέθοδοι που ϐασίζονται στην έννοια της

επαναληπτικής δειγµατοληψίας.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Η µέθοδος Jackknife

΄Εστω s είναι τυχαίο δείγµα απο πληθυσµό U, και θ̂ είναι εκτιµητής µιας

παραµέτρου θ.

Το s διαµερίζεται σε K τυχαίες οµάδες s1, . . . , sK ίσου µεγέθους

m = n/K . Οι οµάδες αυτές συνιστούν τυχαία δείγµατα απο το πλήρες

δείγµα.

Υποθέτουµε ότι η επιλογή των υπο-δειγµάτων s1, . . . , sK γίνεται µε απλή

τυχαία δειγµατοληψία, έστω και αν το πλήρες δείγµα s δεν έχει επιλεγεί

µε απλή τυχαία δειγµατοληψία.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Για κάθε οµάδα k , k = 1, . . . , K , υπολογίζουµε το θ̂(k), που είναι

εκτιµητής του ιδίου τύπου µε το θ̂, αλλά µε τα δεδοµένα που αποµένουν

µετά την παράλειψη της οµάδας k , δηλαδή µε τα δεδοµένα στο s − sk .

Σηµείωση 1: Τα διαφορετικά σύνολα s − sk , k = 1, . . . , K

επικαλύπτονται.

Σηµείωση 2: Στον υπολογισµό του θ̂(k), τα ϐάρη wi για όλα τα i ∈ s − sk

πολλαπλασιάζονται µε K/(K − 1) για αντιστάθµισµα στην έλλειψη του sk .

Για k = 1, . . . , K ορίζουµε την ¨ψευδοτιµή¨

θ̂k = k θ̂ − (K − 1)θ̂(k)

Ο εκτιµητής Jackknife του θ ορίζεται ως ο µέσος των ψευδοτιµών θ̂k

θ̂JK =
1

K

K∑
k=1

θ̂k



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Ο εκτιµητής Jackknife διακύµανσης του θ̂JK είναι

V̂JK =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂JK

)2

=
K − 1

K

K∑
k=1

(
θ̂(k) − ˆ̄θ

)2

όπου
ˆ̄θ =

∑
K

k=1
θ̂(k)/K . Το V̂JK χρησιµοποιείται ως εκτιµητής του V(θ̂),

καθώς και του V(θ̂JK ).

Για καλή ακρίβεια του εκτιµητή V̂JK απαιτείται ικανός αριθµός οµάδων

(µεγάλο K ). Ο µέγιστος δυνατός αριθµός οµάδων αντιστοιχεί στην

ειδική περίπτωση όπου K = n, m = 1.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Παράδειγµα: ∆είγµα s µεγέθους n µε απλή τυχαία δειγµατοληψία.

π = n/N, wi = N/n, θ = Y , θ̂ = Ŷ =
∑

s
wiyi = (N/n)

∑
s
yi .

΄Εστω K υπο-δείγµατα s1, . . . , sK ίσου µεγέθους m = n/K . Ισχύει

K/(K − 1) = n/(n − m).

θ̂(k) =
K

K − 1

N

n

∑
s−sk

yi =
N

n − m

∑
s−sk

yi = N
ˆ̄
Ys−sk

θ̂k = K θ̂ − (K − 1)θ̂(k) =
N

m

∑
sk

yi = N
ˆ̄
Ysk

θ̂JK =
1

K

K∑
k=1

θ̂k =
N

n

∑
s

yi = N
ˆ̄
Ys (= θ̂)



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

V̂JK =
1

K (K − 1)

K∑
k=1

(
θ̂k − θ̂JK

)2

=
N

2

K (K − 1)

K∑
k=1

(
ˆ̄
Ysk

− ˆ̄
Ys

)2

=
N

2(K − 1)

K

K∑
k=1

(
ˆ̄
Ys−sk

− ˆ̄
Ys

)2

΄Οταν K = n (και m = 1), τότε

V̂JK =
N

2

n(n − 1)

∑
s

(
yi − ˆ̄

Ys

)2

=
1

1 − f
V̂(Ŷ ),

όπου V̂(Ŷ ) είναι ο αµερόληπτος εκτιµητής του V(Ŷ ) σύµφωνα µε τον

γενικό τύπο. Σε αυτή την περίπτωση, η προσεγγιστική διακύµανση V̂JK

είναι µεγαλύτερη απο την διακύµανση V̂(Ŷ ), µε την διαφορά να τείνει

στο µηδέν όταν το f = n/N τείνει στο µηδέν.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Σε συνέχεια του παραδείγµατος, έστω τώρα ο (εναλλακτικός του Ŷ )

εκτιµητής λόγου θ̂ = R̂ = (Ŷ/X̂)X = (
∑

s
yi/
∑

s
xi)X , για απλή τυχαία

δειγµατοληψία.

Για K = n, m = 1 έχουµε θ̂(k) = (
∑

s−k
yi/
∑

s−k
xi)X , k = 1, . . . , n,

όπου s − k συµβολίζει το δείγµα χωρίς την µονάδα k .

Ο εκτιµητής Jackknife του V(θ̂) είναι

V̂JK =
n − 1

n

n∑
k=1

(θ̂(k) − ˆ̄θ)2,

όπου
ˆ̄θ =

∑
n

k=1
θ̂(k)/n.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Για εφαρµογή του ανωτέρω παραδείγµατος ϑεωρούµε τα δεδοµένα

δειγµατοληψίας (αρχείο cherry.csv στο e-class) απο ένα πληθυσµό

2967 δέντρων κερασιών. Η δειγµατοληψία αυτή, που περιγράφεται στο

ϐιβλίο Lohr (2009), είχε σκοπό την εκτίµηση του ολικού όγκου (σε κυβικά

µέτρα) ξυλίας για τον πληθυσµό των κερασιών.

Μετρήσεις ύψους, διαµέτρου και όγκου έγιναν σε δείγµα 31 κερασιών

που επιλέγησαν µε απλή τυχαία δειγµατοληψία. Η ολική διάµετρος X

των κερασιών ήταν γνωστή: X = 41837 πόδια. Η πολύ ισχυρή συσχέτιση

µεταξύ διαµέτρου και όγκου, ρ = 0, 96, και η γνώση του X , δικαιολογεί

την χρήση εκτιµητή λόγου για την εκτίµηση του ολικού όγκου Y µε

ϐοηθητική µεταβλητή την διάµετρο.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Με κοινό ϐάρος N/n = 2967/31 = 95, 71 για όλες τις µονάδες,

υπολογίζουµε τις εκτιµήσεις Ŷ = 89517.26, X̂ = 39307.96, και

R̂ = (Ŷ/X̂)X = 95272.16. Επίσης υπολογίζουµε τις διακυµάνσεις

V̂JK (Ŷ ) = 76729654 και V̂JK (R̂) = 30765141.

Η σχετική διαφορά διακυµάνσεων

(V̂JK (R̂)− V̂JK (Ŷ ))/V̂JK (Ŷ ) = −0, 599 δείχνει ότι διακύµανση του

εκτιµητή λόγου R̂ είναι µικρότερη της διακύµανσης του εκτιµητή Û

σχεδόν κατά 60%.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Jackknife για δειγµατοληψία κατά συστάδες (cluster sampling)

΄Εστω ότι το δείγµα s αποτελείται απο K clusters, που συνιστούν τυχαίο

δείγµα απο ένα πληθυσµό απο Nc clusters.

Στη περίπτωση αυτή τα clusters είναι οι τυχαίες οµάδες του δείγµατος

στις οποίες εφαρµόζεται η µέθοδος Jackknife.

Τότε αν θ̂ είναι ο εκτιµητής που υπολογίζεται µε το πλήρες δείγµα s, το

θ̂(k) είναι εκτιµητής που υπολογίζεται χωρίς το cluster k .

Σε πολυσταδιακή (multistage) δειγµατοληψία η µέθοδος Jackknife

εφαρµόζεται στο πρώτο στάδιο δειγµατοληψίας, µε τις K πρωτογενείς

µονάδες δειγµατοληψίας (primary sampling units, PSU) να συνιστούν τις

τυχαίες οµάδες του δείγµατος, άσχετα µε τον αριθµό των

δευτερογενών ή και τριτογενών µονάδων.

Ο εκτιµητής θ̂(k) υπολογίζεται µε τα δεδοµένα που αποµένουν µετά την

παράλειψη του PSU k .



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Jackknife για στρωµατική δειγµατοληψία (stratified sampling)

΄Εστω στρωµατική δειγµατοληψία µε H στρώµατα, και έστω ότι το δείγµα

απο το στρώµα h (h = 1, . . . ,H) διαµερίζεται µε τυχαίο τρόπο σε Kh

οµάδες (υπο-δείγµατα).

΄Εστω θ̂ είναι ο εκτιµητής του θ που υπολογίζεται µε το πλήρες δείγµα s.

Τότε θ̂(hk) είναι ο εκτιµητής του θ που υπολογίζεται µε τα δεδοµένα που

αποµένουν στο δείγµα αφού παραλειφθεί η οµάδα k του στρώµατος h.

Ο εκτιµητής Jackknife του V(θ̂) είναι

V̂JK (θ̂) =
H∑

h=1

Kh − 1

Kh

Kh∑
k=1

(
θ̂(hk) − θ̂

)2



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Jackknife για στρωµατική πολυσταδιακή δειγµατοληψία

Στην στρωµατική πολυσταδιακή δειγµατοληψία η µέθοδος Jackknife

εφαρµόζεται ξεχωριστά στο κάθε στρώµα στο πρώτο στάδιο

δειγµατοληψίας, µε τυχαίες οµάδες τα Kh επιλεγµένα PSU στο στρώµα

h (h = 1, . . . ,H). Τα Kh PSU , συµβολιζόµενα µε shk , συνιστούν το

δείγµα sh του στρώµατος h, δηλαδή, sh =
⋃

Kh

k=1
shk .

΄Εστω θ̂(hk) είναι ο εκτιµητής του θ όταν οι παρατηρήσεις του PSU k του

στρώµατος h (δηλαδή το shk ) παραλείπεται. Στον υπολογισµό του θ̂(hk)

αυξάνονται κατά Kh/(Kh − 1) τα ϐάρη των παρατηρήσεων στα υπόλοιπα

PSU του στρώµατος h, ενώ τα ϐάρη των παρατηρήσεων στα υπόλοιπα

στρώµατα δεν αλλάζουν.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Αναλυτικά, αν το wi συµβολίζει γενικά το ϐάρος της παρατήρησης i, σε

οποιοδήποτε στρώµα και PSU, τότε τα ϱυθµισµένα ϐάρη για τον

υπολογισµό του θ̂(hk) ορίζονται ως εξής:

w(hk)i =


wi , αν, i /∈ sh

Kh

Kh−1
wi , αν, i ∈ sh − shk

0, αν , i ∈ shk



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Ο εκτιµητής Jackknife του V(θ̂) είναι τότε

V̂JK (θ̂) =
H∑

h=1

Kh − 1

Kh

Kh∑
k=1

(
θ̂(hk) − θ̂

)2

Παράδειγµα:

Εκτίµηση ολικού, όπου θ̂ = Ŷ =
∑

s
wiyi .

Η επανάληψη Ŷ(hk) είναι

Ŷ(hk) =
∑

s

w(hk)iyi =
∑
s−sh

wiyi +
∑

sh−shk

Kh

Kh − 1
wiyi

V̂JK (Ŷ ) =?



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Η επαναληπτική διαδικασία παράλειψης ενός υποδείγµατος (PSU) shk

για τον υπολογισµό του εκτιµητή θ̂(hk), διαδοχικά για όλα τα Kh PSU κάθε

στρώµατος h, είναι ανεξάρτητη οποιασδήποτε µεταβλητής και

παραµέτρου.

Στην πράξη, η παράλειψη του shk απο το συνολικό δείγµα s γίνεται

έµµεσα µε την ϱύθµιση wi = 0 για κάθε µονάδα i ∈ shk , (και µε την

κατάλληλη ϱύθµιση των ϐαρών για τις υπόλοιπες µονάδες του s όπως

περιγράφεται πιο πάνω). Με αυτόν τον τρόπο, δηµιουργούνται

επαναληπτικά τόσα σύνολα ϱυθµισµένων ϐαρών για όλες τις µονάδες

του s όσα είναι συνολικά τα PSU στο s.

Τα σύνολα ϐαρών αυτά ϑα αποτελέσουν πρόσθετες στήλες στο αρχείο

των δεδοµένων, και ϑα χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό των

εκτιµητών θ̂(hk) οποιασδήποτε παραµέτρου θ(hk) για οποιαδήποτε

µεταβλητή, µε το ίδιο τρόπο που υπολογίζεται ο εκτιµητής θ̂.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Παρατηρήσεις :

Η µέθοδος Jackknife είναι χρήσιµη για εκτίµηση διακύµανσης του

εκτιµητή κάθε παραµέτρου. ∆εν είναι όµως ικανοποιητική όταν η

εκτιµώµενη παράµετρος δεν είναι οµαλή συνάρτηση ολικών (π.χ.,

διάµεσος και quartiles).

΄Οταν τα στρώµατα είναι πολλά, µε πολλά PSU έκαστο, η µέθοδος

απαιτεί πολλούς υπολογισµούς.

Η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και στον εκτιµητή calibration θ̂C .

Προς τούτο, σε κάθε επανάληψη γίνεται πάλι calibration στα

ϱυθµισµένα ϐάρη για παραγωγή του εκτιµητή calibration θ̂C

(k) , που

υπολογίζεται πλέον µε τα calibrated ϐάρη.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Η µέθοδος Bootstrap

Η µέθοδος Bootstrap ϐασίζεται στην επαναληπτική δειγµατοληψία

(resampling) για την επιλογή ενός αριθµού αντίτυπων υπο-δειγµάτων

(replicates), µε επανάθεση, απο το πλήρες δείγµα.

Με αυτά τα υπο-δείγµατα υπολογίζονται replicate εκτιµητές του θ, µε

ϐάση τους οποίους γίνεται η εκτίµηση της διακύµανσης V(θ̂).

Η διαδικασία περιγράφεται για στρωµατική πολυσταδιακή

δειγµατοληψία.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

΄Εστω Kh ο αριθµός PSU στο δείγµα απο το στρώµα h. Σε κάθε

επανάληψη της διαδικασίας επιλογής υπο-δειγµάτων, επιλέγονται µε

απλή τυχαία δειγµατοληψία Kh − 1 PSU µε επανάθεση.

Αυτό γίνεται ανεξάρτητα για κάθε στρώµα h = 1, . . . ,H, και έτσι

δηµιουργείται ένα bootstrap replicate, αποτελούµενο απο∑
H

h=1
(Kh − 1) PSU.

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται R ϕορές, παράγοντας R bootstrap

replicates.

΄Εστω mhk(r) οι ϕορές που το PSU k του στρώµατος h επιλέγεται στο

replicate r (r = 1, . . . , R). Σηµείωση: 0 ≤ mhk(r) ≤ Kh − 1.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Για το replicate r γίνεται ϱύθµιση των δειγµατικών ϐαρών ως εξής:

wi(r) = wi

Kh

Kh − 1
mhk(r), για την παρατήρηση i στο PSU k του στρώµατος h.

Για κάθε r έστω θ̂(r) ο replicate εκτιµητής του θ, που υπολογίζεται όπως

ο εκτιµητής θ̂ αλλά χρησιµοποιώντας τα ϐάρη wi(r) αντί τα αρχικά ϐάρη

wi .

Τότε, ο εκτιµητής bootstrap της διακύµανσης V(θ̂) είναι

V̂B(θ̂) =
1

R − 1

R∑
r=1

(
θ̂(r) − θ̂

)2

.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

΄Οπως στην µέθοδο Jackknife, έτσι και στην µέθοδο Bootstrap η

επαναληπτική διαδικασία σχηµατισµού υπο-δειγµάτων (replicates) είναι

ανεξάρτητη οποιασδήποτε µεταβλητής και παραµέτρου.

Σε κάθε επανάλειψη r ϱυθµίζονται τα ϐάρη των µονάδων όλου του

δείγµατος όπως περιγράφεται πιο πάνω (για τα µή επιλεγµένα PSU τα

ϐάρη είναι µηδέν), και έτσι δηµιουργείται ένα νέο σύνολο ϐαρών για

όλο το πλήρες δείγµα που ϑα χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του

εκτιµητή θ̂(r) οποιασδήποτε παραµέτρου θ για οποιαδήποτε µεταβλητή,

µε το ίδιο τρόπο που υπολογίζεται ο εκτιµητής θ̂.



Μέθοδοι επαναληπτικής δειγµατοληψίας

Παρατηρήσεις :

Ο αριθµός R είναι αυθαίρετος, αλλά συνήθως είναι R = 1000 ή

R = 500 ή και µικρότερος.

Η µέθοδος Bootstrap δίνει καλή εκτίµηση διακύµανσης και για οµαλές

συναρτήσεις ολικών και για µή οµαλές συναρτήσεις (π.χ., quartiles).

Η µέθοδος Bootstrap συνήθως απαιτεί λιγότερους υπολογισµούς απο

την µέθοδο Jackknife.

΄Οταν η διαδικασία εκτίµησης περιλαµβάνει calibration, τότε εκτός απο

το calibration που γίνεται στα ϐάρη του αρχικού (πλήρους) δείγµατος

για να υπολογιστεί ο εκτιµητής θ̂C , πρέπει να γίνει calibration στα

ϱυθµισµένα ϐάρη wi(r) για κάθε relicate r για να υπολογιστεί ο

replicate εκτιµητής θ̂C

(r).



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Μή απόκριση µονάδας (unit nonresponse)

Σε δειγµατοληπτικές έρευνες, µερικές δειγµατικές µονάδες δεν

αποκρίνονται ολικά, µε την έννοια ότι δεν συλλέγεται από αυτές καµία

από τις Ϲητούµενες πληροφορίες.

Αιτίες µη-απόκρισης

Οι κυριότερες αιτίες µη-απόκρισης περιλαµβάνουν:

▶ αδυναµία επικοινωνίας µε δειγµατικές µονάδες

▶ απουσία

▶ αδυναµία απόκρισης (π.χ., γλώσσα, αναλφαβητισµός)

▶ ασθένεια

▶ δυσπρόσιτες µονάδες

▶ άρνηση



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Επιπτώσεις µη-απόκρισης

Ενδεχόµενη µεροληψία, επειδή παραβιάζεται η ϐασική αρχή της

τυχαιότητας του δείγµατος.

Οι µη-αποκρινόµενες µονάδες µπορεί να είναι συστηµατικά

διαφορετικές από τις αποκρινόµενες, ώστε το αποκριθέν µέρος του

δείγµατος να µην είναι πλέον αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού.

Το αποκριθέν µέρος του δείγµατος είναι αντιπροσωπευτικό του µέρους

του πληθυσµού που ϑα αποκρίνετο στην δειγµατοληπτική έρευνα, το

οποίο σπανίως ϑα ήταν το ίδιο µε ολόκληρο τον πληθυσµό της

δειγµατοληψίας.

Το µέγεθος της µεροληψίας εξαρτάται από τον συσχετισµό των

χαρακτηριστικών των µη αποκρινοµένων µε τις µεταβλητές της

έρευνας, και αυξάνει µε το ποσοστό µή-απόκρισης.

΄Οσο ισχυρότερος ο συσχετισµός µεταξύ της τιµής yi µιάς µεταβλητής y

για την µονάδα i και της πιθανότητας µη-απόκρισης της µονάδας, τόσο

µεγαλύτερη η µεροληψία εκτιµήσεων σχετικών µε την µεταβλητή αυτή.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι σε δειγµατοληψία ατοµικού

εισοδήµατος τα άτοµα υψηλού εισοδήµατος έχουν µεγαλύτερη

πιθανότητα µη-απόκρισης από άτοµα χαµηλού εισοδήµατος.

Το αποτέλεσµα ϑα είναι ότι για µεταβλητές που συσχετίζονται ϑετικά µε

το εισόδηµα, τα άτοµα µε υψηλές τιµές αυτών των µεταβλητών δεν ϑα

αντιπροσωπεύονται επαρκώς στο δείγµα.

Πάντως, ανεξάρτητα από αυτόν τον συσχετισµό, στην περίπτωση

εκτίµησης ολικών είναι προφανής η µεροληψία (υπο-εκτίµηση) που

προκύπτει από την απώλεια δειγµατικών µονάδων.

Ας σηµειωθεί, ότι σε οποιαδήποτε περίπτωση µη-απόκρισης το µέγεθος

της µεροληψίας δεν µπορεί να εκτιµηθεί.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Επίπτωση µη απόκρισης ενδέχεται να υπάρχει και για την διακύµανση

εκτιµητών. Η απώλεια πληροφορίας λόγω µή απόκρισης (πληροφορία

απο λιγότερες δειγµατικές µονάδες) ϑα συνεπάγετο αύξηση της

διακύµανσης ενός εκτιµητή αν η διακύµανση της αντίστοιχης

µεταβλητής στο αποκριθέν µέρος του δείγµατος παρέµενε η ίδια µε

την διακύµανση στο πλήρες δείγµα (ή ήταν µεγαλύτερη). Ωστόσο αυτό

είναι πιό πιθανό να µή συµβαίνει.

Στο ανωτέρω παράδειγµα µεγαλύτερου ποσοστού µή απόκρισης

ατόµων υψηλού εισοδήµατος, η διακύµανση του εισοδήµατος στους

αποκριθέντες είναι µικρότερη απο αυτήν στο πλήρες δείγµα.

Εποµένως, ϑα υπάρχει µεροληψία στη εκτίµηση (δηλαδή υποεκτίµηση)

της διακύµανσης των εκτιµητών που σχετίζονται µε το εισόδηµα.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Μέτρηση της απόκρισης

΄Εστω nα (nα < n) το µέγεθος του υποσυνόλου του δείγµατος για το

οποίο υπάρχει απόκριση. ΄Ενα µέτρο απόκρισης δίνεται από το ποσοστό

απόκρισης

pa =
nα

n
.

Το µέτρο αυτό, που συνήθως εκφράζεται επί τοις εκατό, δηλώνει τον

ϐαθµό επιτυχίας στην εξασφάλιση απόκρισης από τις µονάδες του

επιλεγµένου δείγµατος.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

΄Ενα εναλλακτικό µέτρο απόκρισης δίνεται από το σταθµισµένο ποσοστό

απόκρισης

p̃α =

∑
nα
i=1

wi∑
n

i=1
wi

=
N̂α

N̂

,

όπου wi = 1/πi είναι το ϐάρος της αποκριθείσας µονάδας i, και N̂α

είναι εκτίµηση του αριθµού των µονάδων του πληθυσµού που ϑα

αποκρίνονταν δοθείσης της επιλογής τους στο δείγµα.

Το p̃α ερµηνεύεται ως µία εκτίµηση της µέσης πιθανότητας απόκρισης

στα µέλη του πληθυσµού.

Τα µέτρα απόκρισης pa και p̃α µπορεί να διαφέρουν πολύ µεταξύ τους.

Είναι, όµως, ισοδύναµα όταν τα ϐάρη όλων των µονάδων είναι ίσα.

Τα δύο αυτά µέτρα δεν δίνουν το µέγεθος της µεροληψίας που είναι

αποτέλεσµα της µή-απόκρισης. Μικρό µέγεθος µη-απόκρισης µπορεί

να προκαλέσει µεγάλη µεροληψία αν ο συσχετισµός µή απόκρισης και

µεταβλητών της έρευνας είναι ισχυρός.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Αντιµετώπιση του προβλήµατος µή απόκρισης

1. Πρόληψη µη-απόκρισης

Πρόληψη του προβλήµατος κατά τον σχεδιασµό της έρευνας.

Παράγοντες που σχετίζονται µε ενδεχόµενη µη-απόκριση

περιλαµβάνουν:

▶ αντικείµενο της έρευνας

▶ σχεδιασµό του ερωτηµατολογίου

▶ επιλογή, εκπαίδευση και εποπτεία των συνεντευκτών

▶ µέθοδο συλλογής στοιχείων

▶ χρονική περίοδο και συνθήκες διεξαγωγής της έρευνας

▶ συχνότητα συλλογής στοιχείων σε περίπτωση επαναληπτικής

έρευνας.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

2. Μείωση µη-απόκρισης

∆ιαδικασίες µείωσης της µη απόκρισης κατά την διεξαγωγή της

έρευνας περιλαµβάνουν:

▶ Call-backs, follow-ups

Επαναληπτικές προσπάθειες επικοινωνίας

∆ιαφορετικές µέρες και ώρες (για προσωπική ή τηλεφωνική

συνέντευξη)

∆ιαφορετικές µέθοδοι συλλογής (π.χ., τηλεφωνικό follow-up σε

ταχυδροµική έρευνα)

▶ ∆ειγµατοληψία µη-αποκρινοµένων

Επιλέγεται δείγµα µη-αποκρινοµένων και καταβάλλεται

προσπάθεια να συλλεγούν στοιχεία από όλες τις µονάδες του.

Αν η διαδικασία είναι επιτυχής µπορεί να εξασφαλίσει αµεροληψία

µε κατάλληλη µεθοδολογία. Ωστόσο είναι χρονοβόρα και

δαπανηρή διαδικασία, και για αυτό σπανίως εφαρµόζεται.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

3. Ρύθµιση ϐαρών των αποκριθεισών µονάδων

Ο σκοπός µίας τέτοιας ϱύθµισης είναι να αυξήσει τα ϐάρη των

αποκριθέντων ώστε αυτοί να αντιπροσωπεύσουν και τους µη

αποκριθέντες.

Ας παρατηρήσουµε πρώτα ότι ενώ µε πλήρη απόκριση ο εκτιµητής του

µεγέθους N του πληθυσµού

N̂ =
n∑

i=1

wi ,

είναι αµερόληπτος, και για µερικούς δειγµατοληπτικούς σχεδιασµούς

είναι ακριβώς ίση µε το N, µε το ελλειπές δείγµα η εκτιµήτρια γίνεται

N̂α =
nα∑
i=1

wi ,

και δίνει υπο-εκτίµηση του N λόγω απώλειας n − nα µονάδων.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Η παρατήρηση αυτή υποδείχνει τον τρόπο ϱύθµισης των ϐαρών για

αποκατάσταση της αµεροληψίας της εκτιµήτριας του N.

Συγκεκριµένα, τα ϐάρη όλων των αποκριθέντων πολλαπλασιάζονται µε

τον κοινό παράγοντα N̂/N̂α, που είναι το αντίστροφο του σταθµισµένου

ποσοστού απόκρισης p̃α.

΄Ετσι, το ϱυθµισµένο ϐάρος της αποκριθείσας µονάδας i είναι

w̃i = wi

1

p̃α
= wi

N̂

N̂α

= wi

∑
n

i=1
wi∑

nα
i=1

wi

.

Τότε, ο εκτιµητής που προκύπτει από την χρήση των ϱυθµισµένων

ϐαρών είναι

Ñ =
nα∑
i=1

w̃i =
1

p̃α

nα∑
i=1

wi =
1

p̃α
N̂α = N̂,

δηλαδή, ο αµερόληπτος εκτιµητής που ϑα έδινε το πλήρες δείγµα.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Η ερµηνεία του p̃α ως εκτιµηµένης µέσης πιθανότητας απόκρισης των

µονάδων του πληθυσµού, οδηγεί στην ενδιαφέρουσα ϑεώρηση του

ϱυθµισµένου ϐάρους κάθε επιλεγµένης και αποκριθείσας µονάδας ως

το αντίστροφο της πιθανότητας επιλογής και απόκρισης της µονάδας

αυτής, δηλαδή w̃i = 1/πi p̃α.

Τα ϱυθµισµένα ϐάρη χρησιµοποιούνται στην εκτίµηση οποιασδήποτε

άλλης παραµέτρου, αλλά δεν εξασφαλίζουν την αµεροληψία της

εκτίµησης. ΄Ετσι, ο εκτιµητής του ολικού Y

Ỹ =
nα∑
i=1

w̃iyi =
1

p̃α

nα∑
i=1

wiyi

δεν είναι αµερόληπτος, αλλά η µεροληψία του ίσως είναι µικρότερη

από εκείνη που ϑα προέκυπτε χωρίς την ϱύθµιση των ϐαρών.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Η εκτιµηµένη µέση πιθανότητα απόκρισης p̃α δεν εξαρτάται απο τις

µεταβλητές της έρευνας, και είναι η ίδια για όλες τις αποκριθείσες

µονάδες του δείγµατος.

Αν οι πραγµατικές πιθανότητες απόκρισης είναι οι ίδιες για όλες τις

µονάδες του πληθυσµού, και η απόκριση κάθε µονάδας είναι

ανεξάρτητη απο την απόκριση των άλλων µονάδων, τότε οι µή

αποκριθέντες είναι ως να έχουν επιλεγεί τυχαία απο το δείγµα, και οι

αποκριθέντες συνιστούν ένα αντιπροσωπευτικό δείγµα.

Η υπόθεση τέτοιου µηχανισµού απόκρισης γίνεται σιωπηρά όταν η µή

απόκριση δεν λαµβάνεται υπόψη.

Στη µη ϱεαλιστική αυτή περίπτωση, τα ϱυθµισµένα ϐάρη παράγουν

αµερόληπτο εκτιµητή ολικού Ỹ =
∑

nα
i=1

w̃iyi για κάθε µεταβλητή.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Πιό ϱεαλιστική είναι η υπόθεση ότι για ένα διαµερισµό του δείγµατος

σε διαφορετικές τάξεις σύµφωνα µε κάποιο(α) χαρακτηριστικό(ά), οι

πιθανότητες απόκρισης είναι (περίπου) ίδιες για µονάδες που ανήκουν

στην ίδια τάξη.

Για κάθε τέτοια τάξη µία εκτίµηση αυτής της πιθανότητας είναι το

σταθµισµένο ποσοστό απόκρισης των µονάδων της τάξης, που µπορεί

να χρησιµοποιηθεί για την ϱύθµιση των ϐαρών όλων των αποκριθεισών

µονάδων της τάξης. Με άλλα λόγια, ένα διαφορετικό p̃α

χρησιµοποιείται για κάθε τάξη.

΄Εστω K τέτοιες τάξεις µεγέθους Nk , (k = 1, . . . , K ), και nka οι

αποκριθέντες στην τάξη k . Τότε

Ỹ =
K∑

k=1

Ỹk =
K∑

k=1

1

p̃kα

nkα∑
i=1

wiyi =
K∑

k=1

N̂k

N̂kα

nkα∑
i=1

wiyi .

Τα ϐάρη των αποκριθέντων στην τάξη k αυξάνονται οµοιόµορφα κατά

1/p̃kα = N̂k/N̂kα, ώστε να αντιπροσωπεύονται στο δείγµα και οι µή

αποκριθέντες της τάξης αυτής.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Παράδειγµα: Ας υποθέσουµε ότι για κάθε µονάδα ενός δείγµατος

ατόµων η ηλικία είναι γνωστή, και ότι το δείγµα διαµερίζεται σε τάξεις

ηλικίας όπως ϕαίνεται στον πίνακα.

Ηλικία

15-24 25-34 35-44 45-64 65+ ολικός

nk 202 220 180 195 203 1000

nkα 124 187 162 187 203 863∑
nk

i=1
wi 30322 33013 27046 29272 30451 150104∑

nkα
i=1

wi 18693 28143 24371 28138 30451 129796

p̃kα 0,6165 0,8525 0,9011 0,9613 1,000

1/p̃kα 1,622 1,173 1,110 1,040 1,000

Το ϐάρος κάθε αποκρινόµενου ηλικίας µεταξύ 15 και 24

πολλαπλασιάζεται µε 1,622, και παροµοίως για τα ϐάρη αποκρινοµένων

στις άλλες ηλικιακές τάξεις. Στην τάξη 65+ δεν υπήρξε µή απόκριση, και

τα ϐάρη δεν άλλαξαν. Ας σηµειωθεί ότι 1/p̃α = N̂/N̂α = 1,156.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Στην πράξη, για σηµαντική µείωση της µεροληψίας, οι τάξεις πρέπει να

καθοριστούν έτσι ώστε οι µονάδες σε κάθε τάξη να είναι όσο δυνατόν

όµοιες, ώς προς κύριες µεταβλητές, και τα σταθµισµένα ποσοστά

απόκρισης να διαφέρουν όσο δυνατόν περισσότερο µεταξύ των

τάξεων.

Συνήθη χαρακτηριστικά καθορισµού των τάξεων είναι γεωγραφικές

µεταβλητές, καθώς και άλλες µεταβλητές που υπάρχουν στο πλαίσιο

δειγµατοληψίας. Για παράδειγµα, σε δειγµατοληψία επιχειρήσεων,

µεταβλητές όπως τύπος επιχείρησης και µέγεθος επιχείρησης.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Επίσης, χαρακτηριστικά που καθορίζονται απο paradata δηλαδή,

στοιχεία που προκύπτουν απο την διαδικασία δειγµατοληψίας. Αυτά

µπορεί να είναι στοιχεία που καταγράφουν οι συνεντευκτές, όπως

ηµέρα και ώρα κλήσης για συνέντευξη, τακτική προσέγγισης,

αποτέλεσµα κλήσης, κ.λ.π.

’λλα στοιχεία είναι, παρατηρήσεις για κάθε νοικοκυριό του δείγµατος,

όπως τύπος κατοικίας, σύστηµα ασφαλείας, ενδείξεις παρουσίας

παιδιών, παρατηρήσεις για την γειτονιά, κ.λ.π.

Συχνά, για διευκόλυνση της διαδικασίας, ως τάξεις χρησιµοποιούνται τα

στρώµατα του δείγµατος.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Η ϱύθµιση ϐαρών για µη-απόκριση ίσως προκαλέσει αύξηση της

διακύµανσης των εκτιµήσεων όταν οι τάξεις ϱύθµισης είναι πολλές και

περιέχουν λίγες δειγµατικές µονάδες.

Τότε, οι πιθανότητες απόκρισης δεν εκτιµώνται µε ακρίβεια, πράγµα που

έχει ως αποτέλεσµα αύξηση της διακύµανσης των εκτιµήσεων. Επίσης,

άσχετα µε τον αριθµό των τάξεων, µερικές από αυτές µπορεί να

απαιτούν µεγάλους συντελεστές ϱύθµισης, µε αποτέλεσµα αύξηση της

διακύµανσης των εκτιµήσεων.

Μέθοδοι διαφορετικής ϱύθµισης του ϐάρους κάθε µονάδας

ξεχωριστά, µε εκτίµηση της πιθανότητας µή απόκρισής της, που

ϐασίζονται σε χρήση ϐοηθητικών µεταβλητών και σε υπόθεση ισχύος

κάποιων µοντέλων, υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία αλλά σπάνια

εφαρµόζονται στην πράξη.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Ο εκτιµητής

Ỹ =
K∑

k=1

N̂k

N̂kα

nkα∑
i=1

wiyi .

είναι της ίδιας µορφής µε τον µεταστρωµατικό εκτιµητή. Η διαφορά

είναι ότι στην µεταστρωµάτωση τα µεγέθη των µεταστρωµάτων Nj είναι

γνωστά, ενώ στην ϱύθµιση ϐαρών των αποκριθέντων κατά τάξεις τα

µεγέθη των τάξεων Nk είναι άγνωστα και εκτιµώνται µε τα N̂k .

Σηµείωση: Στην ϱύθµιση ϐαρών των αποκριθέντων κατά τάξεις οι

ϱυθµιστικοί παράγοντες N̂k/N̂kα είναι πάντοτε µεγαλύτεροι απο ένα,

ενώ στην µεταστρωµάτωση οι ϱυθµιστικοί παράγοντες µπορεί να είναι

οποιοσδήποτε ϑετικός αριθµός (γιατί;)



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Η µεταστρωµάτωση είναι µορφή ϱύθµισης των ϐαρών για µή απόκριση,

µε τα ϐάρη του κάθε µεταστρώµατος g να πολλαπλασιάζονται µε

Ng/N̂ga , όπου Ng είναι το µέγεθος του µεταστρώµατος g και N̂ga είναι

η εκτίµηση του Ng που προκύπτει απο του αποκριθέντες του

µεταστρώµατος αυτού, έτσι ώστε το άθροισµα των ϱυθµισµένων ϐαρών

του µεταστρώµατος να ισούται µε Ng (calibration).

Σε µία δειγµατοληψία µπορεί να γίνεται ϱύθµιση ϐαρών κατά τάξεις για

διόρθωση µή απόκρισης, και µεταστρωµάτωση µε µεταστρώµατα που

είναι διαφορετικά απο τις τάξεις ή επικαλύπτωνται µερικώς µε αυτές.

΄Οπως και στην περίπτωση των τάξεων, οι µονάδες του ίδιου

µεταστρώµατος ϑα πρέπει να έχουν περίπου την ίδια πιθανότητα να

αποκριθούν, ώστε η µεταστρωµάτωση να έχει ως αποτέλεσµα τη

µείωση της µεροληψίας.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Μερική µή απόκριση (item nonresponse)

Για µερικές δειγµατικές µονάδες µπορεί να υπάρχει µερική απόκριση,

µε την έννοια ότι δεν αποκρίνονται σε όλες τις ερωτήσεις. Αυτό

συµβαίνει όταν ο αποκρινόµενος αρνείται ή παραλείπει ή δεν µπορεί

να απαντήσει σε κάποιες ερωτήσεις, ή όταν κάποιες λανθασµένες

απαντήσεις δεν ήταν δυνατό να διορθωθούν κατά την διαδικασία του

ελέγχου των στοιχείων (input editing).

Η διαδικασία αναπλήρωσης µη διαθέσιµων ή λανθασµένων στοιχείων

της έρευνας µε κατάλληλα στοιχεία για την δηµιουργία ενός πλήρους

αρχείου δεδοµένων είναι γνωστή µε τον όρο imputation.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι imputation. Καλές µέθοδοι imputation

µπορούν να διατηρήσουν γνωστές σχέσεις µεταξύ µεταβλητών και να

µειώσουν την µεροληψία λόγω µερικής µη απόκρισης.

Το imputation χρησιµοποιείται µόνο για την αναπλήρωση µη διαθέσιµων

ή λανθασµένων στοιχείων, όχι για ολική µη απόκριση.

Το imputation ήταν στο παρελθόν κυρίως µία χειρωνακτική διαδικασία,

τώρα πιο συχνά χρησιµοποιούνται αυτοµατοποιηµένα συστήµατα.

Το τεχνητό µικρό σύνολο δεδοµένων δειγµατοληψίας (πηγή: ϐιβλίο Lohr

(2009)) που ϕαίνεται στον κατωτέρω πίνακα ϑα χρησιµοποιηθεί για την

εξήγηση διαφορετικών µεθόδων imputation.

Ο αριθµός ¨1¨ στις δύο τελευταίες στήλες σηµαίνει ότι ο

αποκρινόµενος απάντησε ναι στην ερώτηση.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Years of Crime Violent Crime

Person Age Sex Education Victim Victim

1 47 Μ 16 0 0

2 45 F ? 1 1

3 19 Μ 11 0 0

4 21 F ? 1 1

5 24 Μ 12 1 1

6 41 F ? 0 0

7 36 Μ 20 1 ?

8 50 Μ 12 0 0

9 53 F 13 0 ?

10 17 Μ 10 ? ?

11 53 F 12 0 0

12 21 F 12 0 0

13 18 F 11 1 ?

14 34 Μ 16 1 0

15 44 Μ 14 0 0

16 45 Μ 11 0 0

17 54 F 14 0 0

18 55 F 10 0 0

19 29 F 12 ? 0

20 32 F 10 0 0



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Μέθοδοι Imputation

Ο µέθοδοι αυτές χωρίζονται σε εκείνες που χρησιµοποιούν στοιχεία

µόνο από τον µη αποκρινόµενο και άλλα ϐοηθητικά στοιχεία, και εκείνες

που χρησιµοποιούν στοιχεία από άλλους αποκρινόµενους της έρευνας.

Επαγωγικό (deductive) imputation

Η µέθοδος αυτή προσδιορίζει την τιµή που λείπει µε ϐεβαιότητα

κάνοντας χρήση λογικών περιορισµών και άλλων στοιχείων τής ίδιας

µονάδας, π.χ., µία συνιστώσα που λείπει από ένα άθροισµα. Είναι ο

ιδεατός αλλά λιγότερο συχνός τύπος imputation.

Στο παράδειγµα του πίνακα, για το άτοµο 9 δεν υπάρχει απάντηση στην

τελευταία ερώτηση. ΄Οµως, η απάντηση στην πρωτελευταία ερώτηση

λογικά συνεπάγεται ότι η απάντηση που λείπει πρέπει να είναι 0.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Ιστορικό imputation

Αυτή η µέθοδος είναι περισσότερο χρήσιµη σε διαχρονικές έρευνες,

ειδικά για µεταβλητές που είναι διαχρονικά ευσταθείς. Χρησιµοποιεί

τιµές που αναφέρθηκαν από την ίδια µονάδα (αποκρινόµενο) σε

προηγούµενη µέτρηση της έρευνας.

Σε περιπτώσεις που η απόκριση σε προηγούµενη µέτρηση µπορεί να

καθορίσει µε ϐεβαιότητα την τρέχουσα απόκριση, η µέθοδος αυτή είναι

ειδική περίπτωση επαγωγικού imputation.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Imputation µε µέση τιµή

Με την απλή αυτή µέθοδο γίνεται αναπλήρωση της τιµής που λείπει για

κάποια µεταβλητή µε τον µέσο όρο τιµών των αποκριθέντων δειγµατικών

µονάδων. Για την ίδια µεταβλητή, ο µέσος όρος αυτός χρησιµοποιείται

για κάθε µονάδα για την οποία γίνεται imputation.

Η µέθοδος χρησιµοποιείται µόνο για ποσοτικές µεταβλητές, και συχνά

χρησιµοποιείται ως τελευταία λύση. ∆ιατηρεί ολικούς και µέσους

όρους, αλλά αλλοιώνει κατανοµές και συσχετισµούς πολυµεταβλητών.

Επίσης, προκαλεί τεχνητή συγκέντρωση στον µέσο όρο, µε αποτέλεσµα

την τεχνητή µείωση της διακύµανσης των τιµών της µεταβλητής για την

οποία έχει γίνει imputation.

Στο παράδειγµα, για τα άτοµα 2, 4 και 6 λείπει η τιµή για τα έτη

εκπαίδευσης. Και για τα τρία αυτά άτοµα γίνεται αναπλήρωση της τιµής

που λείπει µε τον µέσο όρο των 17 αποκριθέντων στην συγκεκριµένη

ερώτηση: 12,70. Μετά το imputation ο µέσος όρος για τα 20 άτοµα

είναι ο ίδιος µε τον µέσο όρο των αποκριθέντων.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Imputation µε µέση τιµή κατά τάξεις

Το συνολικό δείγµα χωρίζεται σε τάξεις έτσι ώστε µονάδες της ίδιας

τάξης να είναι παρόµοιες. Σε κάθε τέτοια τάξη γίνεται imputation

χρησιµοποιώντας τον µέσο όρο τιµών των αποκριθέντων της τάξης. Η

αλλοίωση της κατανοµής των τιµών της µεταβλητής και η τεχνητή µείωση

της διακύµανσης, είναι λιγότερο σοβαρές από ό,τι στην προηγούµενη

µέθοδο.

Για τα δεδοµένα του παραδείγµατος, το δείγµα χωρίζεται σε τέσσερες

τάξεις κατά ηλικία και ϕύλο.

Age

≤ 34 ≥ 35

Persons Persons

Sex 3,5,10,14 1,7,8,15,16

F Persons Persons

4,12,13,19,20 2,6,9,11,17,18



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Για τα άτοµα 2 και 6, η τιµή που λείπει για τα έτη εκπαίδευσης

αναπληρώνεται µε τον µέσο όρο των τεσσάρων γυναικών ηλικίας ίσης

ή µεγαλύτερης των 35 ετών που αποκρίθηκαν στην ερώτηση: 12,25. Για

το άτοµο 4, η αναπλήρωση γίνεται µε τον µέσο όρο των τεσσάρων

γυναικών ηλικίας ίσης ή µικρότερης των 34 ετών που αποκρίθηκαν στην

ερώτηση: 11,25.

Μετά το imputation, σε κάθε τάξη ο µέσος όρος είναι ο ίδιος µε τον

µέσο όρο των αποκριθέντων.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Hot-deck imputation

Αυτή είναι µια κατηγορία µεθόδων που δηµιουργούν πιο αυθεντική

διακύµανση των αναπληρωµένων τιµών από ό,τι το imputation µε µέσο

όρο. Οι µέθοδοι αυτές δίνουν πάντα εφικτές τιµές επειδή οι τιµές

ανήκουν σε αποκριθέντες της ίδιας έρευνας.

Τυχαίο συνολικό hot-deck imputation

Με αυτή την µέθοδο η τιµή που λείπει αναπληρώνεται µε την τιµή ενός

¨δότη¨, που επιλέγεται τυχαία από τους αποκριθέντες. Αυτή είναι η

απλούστερη µορφή hot-deck imputation.

Τυχαίο hot-deck imputation κατά τάξεις

Αυτή είναι παραλλαγή της προηγούµενης µεθόδου, στην οποία

σχηµατίζονται κατάλληλες τάξεις δειγµατικών µονάδων, όπως και στο

imputation µε µέση τιµή κατά τάξεις. Για µονάδα µίας τάξης, ο δότης

επιλέγεται τυχαία από τους αποκριθέντες της ίδιας τάξης.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Στο παράδειγµά µας, για το άτοµο 10 λείπουν οι απαντήσεις στις δύο

τελευταίες ερωτήσεις. Στην τάξη του, τα άτοµα 3, 5 και 14 έχουν

αποκριθεί και στις δύο ερωτήσεις, και έτσι ένα απο τα τρία επιλέγεται

τυχαία ως δότης.

Ακολουθιακό hot deck imputation

Με την µέθοδο αυτή γίνεται αναπλήρωση της τιµής που λείπει µε την

αντίστοιχη τιµή από την τελευταία αποκριθείσα µονάδα της ίδιας τάξης

που προηγείται στο αρχείο δεδοµένων. Το πλεονέκτηµα αυτής της µη

τυχαίας διαδικασίας είναι η ευκολία της ακολουθιακής επεξεργασίας

του αρχείου. Το µειονέκτηµά της είναι ότι συχνά κάνει πολλαπλή χρήση

του ιδίου δότη.

Στο παράδειγµα, για το άτοµο 19 λείπει η απάντηση στην πρωτελευταία

ερώτηση. Το άτοµο 13 ήταν το τελευταίο της ίδιας τάξης που

αποκρίθηκε, και έτσι η αναπλήρωση γίνεται µε την τιµή 1.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Nearest-Neighbor Hot-Deck Imputation

Η τιµή που λείπει αναπληρώνεται µε την αντίστοιχη τιµή ενός

αποκριθέντος που είναι ο ¨πλησιέστερος¨, σύµφωνα µε κάποια

συνάρτηση απόστασης µεταξύ παρατηρήσεων που ορίζεται µε

γνωστές ϐοηθητικές πληροφορίες.

Για παράδειγµα, αν ηλικία και ϕύλο χρησιµοποιηθούν για την συνάρτηση

απόστασης, τότε ο αποκριθείς(είσα) του ιδίου ϕύλου και της

πλησιέστερης ηλικίας επιλέγεται ως δότης.

΄Ετσι στο παράδειγµά µας, οι τιµές που λείπουν για το άτοµο 10

αναπληρώνονται µε τις αντίστοιχες του ατόµου 3, που είναι του ιδίου

ϕύλου και της πλησιέστερης ηλικίας µε το άτοµο 10.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Regression Imputation

Αυτή η µέθοδος χρησιµοποιεί παλινδρόµηση (regression) της

µεταβλητής για την οποία χρειάζεται imputation σε ένα σύνολο

µεταβλητών για τις οποίες υπάρχει απόκριση απο όλες τις µονάδες. Η

εξίσωση παλινδρόµησης χρησιµοποιείται µετά για πρόβλεψη των τιµών

που λείπουν.

Στο παράδειγµα, έχουµε µόνο 18 συµπληρωµένες αποκρίσεις για την

µεταβλητή "crime victim" (µάλλον λίγες για προσαρµογή µοντέλου στα

δεδοµένα µας), αλλά µία λογιστική παλινδρόµηση της απόκρισης µε

επεξηγηµατική µεταβλητή την ηλικία δίνει το ακόλουθο µοντέλο για την

προβλεπόµενη πιθανότητα ένα άτοµο να είναι "crime victim", p̂,

log
p̂

1 − p̂
= 2, 5643 − 0, 0896 × age.

Η προβλεφθείσα πιθανότητα για ένα άτοµο 17 ετών να είναι "crime

victim" είναι 0,74. Επειδή αυτή η πιθανότητα είναι µεγαλύτερη απο το

προκαθορισµένο όριο 0,5, η τιµή 1 αναπληρώνει την τιµή που λείπει για

το άτοµο 10.



Μή Απόκριση (Nonresponse)

Cold-deck imputation

Σε αυτή την µέθοδο, οι αναπληρούµενες τιµές είναι απο προηγούµενη

δειγµατοληπτική έρευνα ή από ιστορικά στοιχεία.
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