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Πρόλογος

Οι σημειώσεις αυτές δεν είναι συγγραφικό πόνημα του «συγγραφέα».

Έκανα απλά μια περίληψη --για να βοηθηθούν οι φοιτητές-- των κεφαλαίων του βιβλίου του Strang που μας αφορούν σε αυτό το μάθημα. (Στην αρχή κάθε κεφαλαίου υπάρχουν αναφορές στα αντίστοιχα κεφάλαια του Strang.)
Οι ασκήσεις των Φυλλαδίων είναι και αυτές στο μεγαλύτερό τους μέρος από το βιβλίο του Strang.

Ευχαριστώ τον Τάσο Πλατανιώτη και τη Μαρία Χονδροκούκη για την δακτυλογράφηση των σημειώσεων και των ασκήσεων.
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Εισαγωγικά στοιχεία 
Περιγραφή
Το μάθημα κατ’ αρχάς γενικεύει τα διανύσματα του επιπέδου σε διανύσματα n διαστάσεων. Αυτά αποτελούν τον 
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. Μελετάμε υποσύνολα αυτού του χώρου (υπόχωρους) και γραμμικές απεικονίσεις μεταξύ υποχώρων. Αυτές εκφράζονται με πίνακες, οι οποίοι επίσης αποτελούν αντικείμενο εκτενούς μελέτης στο μάθημα. Τέλος επικεντρωνόμαστε σε κάποια από τα παραπάνω ζητήματα που έχουν σημαντικές εφαρμογές στη στατιστική: προβολές και ελάχιστα τετράγωνα, καθώς και ιδιοτιμές/ιδιοδιανύσματα πινάκων και τετραγωνικές μορφές.

Σκοπός

Σκοπός του μαθήματος είναι να γίνουν σε βάθος κατανοητές οι παραπάνω έννοιες, να αποκτήσουν οι φοιτητές στοιχεία μιας γεωμετρικής εποπτείας εννοιών όπως η προβολή και να είναι σε θέση να τις εφαρμόζουν πρακτικά.   

Συνοπτικά Περιεχόμενα

· Ο 
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 και οι εξισώσεις της ευθείας και του επιπέδου, γραμμικά συστήματα, πίνακες και ο αλγόριθμος Gauss (4 βδομάδες).

· Υπόχωροι, θεμελιώσεις υπόχωροι ενός πίνακα, γραμμικοί μετασχηματισμοί (3 βδομάδες).

· Ορθογωνιότητα, προβολές και ελάχιστα τετράγωνα (2 βδομάδες).

· Ορίζουσες πίνακα (1 βδομάδα).

· Ιδιοτιμές/ιδιοδιανύσματα πίνακα, Φασματικό θεώρημα, τετραγωνικές μορφές (3 βδομάδες).

Αναλυτικά Περιεχόμενα

Στοιχεία και πράξεις στον 
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, ευθείες και επίπεδα στον 
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. Πίνακες και πολλαπλασιασμός πινάκων, στοιχειώδεις πίνακες. Γραμμικά συστήματα: απαλοιφή Gauss και η παραγοντοποίηση PΑ=LDU. Αντίστροφοι και ανάστροφοι πίνακες, αλγόριθμος Gauss-Jordan. Συμμετρικοί πίνακες και η παραγοντοποίηση Cholesky. Διανυσματικοί χώροι και υπόχωροι. Γραμμικά συστήματα: λύση m εξισώσεων με n αγνώστους και τάξη πίνακα. Γραμμική ανεξαρτησία, βάσεις και διάσταση. Οι 4 θεμελιώδεις υπόχωροι  ενός πίνακα. Θεμελιώδες Θεώρημα της Γραμμικής Άλγεβρας. Γραμμικοί μετασχηματισμοί του 
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 και πίνακες. Ορθογώνιοι υπόχωροι, ορθογώνιο συμπλήρωμα  υπόχωρου. Προβολές και προσεγγίσεις ελάχιστων τετραγώνων. Ορθογώνιοι πίνακες, η ορθογωνιοποίηση Gramm-Schmidt και η παραγοντοποίηση A=QR. Ορίζουσα πίνακα. Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα, διαγώνια μορφή πίνακα, δυνάμεις πίνακα και φασματικό θεώρημα  για συμμετρικούς πίνακες. Γεωμετρική ερμηνεία γραμμικών μετασχηματισμών: συντεταγμένες ως προς βάση και όμοιοι πίνακες. Τετραγωνικές μορφές σε συμμετρικούς πίνακες: θετική ορισιμότητα, πηλίκο Raleygh, ελλειψοειδή στις ν διαστάσεις.

Εβδομαδιαίο Πρόγραμμα και διάρθρωση μαθήματος

	ΕΒΔΟΜΑΔΑ
	ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ

	1η
	1. Στοιχεία και πράξεις στον Rn.

στοιχεία: σημεία και διανύσματα, γεωμετρικός και αλγεβρικός ορισμός

πράξεις: κανόνες και γεωμετρική ερμηνεία

2. Ευθείες και επίπεδα στον Rn.

αλγεβρικός ορισμός των εξισώσεων της ευθείας και του επιπέδου και γεωμετρική ερμηνεία

3. Μήκος, εσωτερικό γινόμενο και ορθογωνιότητα . (Πηγές: Strang 3.2)

Πυθαγόρειο, ορισμός και πράξεις εσωτερικού γινομένου, ορθογωνιότητα, γωνία διανυσμάτων


	2η
	3. (συνέχεια) (Πηγές: Strang 3.2)

Προβολή σε ευθεία, Γεωμετρική και αλγεβρική λύση της εξίσωσης 
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, ανισότητα Cauchy-Schwartz, τριγωνική ανισότητα

4. Γεωμετρική ερμηνεία συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. (Πηγές: Strang 1.2 )

Παράδειγμα  R3 : λύση συστήματος εξισώσεων ως τομή επιπέδων και λύση ως γραμμικός συνδυασμός στηλών, ιδιαίτερα: συζήτηση της ιδιόμορφης περίπτωσης



	3η
	5. Συμβολισμός και πολλαπλασιασμός πινάκων. (Πηγές: Strang 1.4)

Ορισμός πίνακα, διανύσματα στηλών, γραμμών, γραφή γραμμικού συστήματος, Πολλαπλασιασμός πίνακα με διάνυσμα, με πίνακα, πολ./μος διαμερισμένων πινάκων, Κανόνες, στοιχειώδεις πίνακες, γραφή βήματος Gauss με πίνακες.



	4η
	6. Γραμμικά συστήματα: απαλοιφής Gauss και η παραγοντοποίηση PΑ=LDU (Πηγές: Strang 1.3, 1.5)

Παράδειγμα απαλοιφής Gauss, οδηγοί, θεραπεύσιμη & μη θεραπεύσιμη περίπτωση, Τριγωνικοί παράγοντες και εναλλαγές γραμμών, η παραγοντοποίηση Α=LU (κάτω τριγωνικός * άνω τριγωνικός), γραμμικό σύστημα=2 τριγωνικά, μη ιδιόμορφη περίπτωση PΑ=LDU (P μεταθέσεις γραμμών)



	5η
	7. Αντίστροφοι και ανάστροφοι. (Πηγές: Str 1.6)

Αντίστροφοι: ορισμός, κανόνες, υπολογισμός με στοιχειώδεις μετατροπές (Gauss-Jordan), αντιστρέψιμος = μη ιδιόμορφος, Ανάστροφοι, κανόνες, συμμετρικός πίνακας και η παραγοντοποίηση A=LDLT
8. Διανυσματικοί χώροι και υπόχωροι. (Πηγές: Strang 2.1)

διανυσματικοί χώροι-υπόχωροι: ορισμοί παραδείγματα, Χώρος στηλών του Α και λύσεις γραμμικού συστήματος, Μηδενόχωρος του Α



	6η
	8. (συνέχεια) Διανυσματικοί χώροι και υπόχωροι. (Πηγές: Strang 2.1)

Χώρος στηλών του Α και λύσεις γραμμικού συστήματος, Μηδενόχωρος του Α

9. Λύση m εξισώσεων με n αγνώστους. (Πηγές: Strang 2.2)

γενική κλιμακωτή μορφή, PΑ=LU, στήλες με οδηγούς και χωρίς, ελεύθερες και βασικές μεταβλητές, τάξη πίνακα, λύση ειδική και ομογενούς, διάκριση περιπτώσεων: προϋποθέσεις για ύπαρξη και μονοσήμαντο της λύσης



	7η
	10. Γραμμική ανεξαρτησία, βάσεις και διάσταση. (Πηγές: Strang 2.3)

ορισμός, ανεξαρτησία για στήλες και γραμμές κλιμακωτού πίνακα, έλεγχος ανεξαρτησίας με λύση γραμμικού συστήματος, παραγωγή υπόχωρου, παραγωγή και χώρος στηλών πίνακα, βάση, παραγωγή και στήλες πίνακα με οδηγούς, διάσταση, συμπλήρωση βάσης

11. Οι 4 θεμελιώδεις υπόχωροι. (Πηγές: Strang 2.4)

μηδενόχωρος και χώρος στηλών του Α και του ΑΤ: κατασκευή βάσεων από στοιχεία (στήλες, οδηγούς) της διάσπασης Α=LU.

Θεμελιώδες Θεώρημα της Γραμμικής Άλγεβρας Ι (Διαστάσεις των 4 υποχώρων)



	8η
	12. Γραμμικοί μετασχηματισμοί. (Πηγές: Strang 2.6)

ορισμός, ο πίνακας που αντιστοιχεί σε γραμ. μετασχημ. από Rm στον Rn. 

γινόμενο / αντιστροφή πινάκων = σύνθεση / αντιστροφή απεικονίσεων

Παραδείγματα: στροφή, προβολή, αντανάκλαση. 

13. Ορθογωνιότητα. (Πηγές: Strang 3.1)

Ορθογώνιοι υπόχωροι, ορθογώνιο συμπλήρωμα,  διάσπαση διανύσματος σε άθροισμα από ορθογώνια. 

Θεμελιώδες Θεώρημα της Γραμμικής Άλγεβρας ΙΙ (Ορθογωνιότητα  των 4 υποχώρων)



	9η
	14. Προβολές και προσεγγίσεις ελάχιστων τετραγώνων. (Πηγές: Strang 3.3)

προβολή σε μία και πολλές μεταβλητές, ελάχιστα τετράγωνα, ο πίνακας ΑΤΑ, πίνακας προβολών

15. Ορθογώνιοι πίνακες και Gramm-Schmidt. (Πηγές: Strang 3.4)

ορισμός, αντίστροφος, ισομετρία, πίνακες με ορθοκανονικές στήλες, σχέση με προβολές.



	10η
	15. (συνέχεια) Ορθογώνιοι πίνακες και Gramm-Schmidt. (Πηγές: Strang 3.4)

ορθογωνιοποίηση Gramm-Schmidt,  παραγοντοποίηση A=QR. 

16. Ορίζουσες πίνακα (Πηγές: Strang 4.1-4.3)

εισαγωγή: όγκος παραλληλεπιπέδου, βασικές ιδιότητες, παράγωγες ιδιότητες, ανάπτυξη σε συμπαράγοντες



	11η
	17. Ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα. (Πηγές: Strang 5.1, 5.2)

ορισμός, παραδείγματα, διαγώνια μορφή πίνακα, δυνάμεις πίνακα

18. Διαγώνια μορφή πίνακα (Πηγές: Strang 5.2, 5.5, 5.6)

κατασκευή διαγωνιοποίησης, όμοιοι πίνακες, συμμετρικοί πίνακες: Φασματικό θεώρημα



	12η
	19. Γεωμετρική ερμηνεία γραμμικών μετασχηματισμών (Strang 5.6).
συντεταγμένς ως προς βάση, αλλαγή συντεταγμένων, όμοιοι πίνακες, γεωμετρική ερμηνεία μέσω ομοιότητα με διαγώνιο

	13η
	20. Τετραγωνικές μορφές σε συμμετρικούς πίνακες (Strang 6.2-6.3).
ορισμός, θετική ορισιμότητα, πηλίκο Raleygh, κριτήρια θετικής ορισιμότητας, ελλειψοειδή στις ν διαστάσεις (ισοϋψείς καμπύλες)


Σημειώσεις μαθήματος
1. Στοιχεία και πράξεις στον Rn
Ας θεωρήσουμε το επίπεδο και ένα σύστημα συντεταγμένων με άξονες 
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 καθώς και τα διανύσματα 
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 στο επίπεδο.
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Ας θυμηθούμε ότι διανύσματα που προκύπτουν το ένα από το άλλο με παράλληλη μετατόπιση, έχουν δηλαδή ίδια φορά και μήκος, δε διακρίνονται αλλά θεωρούνται ένα και το αυτό διάνυσμα. Μπορούμε, λοιπόν, πάντα να διαλέγουμε ένα διάνυσμα ως «κανονικό εκπρόσωπο» όλων όσων ταυτίζονται με αυτό, και αυτό θα είναι το διάνυσμα που έχει ως σημείο εκκίνησης την αρχή των αξόνων. Για να προσδιορίσουμε το διάνυσμα 
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 αρκεί λοιπόν να γνωρίζουμε τις συντεταγμένες του σημείου στο οποίο καταλήγει το διάνυσμα, σημείο το οποίο ονομάζουμε 
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Σε κάθε διάνυσμα λοιπόν αντιστοιχεί ένα σημείο και σε κάθε σημείο του επιπέδου ένα διάνυσμα (το διάνυσμα που πάει από την αρχή των αξόνων στο σημείο αυτό).

Όσον αφορά τις μεταξύ τους πράξεις:

Στα μεν διανύσματα έχω δύο πράξεις:

πολλαπλασιασμό διανύσματος με πραγματικό αριθμό, όπου το 
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 ορίζεται ως το διάνυσμα με (λ)-πλάσιο μήκος και ίδια φορά με το 
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 και αντίθετη αν 
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πρόσθεση μεταξύ διανυσμάτων όπου το 
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 προκύπτει από τον κανόνα του παραλληλογράμμου:
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Αντιστοίχως μπορώ να ορίσω πράξεις για τα σημεία 
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 του επιπέδου και να ορίσω ότι τα σημεία του επιπέδου εξοπλισμένα με αυτές τις πράξεις αποτελούν τον 
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Ορισμός: 
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 είναι το σύνολο των δυάδων 
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 πραγματικών αριθμών 
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εφοδιασμένων με τις παρακάτω πράξεις:

- πρόσθεση: Αν 
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 και 
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 ορίζω το άθροισμα 
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]2
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- πολλαπλασιασμό με πραγματικό: Αν 
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 και 
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 τότε ορίζω το γινόμενο 
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]2
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, δηλ. πολλαπλασιάζω και προσθέτω κατά συντεταγμένη.

Οι πράξεις στον 
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 έχουν οριστεί έτσι ώστε η αντιστοιχία που είδαμε μεταξύ διανυσμάτων και στοιχείων του 
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 (σημείων του επιπέδου) να διατηρείται και στα αποτελέσματα των εκάστοτε μεταξύ τους πράξεων.

Έτσι μπορεί να διαπιστώσει κανείς εύκολα ότι: αν 
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 το σημείο που αντιστοιχεί στο διάνυσμα 
[image: image36.wmf]x

r

, τότε το 
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 είναι το σημείο που αντιστοιχεί στο διάνυσμα 
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Το ίδιο ισχύει για το άθροισμα: Το σημείο που αντιστοιχεί στο διάνυσμα 
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 (που προκύπτει από τον κανόνα του παραλληλογράμμου) είναι ακριβώς το 
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Αφού λοιπόν υπάρχει μια πλήρης αντιστοιχία ανάμεσα στα διανύσματα και στα σημεία του επιπέδου (στοιχεία του 
[image: image41.wmf]2
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) καθώς και στο τι μπορώ να κάνω με αυτά (πράξεις), μπορώ να τα ταυτίσω, δηλ. να τα βλέπω σαν δύο όψεις του ίδιου πράγματος, να μη διακρίνω πια μεταξύ διανυσμάτων και 
[image: image42.wmf]2
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.

Οι δύο όψεις είναι η γεωμετρική (διανύσματα) και η αλγεβρική (στοιχεία του 
[image: image43.wmf]2

R

), δηλ. αυτή στην οποία κάνω πράξεις με σύμβολα και αριθμούς.

Η γεωμετρική όψη των πραγμάτων με βοηθάει να φανταστώ καλύτερα ορισμένες ιδιότητες ή καταστάσεις και έτσι να τις κατανοώ καλύτερα.

Η αλγεβρική θεώρηση όμως έχει το πλεονέκτημα ότι μπορώ πιο εύκολα να γενικεύσω και να επεκτείνω αυτά που κάνουμε με διανύσματα σε χώρους περισσότερων διαστάσεων, τον 
[image: image44.wmf]n

R

, στους οποίους δεν έχω γεωμετρική εποπτεία (δεν μπορώ να φανταστώ πάνω από 3 διαστάσεις).

Ωστόσο η γεωμετρική εποπτεία του 
[image: image45.wmf]2
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 και του χώρου (
[image: image46.wmf]3
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) μας βοηθάει (με αναλογίες) να καταλάβουμε ιδιότητες των χώρων περισσότερων διαστάσεων, να αποκτήσουμε μια στοιχειώδη γεωμετρική κατανόηση των όσων αποδεικνύουμε αλγεβρικά σε αυτούς τους χώρους.

Ο Rn
Η αλγεβρική θεώρηση μας επιτρέπει άμεσα να ορίσουμε τέτοιους χώρους κατ’ αναλογία του ορισμού του 
[image: image47.wmf]2
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:
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Ορισμός: Για οποιοδήποτε φυσικό αριθμό 
[image: image48.wmf]nN

Î

 ορίζουμε τον 
[image: image49.wmf]n
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 ως το σύνολο των (διατεταγμένων) n-αδων πραγματικών αριθμών
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(σύμβαση: γράφουμε αυτές τις n-αδες ως στήλες)

- πρόσθεση: Για 
[image: image51.wmf]1
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 ορίζω το άθροισμα 
[image: image53.wmf]xy
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 ως εκείνο το στοιχείο του 
[image: image54.wmf]n
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 που έχει ως συντεταγμένες το άθροισμα των συντεταγμένων των 
[image: image55.wmf]x

 και
[image: image56.wmf]y
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- πολλαπλασιασμός με πραγματικό: Αν 
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Προσθέτουμε και πολλαπλασιάζουμε κατά συντεταγμένες.

Ποιος είναι ο 
[image: image61.wmf]3
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Κανόνες πράξεων στον Rn
Έστω 
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Επίσης για 
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Έχουμε:
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Οι αποδείξεις είναι εύκολες: περνάμε σε συντεταγμένες και εκεί χρησιμοποιούμε αντίστοιχες ιδιότητες πραγματικών αριθμών.

π.χ. τελευταία:
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2. Ευθείες και επίπεδα στον Rn
Ευθεία στον R2
Η ευθεία είναι ένα σύνολο σημείων x. Θέλουμε να περιγράψουμε αυτό το σύνολο με τη μορφή μιας εξίσωσης σημείων/διανθσμάτων. Να πούμε δηλαδή ότι η ευθεία είναι  όλα εκείνα τα σημεία του επιπέδου που οκανοποιούν την τάδε εξίσωση (σημείων/διανυσμάτων)
Ευθεία που διέρχεται από μηδέν .
Για να ορίσω μια ευθεία 
[image: image74.wmf]0

G

 που διέρχεται από την αρχή των αξόνων χρειάζεται άλλο ένα προκαθορισμένο σημείο 
[image: image75.wmf]2
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 από το οποίο να διέρχεται η ευθεία. Όλα τα υπόλοιπα σημεία 
[image: image76.wmf]x

 της ευθείας θα είναι ακριβώς εκείνα τα 
[image: image77.wmf]x

 που γράφονται ως πολλαπλάσια του 
[image: image78.wmf]v
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[image: image1967.wmf]n

R

Ì

Άρα για να είναι ευθεία που διέρχεται από το 0 η 
[image: image80.wmf]0
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 πρέπει να
 υπάρχει 
[image: image81.wmf]{
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Σε αυτή την εξίσωση το ρόλο του 
[image: image82.wmf]v

 μπορεί να τον παίξει και οποιοδήποτε άλλο (αυθαίρετα επιλεγμένο) σημείο της ευθείας.
Το σύνολο των πολλαπλασίων ενός στοιχείου / διανύσματος / σημείου 
[image: image83.wmf]2
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 το γράφουμε και ως 
[image: image84.wmf](
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Δέστε ότι για κάθε συγκεκριμένη τιμή του 
[image: image86.wmf]l

 παίρνω και ένα άλλο συγκεκριμένο σημείο  
[image: image87.wmf]x

 της 
[image: image88.wmf]0
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. Όταν αφήσω το 
[image: image89.wmf]l

 να «τρέχει» στους πραγματικούς αριθμούς τότε το 
[image: image90.wmf]x

 τρέχει πάνω στη 
[image: image91.wmf]0
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 Ευθεία που δε διέρχεται από μηδέν .


Ας προσδιορίσω ορίσω μια ευθεία 
[image: image92.wmf]G

 που δε διέρχεται από την αρχή των αξόνων ως εκείνη που διέρχεται από κάποιο προκαθορισμένο σημείο 
[image: image93.wmf]2
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 και είναι παράλληλη κάποιας 
[image: image94.wmf]0
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 που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  Τότε όλα τα υπόλοιπα σημεία 
[image: image95.wmf]x

 της ευθείας 
[image: image96.wmf]G

 θα είναι ακριβώς εκείνα τα 
[image: image97.wmf]x

 που γράφονται ως άθροισμα κάποιο σημείου 
[image: image98.wmf]00
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Καθώς τα σημεία της 
[image: image100.wmf]0
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 είναι τα πολλαπλάσια κάποιου  
[image: image101.wmf]2
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 μπορούμε να αντικαταστήσουμε αυτή την ιδιότητα στη παραπάνω εξίσωση:
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Τα παραπάνω μπορούν να γραφτούν και ως εξίσωση συνόλων 

[image: image103.wmf](

)

0

=+=+

GaGaSpanv


Δηλαδή: κάθε σημείο της 
[image: image104.wmf]G

 προκύπτει ως άθροισμα κάποιου σημείου της 
[image: image105.wmf]0
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 με το α. Αυτό σημαίνει ότι η 
[image: image106.wmf]G

 προκύπτει από μετατόπιση της 
[image: image107.wmf]0
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 . 

Το ρόλο του α σε αυτές τις εξισώσεις μπορεί να τον παίξει οποιοδήποτε άλλο στοιχείο 
[image: image108.wmf]¢
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 για οποιοδήποτε 
[image: image110.wmf]¢
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Εάν προτιμάμε τώρα να προδιορίσουμε εναλλακτικά την ευθεία 
[image: image111.wmf]G

 ως εκείνη που διέρχεται από δύο σημεία 
[image: image112.wmf]2
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, τότε αυτή θα πρέπει να είναι παράλληλη της ευθείας που διέρχεται από το 0 και το 
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Αν προτιμώ μπορώ να πάρω σε αυτό τον ορισμό οποιαδήποτε δύο (μη ταυτόσημα) σημεία της 
[image: image115.wmf]G
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[image: image117.wmf],

ab


Ευθεία στον Rn
Το υποσύνολο 
[image: image118.wmf]n

GR
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 ονομάζεται ευθεία αν υπάρχουν 
[image: image119.wmf],
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 τέτοια ώστε όλα τα σημεία 
[image: image120.wmf]x

 της 
[image: image121.wmf]G

 να γράφονται ως 
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[image: image123.wmf]l
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γράφω και
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[image: image1971.wmf]2
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Επίπεδο στον R3
Ας θεωρήσουμε διανύσματα στο χώρο, που ακριβώς όπως τα διανύσματα του επιπέδου μπορούν να ταυτιστούν με τα σημεία του επιπέδου, του 
[image: image126.wmf]2

R

, έτσι και τα διανύσματα στο χώρο ταυτίζονται με τα σημεία του χώρου, που περιγράφονται από τον 
[image: image127.wmf]3

R

.

Επίπεδο που διέρχεται από 0

Ας προσπαθήσουμε πάλι να περιγράψουμε με μια εξίσωση τα σημεία του επιπέδου που διέρχονται από το 0 και κάποια σημεία 
[image: image128.wmf]v

 και 
[image: image129.wmf]w

 του χώρου.
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[image: image1981.wmf]p
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[image: image1982.wmf]b


Ένα σημείο 
[image: image130.wmf]x

 αυτού του επιπέδου διακρίνεται από την ιδιότητα ότι μπορώ να το γράψω σαν


[image: image131.wmf]x

 = πολ/σιο του 
[image: image132.wmf]v

 + πολ/σιο του 
[image: image133.wmf]w


ή υπάρχουν κατάλληλα 
[image: image134.wmf]l

 και 
[image: image135.wmf]m

 τέτοια ώστε


[image: image136.wmf]xvw
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Λέμε: το 
[image: image137.wmf]x

 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image138.wmf]v

 & 
[image: image139.wmf]w

 με συντελεστές τα 
[image: image140.wmf],
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.
Για να βεβαιωθώ για την παραπάνω ιδιότητα μπορώ να φέρω παράλληλο του 
[image: image141.wmf]w

 μέσα από το 
[image: image142.wmf]x

. αυτή θα τμήσει κάπου την ευθεία που διέρχεται από το 0 και το 
[image: image143.wmf]v

. Εκεί θα βρίσκεται το ζητούμενο πολλαπλάσιο του 
[image: image144.wmf]v

. Παρομοίως μπορώ να βρω και το πολλαπλάσιο του 
[image: image145.wmf]w

.
Το επίπεδο 
[image: image146.wmf]0
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 δίνεται από το σύνολο των σημείων που έχουν αυτή την ιδιότητα:
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Δηλαδή το 
[image: image148.wmf]0

E

 είναι το σύνολο των γραμμικών συνδυασμών των 
[image: image149.wmf]v

 και 
[image: image150.wmf]w
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Αυτό το σύνολο γράφεται και ως 
[image: image151.wmf](,)
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Δηλαδή 
[image: image152.wmf]0
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Αντίστοιχα με την ευθεία μπορούμε τώρα να πούμε ότι αφήνοντας δύο πραγματικούς αριθμούς 
[image: image153.wmf],
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 να «τρέχουν» πάνω στον R (και χρησιμοποιώντας αυτούς τους δύο ως συντελεστές σε γραμμικούς συνδυασμούς των 
[image: image154.wmf],
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) τα σημεία που παίρνουμε 
[image: image155.wmf]xvw
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 «τρέχουν» πάνω σε ένα επίπεδο (ή απλώνουν ένα επίπεδο, εξού και “Span”).

Και πάλι η γραφή του επιπέδου 
[image: image156.wmf]0
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 ως 
[image: image157.wmf](,)
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 δεν είναι μοναδική: θα μπορούσα στη θέση των 
[image: image158.wmf]v

 & 
[image: image159.wmf]w

 να χρησιμοποιήσω δύο οποιαδήποτε άλλα μη συγγραμικά στοιχεία του 
[image: image160.wmf]0
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.

Επίπεδο που δε διέρχεται από το 0

Έστω 
[image: image161.wmf]'
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 το επίπεδο που διέρχεται από κάποιο 
[image: image162.wmf]a

 και είναι παράλληλο του 
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Τα σημεία του επιπέδου αυτού προκύπτουν αν προσθέσω 
[image: image164.wmf]a

 στα σημεία του 
[image: image165.wmf]0
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.

Αν δηλαδή «μετατοπίσω» το 
[image: image166.wmf]0
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 κατά 
[image: image167.wmf]a

.

[image: image168.wmf]{

}

{

}

3

0

0

3

''',

',:'

=Î=+Î

=+

=Î$Î=++

ExRxxaxE

aE

xRRxavw

lmlm


Σημείωση: Αν θέλω το επίπεδο που περνά από τα σημεία 
[image: image169.wmf]3
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, αυτό θα είναι παράλληλο με το επίπεδο 
[image: image170.wmf](,)
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Σημείωση: Και πάλι η γραφή αυτή δεν είναι μοναδική και οποιαδήποτε 3 άλλα σημεία του επιπέδου θα έδιναν το ίδιο επίπεδο.

Επίπεδο στον Rn
Άμεση είναι η γενίκευση στον ορισμό του επιπέδου στον 
[image: image172.wmf]n

R

:

Ορισμός: Ένα υποσύνολο 
[image: image173.wmf]n
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 ονομάζεται επίπεδο αν υπάρχουν 
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δηλ. το 
[image: image176.wmf]E

 ταυτίζεται με τη μετατόπιση κατά 
[image: image177.wmf]a

 του 
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3. Μήκος, εσωτερικό γινόμενο και ορθογωνιότητα στον Rn
Εσωτερικό γινόμενο

 Έστω 
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Ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο των 
[image: image182.wmf]x

 και 
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Κανόνες πράξεων
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Μήκος
Στον 
[image: image189.wmf]2
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 έχω ότι το μήκος ενός διανύσματος 
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Αυτό όμως ισούται με 
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. Αυτό χρησιμοποιώ ως ορισμό του μήκους και στον 
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Αν 
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Ιδιότητες
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Ορθογωνιότητα

Στον 
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 έχουμε 
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Εφαρμογή: Η ανισότητα Cauchy-Schwartz
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4. Γεωμετρική ερμηνεία συστημάτων γραμμικών εξισώσεων 

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 1.2)
5. Συμβολισμός πινάκων και πράξεις με πίνακες

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 1.4)

Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων σε «πολλούς αγνώστους», όπως για παράδειγμα το παρακάτω:

[image: image241.wmf]123

123

215

4602

xxx

xxx

++=

-+=-


Συνήθως αναρωτιόμαστε ποια 
[image: image242.wmf]1

2

3

x

xx

x

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

 λύνουν ταυτόχρονα και τις δύο εξισώσεις. Αλλά με την επίλυση γραμμικών συστημάτων θα ασχοληθούμε στο επόμενο κεφάλαιο. Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε τα συστήματα ως κίνητρο για να εισάγουμε τους «πίνακες».
Η γενική μορφή ενός συστήματος με 
[image: image243.wmf]m

 εξισώσεις και 
[image: image244.wmf]n

 αγνώστους είναι


[image: image245.wmf]()

*



 EMBED Equation.3  [image: image246.wmf]11112211

21122222

1122

nn

nn

mmmnnn

axaxaxb

axaxaxb

axaxaxb

+++=

ìü

ïï

+++=

ïï

íý

ïï

ïï

+++=

îþ

K

K

M

K


[image: image2002.wmf]1

q

Pb

[image: image2003.wmf]1

q

όπου τα 
[image: image247.wmf]ij

a

 είναι οι συντελεστές των 
[image: image248.wmf]j

x

.

δείκτης γραμμής    δείκτης στήλης

[image: image2004.wmf]1

q

Pb

[image: image2005.wmf]1

q

Pb

[image: image2006.wmf]2

q

[image: image2007.wmf]2

q

Pb

Στο παράδειγμά μας:

[image: image249.wmf]11

a

   
[image: image250.wmf]12

a

   
[image: image251.wmf]13

a

   
[image: image252.wmf]1

b


[image: image2008.wmf]12

(,)

ESpanqq

=

[image: image2009.wmf]1

q

Pb

[image: image2010.wmf]1

q

Pb

[image: image2011.wmf]a

                                    
[image: image253.wmf](

)

123

123

2115

4602

xxx

xxx

++=

+-+=-


                                    
[image: image254.wmf]21

a

     
[image: image255.wmf]22

a

       
[image: image256.wmf]23

a

      
[image: image257.wmf]2

b


Ψάχνω πιο σύντομη γραφή του συστήματος 
[image: image258.wmf]()

*

:

Αν συμβολίσω με 
[image: image259.wmf]1

2

n

n

x

x

xR

x

æö

ç÷

ç÷

=Î

ç÷

ç÷

èø

M

 και με 
[image: image260.wmf]T

i

a

 την «ξαπλωμένη» (εξ ου και το 
[image: image261.wmf]T

 που διαβάζεται «ανάστροφο») i-γραμμή των συντελεστών 
[image: image262.wmf](

)

12

,,,

T

i

iiin

aaaa

=

K

 με 
[image: image263.wmf]in

aR

Î


π.χ. 
[image: image264.wmf](

)

1

2,1,1

T

a

=

 και 
[image: image265.wmf](

)

2

4,6,0

T

a

=-

 

τότε η i-εξίσωση γράφεται 
[image: image266.wmf],

i

i

axb

=

 και το σύστημα γράφεται


[image: image267.wmf]()

*



 EMBED Equation.3  [image: image268.wmf]1

1

2

2

,

,

,

m

m

axb

axb

axb

ìü

=

ïï

ïï

=

ïï

íý

ïï

ïï

=

ïï

îþ

M


Θέλω ακόμα «πιο σύντομη» γραφή του συστήματος. Θέλω να πιάσω όλους τους συντελεστές 
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Επίσης ορίζουμε πολλαπλασιασμό πινάκων μεταξύ τους.
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                Προσθέτει λ-πλάσιο της j-γραμμής στην i-γραμμή.


Από δεξιά
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Προσθέτει λ-πλάσιο της i-στήλης στην j-στήλη.

Πίνακες μεταθέσεων


Έστω 
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 προκύπτει από μοναδιαίο με εναλλαγή i- και j-γραμμής.

Τότε 
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 εναλλάσσει i- & j-γραμμή του 
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6. Γραμμικά Συστήματα: Ο Αλγόριθμος Gauss και η παραγοντοποίηση PA=LDU
(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 1.3 και 1.5)

Έστω το ακόλουθο γραμμικό σύστημα:
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Στόχος: Να βρω τις λύσεις, δηλαδή τα 
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 που ικανοποιούν και τις τρεις εξισώσεις.
Η διαδικασία επίλυσης βασίζεται στην αρχή ότι:
Οι λύσεις του συστήματος δεν αλλάζουν αν

- αλλάξω τη σειρά των εξισώσεων

- πολλαπλασιάσω μία εξίσωση με 
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- προσθέσω σε μία εξίσωση πολλαπλάσιο μίας άλλης εξίσωσης
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Ο αλγόριθμος Gauss προτείνει ένα συγκεκριμένο τρόπο να κάνω τέτοιες «γραμμοπράξεις» ώστε να καταλήξω σε λύση.

Κατ’ αρχάς το σύστημα γράφεται ως 
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 με 
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Αλγόριθμος Gauss
Πρώτα παίρνουμε τον 
[image: image435.wmf]A

 και κολλάμε από δεξιά το 
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.
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. Στο παράδειγμά μας σχηματίζεται ο 
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Ακολούθως κάνουμε γραμμοπράξεις στον «διευρυμένο» 
[image: image439.wmf]A

 με την εξής σειρά:
1ο βήμα:
 Αν 
[image: image440.wmf]11
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 το ονομάζουμε πρώτο οδηγό. Προσθέτουμε κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραμμής (την οποία κρατάμε αναλλοίωτη) στις επόμενες, έτσι ώστε να μηδενιστούν τα στοιχεία κάτω από τον πρώτο οδηγό.

Δηλαδή: στην 
[image: image441.wmf]i

 γραμμή προσθέτω 
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της πρώτης γραμμής.
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2ο βήμα:
 Αν το δεύτερο στοιχείο της διαγωνίου (που προέκυψε μετά το 1ο βήμα) 
[image: image445.wmf]22
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 το ονομάζω δεύτερο οδηγό. Κρατάω τις δύο πρώτες γραμμές και προσθέτω κατάλληλα πολλαπλάσια της δεύτερης γραμμής (της γραμμής του οδηγού!!) στις επόμενες ώστε να μηδενιστούν τα στοιχεία κάτω από το δεύτερο οδηγό.
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Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται (υπό την προϋπόθεση ότι τα διαγώνια στοιχεία που συναντώ είναι 
[image: image448.wmf]0

¹

) μέχρι να φθάσω δεξιά σε άνω τριγωνικό πίνακα (τα στοιχεία κάτω από τη διαγώνιο είναι 
[image: image449.wmf]0

) και πάνω στη διαγώνιο έχει τους οδηγούς. Αυτόν τον ονομάζω 
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.
Στο παράδειγμά μας, όπου ο 
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 είναι 
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 άρκεσαν δύο βήματα. Αν 
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 χρειάζονται 
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 βήματα του Αλγορίθμου Gauss.
Παράλληλα το 
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 έχει μετασχηματιστεί σε κάποιο 
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Οι λύσεις του 
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 είναι ακριβώς οι λύσεις του 
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. Το πλεονέκτημα είναι τώρα ότι μετατρέποντας το σύστημα σε τριγωνικό, μπορούμε να το λύσουμε εύκολα με «ανάδρομη αντικατάσταση»:
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Αντικαθιστώντας την τελευταία στην προτελευταία παίρνουμε:
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και αντικαθιστώντας αυτά στην πρώτη:
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Συμπέρασμα: Αν για κάποιο 
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 πίνακα 
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 κατά την εφαρμογή του Αλγορίθμου Gauss δε συναντήσω μηδενικό και βρω, λοιπόν, ένα πλήρες σύστημα οδηγών (δηλ. 
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 οδηγούς 
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), τότε το σύστημα 
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 θα έχει ακριβώς μία λύση για οποιοδήποτε b. Ονομάζω αυτή την περίπτωση μη – ιδιόμορφη.
Η διάσπαση A=L.U
Στο 1ο βήμα του Gauss μετατρέψαμε με γραμμοπράξεις τον 
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 σε 
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. Οι γραμμοπράξεις αυτές μπορούν να εκφραστούν με πολλαπλασιασμούς του 
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 με στοιχειώδεις πίνακες από αριστερά:
[image: image2120.wmf]||||

x

[image: image2121.wmf]y


[image: image474.wmf]100100

'010210

101001

AA

éùéù

êúêú

=-

êúêú

êúêú

ëûëû



[image: image475.wmf]331

'

ggg

=+

            
[image: image476.wmf]221

'2

ggg

=-


Στο 2ο βήμα πήραμε από τον 
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 τον 
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 πάλι με γραμμοπράξεις
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Συνολικά λοιπόν παίρνουμε:
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Στο γινόμενο 
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'210

111

L

éù

êú

=-

êú

êú

-

ëû

 οι συντελεστές «χάνονται» γενικώς. (Εδώ είναι σύμπτωση ότι κάποιοι διατηρήθηκαν).

Για να αντιστρέψω ένα μετασχηματισμό 
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 αρκεί να τον «ξανακάνω» με αντίθετο πρόσημο του λ: 
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Αν ακυρώσω τον τελευταίο μετασχηματισμό που έκανα παίρνω
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και αν ακυρώσω έναν – έναν και τους υπόλοιπους
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Οι στοιχειώδεις πίνακες εμφανίζονται με ανάποδη σειρά και περιέχουν τα αντίθετα των συντελεστών του αλγορίθμου Gauss.

Αν σχηματίσω τώρα το γινόμενο 
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τα αντίθετα των συντελεστών διατηρούνται στον L και βρίσκονται στην ίδια θέση με το στοιχείο που «μηδένισαν» στον 
[image: image489.wmf]A

 (για να προκύψει ο 
[image: image490.wmf]U
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Αυτό δεν είναι σύμπτωση: αποδεικνύεται ότι ισχύει γενικά. Επομένως:

Αν για κάποιο 
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 πίνακα 
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 κατά τον Αλγόριθμο Gauss δε συναντήσω μηδενικά, αν έχω δηλαδή πλήρες σύστημα οδηγών, τότε θα υπάρχουν
- κάτω τριγωνικός πίνακας 
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 με «1» στη διαγώνιο και τα αντίθετα των συντελεστών κάτω από τη διαγώνιο και

- άνω τριγωνικός 
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 με τους οδηγούς στη διαγώνιο, τέτοιοι ώστε 
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Κατασκευή του L:

Τον φτιάχνω παράλληλα με τον αλγόριθμο Gauss θέτοντας το αντίθετο του συντελεστή που χρησιμοποιώ για να μηδενίσω ένα στοιχείο του 
[image: image498.wmf]A

 στην αντίστοιχη θέση του 
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.

Παράδειγμα:

[image: image500.wmf]20242024

42200228

44200428

642204410

éùéù

êúêú

--

êúêú

®

êúêú

--

êúêú

--

ëûëû




[image: image501.wmf]1000

2100

2010

3001

L

æö

éù

ç÷

êú

ç÷

êú

=

ç÷

êú

ç÷

êú

ç÷

ëû

èø



[image: image502.wmf]2024

0228

0028

0006

éù

êú

--

êú

®

êú

êú

-

ëû




[image: image503.wmf]1000

2100

2210

3201

L

æö

éù

ç÷

êú

ç÷

êú

=

ç÷

êú

ç÷

êú

ç÷

ëû

èø


Επίλυση του Ax=b όταν γνωρίζω τη διάσπαση Α=LU
Αν αφού έχω κάνει τη διάσπαση 
[image: image504.wmf]ALU
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 μου δοθεί η δεξιά πλευρά 
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 του συστήματος, δεν αξίζει να «ξανακάνω» αλγόριθμο Gauss.
Λύνω το σύστημα 
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 στα εξής δύο βήματα:
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1) Βρες 
[image: image510.wmf]:
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2) Βρες 
[image: image512.wmf]:
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Και τα δύο συστήματα είναι τριγωνικά και λύνονται εύκολα.

π.χ. Να λυθεί το 
[image: image514.wmf]1
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1) Βρες 
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 EMBED Equation.3  [image: image521.wmf]3
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2) Βρες 
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 EMBED Equation.3  [image: image528.wmf]1

3

8

x

=


Παρατήρηση: Η παραγοντοποίηση Α=LDU είναι μοναδική

Δηλαδή αν υπήρχαν δύο τέτοιες διασπάσεις 
[image: image529.wmf]111
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[image: image530.wmf]222
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 με 
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 κάτω τριγωνικούς με «1» στη διαγώνιο, 
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 διαγώνιους και 
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 πάνω τριγωνικούς με «1» στη διαγώνιο, τότε αυτές θα πρέπει να είναι ταυτόσημες:
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Αν εμφανιστεί μηδενικό

Υπάρχουν δύο περιπτώσεις, η «θεραπεύσιμη» και η «μη – θεραπεύσιμη».

Θεραπεύσιμη π.χ. 
[image: image537.wmf]111111111
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Μπορώ με εναλλαγή γραμμών να φέρω στην θέση που μ’ ενδιαφέρει μη μηδενικό στοιχείο και να το κάνω οδηγό.

Αν μπορώ κατ’ αυτό τον τρόπο να έχω ένα πλήρες σύστημα οδηγών (
[image: image538.wmf]n

   οδηγούς 
[image: image539.wmf]0

¹

) βρίσκομαι στην μη – ιδιόμορφη περίπτωση: υπάρχει ακριβώς μία λύση για οποιαδήποτε δεξιά πλευρά.
Σημείωση: Αν γνώριζα από πριν τις αναγκαίες εναλλαγές γραμμών θα μπορούσα να τις είχα κάνει εξ’ αρχής και να κάνω μετά τον αλγόριθμο Gauss χωρίς να συναντήσω 
[image: image540.wmf]0

. 
[image: image541.wmf]Þ

 Υπάρχει πίνακας μεταθέσεων 
[image: image542.wmf]P

 τέτοιος που 
[image: image543.wmf]PALU
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.
Μη – θεραπεύσιμη Όταν όλη η στήλη δεξιά κάτω από τον προηγούμενο οδηγό είναι γεμάτη 
[image: image544.wmf]0

. Άρα δεν μπορώ με εναλλαγή γραμμών να φέρω μη – μηδενικό στοιχείο στη θέση του οδηγού.
π.χ. 
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Τότε βρίσκομαι στην ιδιόμορφη περίπτωση: Καμμία αναδιάταξη γραμμών δεν παράγει πλήρες σύστημα οδηγών.

Στην ιδιόμορφη περίπτωση το αν θα υπάρχουν λύσεις και πόσες εξαρτάται από τη δεξιά πλευρά.

Αν η μετασχηματισμένη δεξιά πλευρά στο παραπάνω παράδειγμα ήταν 
[image: image546.wmf]6
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 οι δύο τελευταίες εξισώσεις θα ήταν συμβατές (
[image: image547.wmf]3
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) αλλά θα είχα άπειρες λύσεις γιατί το 
[image: image548.wmf]2
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 είναι ελεύθερο.

Αν η δεξιά πλευρά ήταν 
[image: image549.wmf]6
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 οι δύο τελευταίες εξισώσεις θα ήταν μη συμβατές και δεν θα είχα καμμία λύση.

Στην ιδιόμορφη περίπτωση έχω καμμία ή άπειρες λύσεις.

Επιπτώσεις εναλλαγής γραμμών στη κατασκευή του L
(Βλέπε σημειώσεις από το μάθημα και πηγή)
7. Αντίστροφοι και Ανάστροφοι Πίνακες

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 1.6)
Αντίστοφοι πίνακες
[image: image2127.wmf]a
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Έστω ο στοιχειώδης 
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 πίνακας 
[image: image551.wmf]100

010

()

001

ij

E

l

l

éù

êú

êú

=

êú

êú

ëû

K

O

MOOM

K

 

Γνωρίζουμε ότι 
[image: image552.wmf]()
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 προσθέτει την λ-πλάσια της j-συντεταγμένης στην i-συντεταγμένη του 
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Αν τώρα πολλαπλασιάσουμε το αποτέλεσμα με 
[image: image555.wmf]()
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 ξανα-ακυρώνουμε τον μετασχηματισμό που διενήργησε η 
[image: image556.wmf]()
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 και γυρνάμε στο αρχικό 
[image: image557.wmf]x

. Δηλαδή
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Αυτή είναι και η ιδιότητα μέσω της οποίας θα ορίσουμε τον αντίστροφο, 
[image: image559.wmf]1
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, ενός πίνακα 
[image: image560.wmf]A

. Εάν υπάρχει αντίστροφος αυτός θα έχει την ιδιότητα ότι
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[image: image562.wmf]n
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και επομένως 
[image: image563.wmf]1
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Σημείωση: Αντίστροφος δεν υπάρχει για κάθε πίνακα 
[image: image564.wmf]A

: Έστω ένας πίνακας 
[image: image565.wmf]A

 ιδιόμορφος. Τότε θα υπάρχει 
[image: image566.wmf]0

x

¹

 με 
[image: image567.wmf]0
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. Εδώ όμως δεν υπάρχει πίνακας που πολλαπλασιάζει το 
[image: image568.wmf]Ax

 και ξαναγυρνάμε στο 
[image: image569.wmf]x

 διότι: 
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Ορισμός (αντίστροφος πίνακας): Ένας 
[image: image571.wmf]nn
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 πίνακας 
[image: image572.wmf]A

 λέγεται αντιστρέψιμος εάν υπάρχει πίνακας 
[image: image573.wmf]B

 τέτοιος που 
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 δεξιός αντίστροφος) και 
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 (
[image: image577.wmf]B

 αριστερός αντίστροφος).

Εάν υπάρχει είναι μοναδικός και συμβολίζεται με 
[image: image578.wmf]1
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Παράδειγμα:
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Σημείωση:

1) Από τον ορισμό προκύπτει ότι 
[image: image582.wmf]11
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2) Αν ο 
[image: image583.wmf]A

 έχει δεξιό αντίστροφο 
[image: image584.wmf]C

 και αριστερό 
[image: image585.wmf]B

 τότε πρέπει να ταυτίζονται και ο 
[image: image586.wmf]A

 είναι αντιστρέψιμος!

Διότι: 
[image: image587.wmf]()()

BBIBACBACICC

=×=××=××=×=


Κανόνας: Αν 
[image: image588.wmf]A

, 
[image: image589.wmf]B

 αντιστρέψιμοι (υποθέτω ότι υπάρχουν 
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 αντιστρέψιμος και


[image: image593.wmf]111

()

ABBA

---

×=×

.

[image: image2129.wmf]G


Απόδειξη: 
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     παρομοίως
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Γενικότερα: 
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 αν 
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 αντιστρέψιμοι.

Μέθοδος υπολογισμού του αντιστρόφου (Αλγόριθμος Gauss Jordan)

Έστω 
[image: image605.wmf]A

 έχει 
[image: image606.wmf]n

 οδηγούς. Θα δείξουμε πώς μπορούμε να υπολογίσουμε τον 
[image: image607.wmf]1
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 σε αυτή την περίπτωση.

Ας συμβολίσουμε την i-στήλη του 
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 (διάνυσμα, όχι αριθμός!)
Ας συμβολίσουμε επιπλέον με 
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. Δηλαδή 
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Η εξίσωση που ορίζει τον 
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[image: image615.wmf]1

AAI

-

×=


ή ισοδύναμα


[image: image616.wmf]1,,

ii

Axe

in

=

=

K


Δηλαδή:
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Άρα: έχω 
[image: image617.wmf]n

 γραμμικά συστήματα. Από το πρώτο μπορώ να βρω το 
[image: image618.wmf]1
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, από το δεύτερο το 
[image: image619.wmf]2

x

, κλπ.

[image: image2142.wmf]w

Πώς: Αντί να κάνω Gauss για κάθε σύστημα ξεχωριστά, κολλάω όλες τις δεξιές πλευρές δεξιά από τον 
[image: image620.wmf]A

 και κάνω Gauss σε όλες μαζί:
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π.χ. Βρες τον αντίστροφο του 
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[image: image2149.wmf]v
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Εδώ θα μπορούσα να πάρω τα συστήματα 
[image: image628.wmf]'
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[image: image629.wmf]'

i

l

 η i-στήλη του 
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) και να λύσω το καθένα από αυτά με ανάδρομη αντικατάσταση.

Ωστόσο, τώρα που έχω πολλές δεξιές πλευρές για τον ίδιο 
[image: image631.wmf]U

 συμφέρει να κάνω κάτι άλλο:

Να συνεχίσω τους γραμμομετασχηματισμούς μέχρι αριστερά να εμφανιστεί ο ταυτοτικός (πώς; βλέπε παρακάτω) *
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Τότε τα συστήματα διαβάζονται 
[image: image633.wmf]ii

Ixk

×=

 και επομένως η i-στήλη του 
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 είναι η i-στήλη του 
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 δηλαδή 
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. Τελείωσα!

Πώς * : με ανάποδη απαλοιφή Gauss.

Βήμα 1ο: Προσθέτω πολλαπλάσια της τελευταίας γραμμής στις προηγούμενες έτσι ώστε να μηδενιστούν τα στοιχεία πάνω από τον τελευταίο οδηγό.

Βήμα 2ο: Προσθέτω πολλαπλάσια της προτελευταίας γραμμής στις προηγούμενες έτσι ώστε να μηδενιστούν τα στοιχεία πάνω από τον προτελευταίο οδηγό.


[image: image637.wmf]M


Μέχρι να φθάσω αριστερά σε διαγώνιο πίνακα.

Τέλος: Διαιρώ κάθε γραμμή με στοιχείο της διαγωνίου του αριστερού πίνακα, οπότε αριστερά παίρνω τον ταυτοτικό.
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Σημείωση: Δείξαμε ότι αν 
[image: image641.wmf]A

 μη – ιδιόμορφος 
[image: image642.wmf]Þ

 υπάρχει δεξιός αντίστροφος.

Όμως η κατασκευή εξασφαλίζει ότι θα υπάρχει και αριστερός και άρα ο 
[image: image643.wmf]A

 είναι αντιστρέψιμος και ο 
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 αυτός που φτιάξαμε.

Μπορεί κανείς να δείξει και το ανάποδο.

Αν 
[image: image645.wmf]A

 αντιστρέψιμος 
[image: image646.wmf]Þ

 μη – ιδιόμορφος 

και άρα: Αντιστρέψιμοι πίνακες είναι ακριβώς οι μη – ιδιόμορφοι.

Ανάστροφοι πίνακες

Αν 
[image: image647.wmf]A

 ένας 
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 πίνακας, τότε ως 
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 ορίζεται ο 
[image: image650.wmf]nm

´

 πίνακας που προκύπτει αν στον 
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 εναλλάξω γραμμές και στήλες:

Η πρώτη γραμμή του 
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 γίνεται πρώτη στήλη του 
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Δηλαδή 
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π.χ. 
[image: image655.wmf]20
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Επίσης: Ο 
[image: image656.wmf]T
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 προκύπτει αν στον 
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 καθρεφτίσω τα στοιχεία στην κύρια διαγώνιο (
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Ισχύουν οι εξής κανόνες:

· 
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 (θέλει λίγη δουλίτσα, αλλά μόνο ορισμοί...)
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Απόδειξη του τελευταίου:

Έχουμε 
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παίρνουμε ανάστροφα 
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κανόνας 
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Αυτός είναι ορισμός του αντιστρόφου του 
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 με 
[image: image672.wmf]TT
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Άρα ο 
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 δηλαδή ο 
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Ορισμός: Ένας 
[image: image676.wmf]nn
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 πίνακας 
[image: image677.wmf]A

 λέγεται συμμετρικός.
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 EMBED Equation.3  [image: image679.wmf]T
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δηλ. τα συμμετρικά ως προς την κύρια διαγώνιο στοιχεία ταυτίζονται.

Πρόταση: Αν 
[image: image680.wmf]A

 συμμετρικός και αντιστρέψιμος τότε 
[image: image681.wmf]1
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 συμμετρικός.
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Απόδειξη: Δείξτε 
[image: image682.wmf]11
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Αλλά έχουμε 
[image: image683.wmf]11
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 και αφού 
[image: image684.wmf]A

 συμμετρικός (άρα 
[image: image685.wmf]T
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) το τελευταίο είναι ίσο με 
[image: image686.wmf]1
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. OK
Διάσπαση Cholesky
Προσοχή: Αν 
[image: image687.wmf]A

, 
[image: image688.wmf]B

 συμμετρικοί μπορεί ο 
[image: image689.wmf]AB
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 να μην είναι συμμετρικός, καθώς 
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8. Διανυσματικοί χώροι και υπόχωροι

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.1)
Οι 
[image: image695.wmf]n

R

 που γνωρίσαμε είναι σύνολα εφοδιασμένα με πρόσθεση 
[image: image696.wmf](,:)
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 και πολλαπλασιασμό με πραγματικό αριθμό 
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Γι’ αυτές τις πράξεις ισχύει ένα σύνολο κανόνων:

1) 
[image: image698.wmf]xyyx
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Ορισμός: Ένα σύνολο 
[image: image709.wmf]V

 εφοδιασμένο με μια πράξη + (πρόσθεση) και ένα πολλαπλασιασμό με πραγματικό αριθμό, τέτοιους ώστε να ισχύουν οι παραπάνω κανόνες λέγεται διανυσματικός χώρος.

Η έννοια του διανυσματικού χώρου είναι τόσο γενική που συμπεριλαμβάνει χώρους όπως: 
[image: image710.wmf]{
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το σύνολο των πραγματικών συναρτήσεων 
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 ή 
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το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων
[image: image715.wmf]}

 ή 
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το σύνολο των πολυωνύμων βαθμού 
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[image: image718.wmf]n
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 ως διανυσματικούς χώρους.

Υπόχωροι

Ορισμός: Έστω 
[image: image719.wmf]V

 ένας διανυσματικός χώρος και 
[image: image720.wmf]UV
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 με 
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 και 
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Τότε 
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 ονομάζεται υπόχωρος του 
[image: image727.wmf]V
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Σημείωση:
· Το 
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· Ο πιο μικρός υπόχωρος του 
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 είναι ο 
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· Ο πιο μεγάλος υπόχωρος του 
[image: image732.wmf]V

 είναι ο 
[image: image733.wmf]V
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Παραδείγματα:

Είναι υπόχωροι οι παρακάτω:

· στον 
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   ΟΧΙ διότι αν 
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    ΟΧΙ διότι 
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ΝΑΙ διότι: 
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και 
[image: image746.wmf]()
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 ή 
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 ευθεία που δε διέρχεται από 0.

ΟΧΙ διότι δεν περιέχει το 0.

· στον 
[image: image749.wmf]3
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: επίπεδο που διέρχεται από 0.
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 ΝΑΙ (βλ. παρακάτω) και γενικότερα στον 
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 υπόχωρος

Απόδειξη: Αν 
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Χώρος στηλών ενός mxn πίνακα

π.χ. 
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Ψάχνουμε όλα τα 
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 για τα οποία ισχύει: το σύστημα 
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Στο παράδειγμά μου, λοιπόν, τα 
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 με αυτή την ιδιότητα είναι τα σημεία του επιπέδου που περνά από το 0, το 
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Γενικώς: Αν 
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 ένας 
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 πίνακας τότε χώρος στηλών του είναι το σύνολο των 
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Ο χώρος αυτός ταυτίζεται με το 
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 των στηλών του πίνακα. Συμβολίζεται με 
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Είναι υπόχωρος, καθώς γράφεται ως 
[image: image777.wmf]Span

 κάποιων διανυσμάτων του 
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R

.

Ο Μηδενόχωρος του Α ( mxn)

Ορισμός: Το σύνολο των 
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Απόδειξη: (Είναι υπόχωρος)

· [image: image2169.wmf]x

l

r

[image: image2170.wmf]x

r

Αν 
[image: image783.wmf](

)

0

xNAAx

ÎÞ=



[image: image784.wmf](

)

''0

xNAAx

ÎÞ=


· 
[image: image785.wmf](

)

(

)

(

)

00

xNAAxAxAxxNA

lll

ÎÞ=Þ×=×=ÞÎ


π.χ. 
· αν 
[image: image786.wmf][

]

54

A

=

 το 
[image: image787.wmf]1212

4

0540

5

Axxxxx

=Û+=Û=-

. Άρα ο 
[image: image788.wmf](

)

NA

 αποτελείται από όλα τα 
[image: image789.wmf]1

2

x

x

x

æö

=

ç÷

èø

 της μορφής 
[image: image790.wmf]2

2

2

4

4

5

5

1

x

x

x

æö

æö

-

-

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

.

Είναι δηλαδή μια ευθεία που περνά από το 0 και το 
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 9. Η λύση m εξισώσεων με n αγνώστους

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.2)
Ψάχνουμε το σύνολο των λύσεων ενός συστήματος 
[image: image794.wmf]Axb
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 όπου 
[image: image795.wmf]mn
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Όπως και στην 
[image: image798.wmf]nn
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 περίπτωση: οι λύσεις δεν αλλάζουν αν κάνω γραμμομετασχηματισμούς στον 
[image: image799.wmf]A

 και στο 
[image: image800.wmf]b

 ταυτόχρονα.

Εφαρμόζοντας αλγόριθμο Gauss φθάνουμε τώρα όχι σε άνω τριγωνικό 
[image: image801.wmf]U

, αλλά σε «κλιμακωτό» 
[image: image802.wmf]U

, όπου η μη-θεραπεύσιμη περίπτωση (συναντάω 0 από τα οποία δεν μπορώ να απαλλαγώ) είναι ο κανόνας.

Παράδειγμα:
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[image: image2173.wmf]1
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Οι οδηγοί δεν είναι πια πάνω στη διαγώνιο, αλλά το πλησιέστερο μη-μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής, τέτοιο που τα πλησιέστερα μηδενικά να έχουν από κάτω τους στήλη μηδενικών.

Κατά τα άλλα λειτουργώ όπως στην 
[image: image804.wmf]nn

´

 περίπτωση: σε κάθε βήμα προσθέτω πολλαπλάσια της γραμμής του οδηγού στις από κάτω της, ώστε να μηδενιστούν τα στοιχεία κάτω από τον οδηγό.

Έτσι φθάνω σε κλιμακωτό πίνακα του οποίου η γενική μορφή έχει ως εξής:

[image: image2175.wmf]x
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[image: image2184.wmf]v

[image: image2185.wmf]b

[image: image2186.wmf]a


Με γενικά χαρακτηριστικά:

· Πρώτες έρχονται οι μη-μηδενικές γραμμές και τελευταίες οι γραμμές που είναι γεμάτες μηδέν.

· Πρώτο μη-μηδενικό στοιχείο κάθε μη-μηδενικής γραμμής ονομάζεται οδηγός.

· Κάτω από κάθε οδηγό έχει στήλη μηδενικών.

· Κάθε οδηγός στα δεξιά του οδηγού προηγούμενων γραμμών.

Όπως στη 
[image: image806.wmf]nxn

περίπτωση μπορεί να δείξει λοιπίν κιανείς ότι:

Αν Α 
[image: image807.wmf]mxn

 τότε θα υπάρχουν 
[image: image808.wmf]mxm

 κάτω τριγωνικός L  με “1”  στη διαγώνιο και 
[image: image809.wmf]mxm

 πίνακας μεταθέσεων P, καθώς και 
[image: image810.wmf]mxn

 κλιμακωτός U τέτοιοι ώστε 
[image: image811.wmf]PALU
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.
Προσοχή στις διαστάσεις: ο U έχει τις ίδιες με τον Α!, ενώ ο P και ο L είναι και οι δύο τετραγωνικοί με διαστάσεις τέτοιες που να μπορώ να πολ/σω τους Α και Θ από αριστερά: γραμμές του Α επί γραμμές του Α

Προσοχή στη κατασκευήτου L: o L περιέχει πάλι τα αντίθετα των συντελεστών, αλλά όχι στη θέση του στοιχείου που μηδενίζανε! Τώρα είναι μεν στη «σωστή» γραμμή ο καθένας, αλλά στην κ-στήλη (κάτω από τον κ-«1») μπαίνουν οι συντελεστές που χρησιμοποιήθηκαν με τον κ-οδηγό (ακόμα και αν αυτός δεν ήταν στη κ-στήλη), 
Λύσεις του Ax=0
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. Το σύστημα λέγεται τότε «ομογενές».)

Κατ’ αρχάς 
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, όπου 
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 ο κλιμακωτός στον οποίο φθάνουμε με αλγόριθμο Gauss.
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· Κάθε μεταβλητή αντιστοιχεί σε μία στήλη του 
[image: image817.wmf]U

. Οι μεταβλητές που αντιστοιχούν σε στήλη που δεν έχει οδηγό ονομάζονται ελεύθερες, οι άλλες βασικές. Εδώ: βασικές: 
[image: image818.wmf]13
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xx

, ελεύθερες: 
[image: image819.wmf]24
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xx

.

· Κάθε μη-μηδενική γραμμή του 
[image: image820.wmf]U

 αντιστοιχεί σε μία εξίσωση. Λύσε τις έτσι ώστε σε όλες να εκφράζονται οι βασικές μεταβλητές συναρτήσει των ελεύθερων. (Δηλ.: αριστερά του “=” μόνο βασικές, δεξιά του “=” μόνο ελεύθερες).

Εδώ: 
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· Λύσεις: τα 
[image: image825.wmf]x

 της μορφής: οι ελεύθερες ως έχουν, οι βασικές συναρτήσει των ελεύθερων.

Εδώ: Όλα τα 
[image: image826.wmf]x

 που γράφονται ως
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Άρα 
[image: image828.wmf]{

λύσεις της 
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Γενικώς:
· Φτιάχνω τόσα διανύσματα 
[image: image830.wmf]1
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 όσα έχω ελεύθερες μεταβλητές.

· Σε καθένα από αυτά έχω «θέσεις» ελεύθερων και βασικών μεταβλητών. Τις ελεύθερες τις γεμίζω με 0/1 έτσι ώστε σε κάθε 
[image: image831.wmf]j

v

 να έχω ένα “1” και κάθε ελεύθερη να έχει κάπου ένα «1»
· Για κάθε 
[image: image832.wmf]j

v

 έχω δώσει τιμές στις ελεύθερες. Με αυτές τις τιμές μπαίνω στις εξισώσεις και βρίσκω τις τιμές των βασικών.

· Τέλος: 
[image: image833.wmf]{

λύσεις της 
[image: image834.wmf]}
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π.χ. 1 εξίσωση: 
[image: image835.wmf]234234

202

xxxxxx

++=Þ=--


       βασική: 
[image: image836.wmf]2
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, ελεύθερες: 
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λύσεις της 
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Με τους ίδιους γραμμομετασχηματισμούς στο 
[image: image840.wmf]b

 όπως στο 
[image: image841.wmf]A

, το 
[image: image842.wmf]b

 μεταβάλλεται σε κάποιο 
[image: image843.wmf]c

.
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Στην περίπτωσή μας: 
[image: image845.wmf]1111
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Κατ’ αρχάς: Για να υπάρχουν λύσεις πρέπει το 
[image: image846.wmf]b

 να είναι τέτοιο ώστε για το 
[image: image847.wmf]c

 που προκύπτει οι συντεταγμένες που αντιστοιχούν στις μηδενικές γραμμές του 
[image: image848.wmf]U

 να είναι ίσες με 0.

Εδώ: 
[image: image849.wmf]3321
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Δηλαδή: το σύνολο των εφικτών b (, που εξ ορισμού είναι το span των στηλών,) δεν είναι όλος ο 
[image: image850.wmf]3
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, αλλά μόνο εκείναι τα b που ικανοποιούν τον παραπάνω περιορισμό. Αυτός μας λέει ότι πρόκειται για τα b που είναι κάθετα στο 
[image: image851.wmf](
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. Πρόκειται λοιπόν για ένα επίπεδο στον 
[image: image852.wmf]3
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 που περνά από το 0. Αυτό το ξέραμε και λόγω του ότι δυο από τις στήλες του Α είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων. Άρα των span των στηλών στην ουσία είναι span δύο στηλών, άρα επίπεδο.

Γενικώς: Αν 
[image: image853.wmf]r

 οδηγοί 
[image: image854.wmf]mr
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 μηδενικές γραμμές. Άρα χρειάζομαι
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Αν αυτοί οι περιορισμοί πληρούνται έχω λύσεις. Ποιες είναι αυτές;

π.χ. 
[image: image856.wmf]11
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· Πάλι λύνω τις εξισώσεις που αντιστοιχούν στις μη-μηδενικές γραμμές του 
[image: image857.wmf]U

 ώστε να εκφράσω τις βασικές συναρτήσει των ελεύθερων.


[image: image858.wmf]1234

34

3321

313

xxxx

xx

+++=

+=



 EMBED Equation.3  [image: image859.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image860.wmf]34
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· Άρα λύσεις τα 
[image: image861.wmf]x

 της μορφής
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Άρα: 
[image: image863.wmf]{

οι λύσεις της 
[image: image864.wmf]}
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 EMBED Equation.3  [image: image865.wmf]ή
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 + 
[image: image866.wmf]{

λύσεις της 
[image: image867.wmf]}
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Σημείωση: Το ρόλο της 
[image: image868.wmf]ή

x

eidikV

 εδώ τον έπαιξε η λύση για την οποία ελεύθερες μεταβλητές = 0. Ωστόσο οποιαδήποτε άλλη λύση της 
[image: image869.wmf]Axb

=

 μπορεί να παίξει το ρόλο της 
[image: image870.wmf]ή

x

eidikV

.

Σημείωση: Οι λύσεις της 
[image: image871.wmf]Axb
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 είναι ο κατά 
[image: image872.wmf]ή
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 «μετατοπισμένος» μηδενόχωρος του 
[image: image873.wmf]A

.
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 Οι λύσεις της 
[image: image875.wmf]Axb
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 δεν είναι υπόχωρος.

Συμπεράσματα:

[image: image2205.wmf]1
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Έστω 
[image: image876.wmf]r
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 αριθμός οδηγών 
[image: image877.wmf]nr
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 ελεύθερες μεταβλητές και 
[image: image878.wmf]mr
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 μηδενικές γραμμές του 
[image: image879.wmf]U

.
Αν 
[image: image880.wmf]mr
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Αν υπάρχουν λύσεις:
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÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

n

B

q

q

...

1


και 
[image: image881.wmf]mr
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10. Γραμμική ανεξαρτησία, βάσεις και διάσταση

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.3)

Γραμμική Ανεξαρτησία

Έστω k στοιχεία ενός διανυσματικού χώρου V: 
[image: image882.wmf]1
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. Τότε για οποιαδήποτε 
[image: image883.wmf]1
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 έχουμε 
[image: image884.wmf]11
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Επίσης:

Αν 
[image: image885.wmf]111
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Ανεξαρτησία των 
[image: image886.wmf]{
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 έχουμε αν αυτός είναι ο μόνος γραμμικός συνδυασμός τους που ισούται με 0.

Ορισμός: 
[image: image887.wmf]{

}

1

,...,

k

vvV

Î

 ανεξάρτητα

[image: image888.wmf]Û


αν από 
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 έπεται ότι: 
[image: image890.wmf]12

...0

k

lll

====

.

Παρατήρηση: 
[image: image891.wmf]{
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 ανεξάρτητα ισοδυναμεί με: 
Δε μπορώ να γράψω ένα από αυτά ως γραμμικό συνδυασμό των υπολοίπων.

π.χ. αν 
[image: image892.wmf]122122
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 ενώ 
[image: image893.wmf]0
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Παραδείγματα:

· 
[image: image894.wmf],
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 εξαρτημένα 
[image: image895.wmf],
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 συγγραμικά.

· 
[image: image896.wmf],,
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 εξαρτημένα 
[image: image897.wmf]Û

 κάποιο από αυτά ανήκει στο επίπεδο που δίνουν τα άλλα δύο και το 0: π.χ. 
[image: image898.wmf](,)
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· Αν κάποιο από τα 
[image: image899.wmf]0
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, τότε εξαρτημένα.
· Οι στήλες τριγωνικού πίνακα με μη μηδενικά στοιχεία στη διαγώνιο είναι ανεξάρτητες:
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Τελευταία εξίσωση 
[image: image901.wmf]0
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Αντικαθιστώ αυτό στην προτελευταία 
[image: image902.wmf]1
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[image: image903.wmf]M


· Παρομοίως για τις γραμμές τριγωνικού πίνακα,

· [image: image2207.wmf](
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καθώς και για τις γραμμές (ή τις στήλες) κλιμακωτού που περιέχουν οδηγούς.

[image: image2208.wmf]1
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Μέθοδος για να ελέγξω αν 
[image: image904.wmf]1
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 είναι ανεξάρτητα

Σχηματίζω τον 
[image: image905.wmf]nn
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 πίνακα 
[image: image906.wmf][
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 και βρίσκω τον μηδενόχωρο 
[image: image907.wmf]()
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. Αν αυτός αποτελείται μόνο από 
[image: image908.wmf]{
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, τα 
[image: image909.wmf]1
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 είναι ανεξάρτητα. (Δηλαδή όταν δεν έχω ελεύθερες μεταβλητές).

Διότι: 


[image: image910.wmf]00
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ισοδυναμεί με:


[image: image911.wmf]1

11

...0...0

nnn

xvxvxx

++=Þ===


που είναι ακριβώς ορισμός της ανεξαρτησίας.

Παράγοντας ένα υπόχωρο

Ορισμός. Ένα σύνολο διανυσμάτων 
[image: image912.wmf]{
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 παράγει ένα υπόχωρο 
[image: image913.wmf]U

 όταν οποιοδήποτε στοιχείο του 
[image: image914.wmf]U

 γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image915.wmf]1
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Τότε θα έχουμε : 


[image: image916.wmf]1
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Παρατήρηση: Ένα στοιχείο του 
[image: image917.wmf]U

 μπορεί να γράφεται με (ενδεχομένως) διαφορετικούς τρόπους ως γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image918.wmf]1
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π.χ.
· Έστω 
[image: image919.wmf]&

vw

 δύο συγγραμικά διανύσματα και 
[image: image920.wmf](,)

USpanvw
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. Τότε οποιοδήποτε 
[image: image921.wmf]xU

Î

 γράφεται είτε ως πολλαπλάσιο του 
[image: image922.wmf]v

, είτε ως πολλαπλάσιο του 
[image: image923.wmf]w

 (είτε και με άλλους άπειρους τρόπους).

· Παρομοίως αν 
[image: image924.wmf],,

vwz

 ανήκουν στο ίδιο επίπεδο που περνά από 0 και 
[image: image925.wmf](,,)
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Ορισμός: Βάση ενός υπόχωρου 
[image: image926.wmf]U

 ονομάζεται ένα σύνολο διανυσμάτων 
[image: image927.wmf]{
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 που έχουν τις εξής δύο ιδιότητες:
1) Είναι ανεξάρτητα

2) Παράγουν τον 
[image: image928.wmf]U

.

Σημείωση: 

Ένα 
[image: image929.wmf]vU

Î

 γράφεται με μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός της βάσης.
Για κάθε υπόχωρο υπάρχουν άπειρες βάσεις.

π.χ. 
· Αν 
[image: image930.wmf]U

 ένα επίπεδο: τότε οποιαδήποτε δύο μη – συγγραμικά διανύσματα είναι βάση του.

· Οι στήλες ενός μη – ιδιόμορφου 
[image: image931.wmf]nn

´

 πίνακα είναι βάση του  
[image: image932.wmf]n
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:

Διότι: 
Το 
[image: image933.wmf]Axb

=

 έχει πάντα λύση  (άρα παράγουν) και 


Το 
[image: image934.wmf]0

Ax
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 μόνο τη μηδενική (άρα είναι ανεξάρτητες)
Διάσταση

Πρόταση και ορισμός: Δύο βάσεις ενός υπόχωρου έχουν τον ίδιο αριθμό διανυσμάτων, τη διάσταση του 
[image: image935.wmf]U

 (που επομένως χαρακτηρίζει τον 
[image: image936.wmf]U

). Γράφουμε 
[image: image937.wmf]dim()

U

.

Απόδειξη. Βλέπε σημειώσεις από μάθημα και πηγή
Αποδεικνύεται ότι : 

Αν η διάσταση του 
[image: image938.wmf]Vk

=

, τότε

· αν έχω περισσότερα από 
[image: image939.wmf]k

 διανύσματα: θα είναι εξαρτημένα

· αν έχω λιγότερα από 
[image: image940.wmf]k

: δεν θα παράγουν τον 
[image: image941.wmf]V


· αν έχω περισσότερα από 
[image: image942.wmf]k

, και αυτά παράγουν τον 
[image: image943.wmf]V

, τότε αποκλείοντας μερικά (κατάλληλα) φθάνω σε βάση

· αν έχω λιγότερα από 
[image: image944.wmf]k

, και αυτά είναι ανεξάρτητα, τότε μπορώ να συμπληρώσω σε βάση

· αν έχω ακριβώς 
[image: image945.wmf]k

, τότε ανεξαρτησία 
[image: image946.wmf]Þ

 παραγωγή και παραγωγή 
[image: image947.wmf]Þ

 ανεξαρτησία: αν έχω τη μία ιδιότητα θα έχω και την άλλη.

11. Οι τέσσερις θεμελιώδεις υπόχωροι 

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.4)

(Βλέπε σημειώσεις από το μάθημα και πηγή)
(Τα παρακάτω για «Βάση N(A)» και «Βάση του χώρου στηλών» είναι μόνο μέρος)
Παράδειγμα: Βάση N(A) 

Λύσε 
[image: image948.wmf]00
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, 
[image: image949.wmf]r

 οδηγοί.

Βάση: τα 
[image: image950.wmf]mr
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 διανύσματα που προκύπτουν αν θέσω τις ελεύθερες μεταβλητές διαδοχικά 0 και 1.

Διότι: Προφανώς παράγουν τον  
[image: image951.wmf]()()
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. (Έτσι κατασκευάστηκαν).

Και: Η ανεξαρτησία εξασφαλίζεται από το ότι για κάθε ελεύθερη μεταβλητή το “1” εμφανίζεται μόνο σε ένα από τα 
[image: image952.wmf]k
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, τα άλλα έχουν “0”.
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[image: image957.wmf]3
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Έχουμε: 
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Παράδειγμα: Βάση του χώρου στηλών του A: R(A)
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π.χ. 
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[image: image961.wmf]()()
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, αλλά οι εξαρτήσεις στις στήλες τους ίδιες.
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Ιδιαιτέρως: Ανεξάρτητες είναι στήλες του 
[image: image962.wmf]A

 αν και οι αντίστοιχες του 
[image: image963.wmf]U

 είναι ανεξάρτητες. 
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[image: image966.wmf]ß

                                                                           
[image: image967.wmf]c


                                                           
[image: image968.wmf]Û

                         

Πάρε ως βάση του R(A) τις στήλες του 
[image: image969.wmf]A

 που αντιστοιχούν στις στήλες του 
[image: image970.wmf]U

 που έχουν οδηγούς.

Εδώ: 1η & 3η 
[image: image971.wmf]Þ

 βάση 
[image: image972.wmf]()
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Έχουμε: 
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12. Γραμμικοί Μετασχηματισμοί

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 2.6)

Έστω δύο σύνολα 
[image: image975.wmf]X

 και 
[image: image976.wmf]Y

. Μια συνάρτηση ή απεικόνιση ή μετασχηματισμός 
[image: image977.wmf]f

 του 
[image: image978.wmf]X

 στο 
[image: image979.wmf]Y

 (Γράφουμε 
[image: image980.wmf]:
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) είναι μια αντιστοίχηση ενός στοιχείου 
[image: image981.wmf]yY
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 για κάθε στοιχείο 
[image: image982.wmf]xX
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. (Σε κάθε 
[image: image983.wmf]xX
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 αντιστοιχούμε μόνο ένα 
[image: image984.wmf]yY
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Γράφουμε

[image: image985.wmf]:
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 ή 
[image: image986.wmf]()
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Το 
[image: image987.wmf]y

 ονομάζεται εικόνα του 
[image: image988.wmf]x
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Προβολή στον άξονα των 
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Μια απεικόνιση 
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Άρα: η 
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Μια απεικόνιση 
[image: image1040.wmf]:

fXY

®

 λέγεται «μονοσήμαντη»
 αν κάθε 
[image: image1041.wmf]xX

Î

 απεικονίζεται σε διαφορετικό 
[image: image1042.wmf]yY

Î

, δηλαδή, αν 
[image: image1043.wmf]x

 και 
[image: image1044.wmf]'

xX

Î

 έχουν την ίδια εικόνα, πρέπει να ταυτίζονται:

αν  
[image: image1045.wmf]()(')'

fxfxxx

=Þ=


(Δηλ.:  Αν σε κάποιο 
[image: image1046.wmf]yY

Î
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Άρα: η 
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[image: image1059.wmf]Û
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Αν 
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Για να αντιστρέφεται η 
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Σύνθεση συναρτήσεων

Έστω 
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Η σύνθεση συναρτήσεων δίνεται από τον πολλαπλασιασμό πινάκων.

Ορισμός: Ένας μετασχηματισμός 
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Παρατήρηση: Για ένα 
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 πίνακα 
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Βοηθητική Πρόταση. 

Αν γνωρίζω εικόνες της βάσης τότε γνωρίζω όλο το μετασχηματισμό: 
‘Εστω f κάποιος γραμμικός μετασχηματισμός μεταξύ δύο διανυσματικών χώρων V, W:  
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Πρόταση : Κάθε γραμμικό μετασχηματισμό «τον δίνει» ένας πίνακας

Έστω οποιοσδήποτε γραμμικός μετασχηματισμός 
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Αν γνωρίζουμε τις εικόνες 
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Απόδειξη:  Για τα στοιχεία της βάσης 
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Πρόταση. Αν ο f δίνεται με τις εικόνες άλλης βάσης πώς κατασκευάζω τον Α; 

Αν για κάποιο γραμμικό μετασχηματισμός 
[image: image1138.wmf]:

nm

fRR

®

  γνωρίζουμε τις εικόνες 
[image: image1139.wmf]()

=

ii

yfv

 των στοιχείων κάποιας βάσης 
[image: image1140.wmf]1n

v,...,v

 του 
[image: image1141.wmf]n

R

 τότε ο πίνακας A τέτοιος που 
[image: image1142.wmf]()

fxAx

=

 κατασκευάζεται ως 
[image: image1143.wmf]1

AYV

-

=

, όπου 
[image: image1144.wmf]12

=éù

ëû

K

n

Yyyy

  και 
[image: image1145.wmf]12

=éù

ëû

K

n

Vvvv

.
Απόδειξη
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και η απεικόνιση προβολή στην 
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Συγκρίνετε με
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Στην αντανάκλαση 
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13. Ορθογώνιοι υπόχωροι

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 3.1)
14. Προβολές και προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 3.3)

Έστω ένα σύστημα με «πολλές» εξισώσεις και λίγους αγνώστους 
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Το πρόβλημα για n=1
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Μπορώ να κάνω «κάτι» αν 
[image: image1170.wmf]()

bSpana

Ï

;

[image: image2280.wmf]2

e


[image: image1171.wmf]1

m

a

Aa

a

éù

êú

==

êú

êú

ëû

M


Βρες 
[image: image1172.wmf]:||||||||

xAxbAxbxR

-£-"Î


Αν θέσω 
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15. Ορθογώνιοι Πίνακες, Πίνακες με Ορθοκανονικές Στήλες, ορθοκανον/ση Gramm-Schmidt και παραγοντοποίηση QR 
(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 3.4)
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Βασική ιδιότητα: Ο μετασχηματισμός 
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[image: image1371.wmf]i

q

 (μόνο όταν τα 
[image: image1372.wmf]i

q

 είναι 1).

Παραλληλόγραμμοι πίνακες με ορθοκανονικές στήλες
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(διαφορά με πριν: έχω λιγότερα 
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Ορθοκανονικοποίηση Gramm – Schmidt
Πρόβλημα: Έχω υπόχωρο 
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Σε κάθε βήμα αφαιρώ από το 
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Παράδειγμα:
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Παραγοντοποίηση QR
(Βλέπε σημειώσεις από το μάθημα και πηγή)
16. Ορίζουσες 

(Πηγή: Strang, Κεφάλαια 4.1: Εισαγωγή & 4.2: Ιδιότητες της ορίζουσας)

Η ορίζουσα (
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 σε ένα πραγματικό αριθμό. 
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«Στόχος» της ορίζουσας

Την απεικόνιση αυτή θέλουμε να την ορίσουμε με τρόπο που να μας δίνει ενα είδος “γενικευμένου όγκου” του πίνακα. Τι εννοούμε;

Στην περίπτωση 
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, οι δύο γραμμές του πίνακα δίνουνε ενα παραλληλόγραμμο. Θέλουμε η 
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 να μας δίνει το εμβαδόν αυτού του παραλληλογράμμου.

Στην περίπτωση 
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 να μας δίνει τον όγκο αυτού του παραλληλεπιπέδου.
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 να μας δίνει ένα είδος “γενικευμένου όγκου” του 
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-διάστατου σχήματος που δίνουν οι γραμμές του πίνακα.

Βασικές ιδιότητες της ορίζουσας
Για να μπορεί η 
[image: image1431.wmf]det

 να ισούται με κάτι τέτοιο, πρέπει να απαιτήσουμε από αυτήν τις εξής “βασικές ιδιότητες” τις οποίες έχει ο όγκος:

· H 
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 είναι γραμμική σε κάθε γραμμή του πίνακα (ξεχωριστά): 


[image: image1433.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

¢

+

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

¢

+

T

n

T

T

T

n

T

T

T

n

T

T

T

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

2

1

2

1

2

1

1

det

...

det

    

    

      

...

      

    

     

det

& 
[image: image1434.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

×

=

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

×

T

n

T

T

T

n

T

T

a

a

a

l

a

a

a

l

...

det

    

   

...

   

    

det

2

1

2

1


Για να σιγουρευτείτε ότι αυτές τις ιδιότητες πρέπει να τις έχει ο “όγκος” πάρτε την περίπτωση όπου 
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[image: image1436]
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· Θέλουμε η  
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 να δίνει ένα όγκο με “προσανατολισμό”:
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· Η εναλλαγή γραμμών προκαλεί εναλλαγή προσήμου.

· Ο όγκος του σχήματος που δίνεται από τα μοναδιαία διανύσματα 
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θέλουμε να ισούται με 1, άρα 
[image: image1441.wmf]det

(ταυτοτικού)=1.

Θα δούμε ότι αυτές οι “βασικές ιδιότητες” φτάνουν για να ορίσουν πλήρως την 
[image: image1442.wmf]det

.

Παράγωγες ιδιότητες της ορίζουσας

Από τις “βασικές ιδιότητες” μπορούμε να συμπεράνουμε μία προς μία τις εξής “παράγωγες ιδιότητες” : (χωρίς απόδειξη)

· Αν δύο γραμμές του 
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· Οι στοιχειώδεις γραμμομετασχηματισμοί (πρόσθεση πολλαπλάσιου μιας γραμμής σε μια άλλη) δεν αλλάζουν την 
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[image: image1449.wmf](

)

=

A

det
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Έχουμε: 

 + αν ο 
[image: image1460.wmf]P

 κάνει “ζυγές” εναλλαγές γραμμών

 -  αν ο 
[image: image1461.wmf]P

 κάνει “μονές” εναλλαγές γραμμών.

Υπολογισμός της det(A) : Ανάπτυξη σε συμπαράγοντες. 

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 4.3, σελίδες 264-265)
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Παρομοίως μπορούμε να υπολογίσουμε την 
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1: Κατά πρώτη γραμμή

2: Κατά τελευταία στήλη
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Υπολογισμός του 
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(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 4.4)
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Εδώ χρειαζόμαστε υπολογισμό (
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Ορίζουσα = “ Όγκος ” παραλληλεπιπέδου

Ορίσαμε την ορίζουσα απαιτώντας να ικανοποιεί τις τρείς βασικές ιδιότητες, “ελπίζοντας” να φτιάξουμε μια συνάρτηση που να δίνει τον όγκο. Εδώ θα δούμε ό,τι αυτό πράγματι επιτεύχθηκε. 
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17. Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 5.1:Εισαγωγή)
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Πώς βρίσκουμε τις ιδιοτιμές; 
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Για να βρούμε λοιπόν τις ιδιοτιμές ενός πίνακα, υπολογίζουμε την 
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Επομένως : Ιδιόχωρος της 
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Ενώ τα ιδιοδιανύσματα θα είναι :
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Πρόσθετα παραδείγματα 
· Αν 
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Θεώρημα :
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18. Διαγωνιοποίηση και διαγώνια μορφή πίνακα

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 5.2: Διαγώνια μορφή πίνακα)

Θεώρημα:
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Θεώρημα:

 
Εαν ο πίνακας 
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Επομένως : 
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Ειδική περίπτωση : 
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Εφαρμογή : Δυνάμεις πινάκων 

Έστω 
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 Όμοιοι Πίνακες 
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Παρατήρηση: 

Ένας διαγωνιοποιήσιμος πίνακας είναι όμοιος με ένα διαγώνιο.

Πρόταση:
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Απόδειξη: 
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Διαγώνια μορφή συμμετρικών πινάκων

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 5.5, σελ. 343-347)

Παρατήρηση : 
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Πραγματικοί πίνακες μπορεί να έχουν μιγαδικές ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα, όχι όμως οι συμμετρικοί.
Οι ιδιοτιμές/ιδιοδιανύσματα συμμετρικών πινάκων έχουν τις εξής ιδιότητες: 
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Απόδειξη:  
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Συμμετρικοί πίνακες είναι διαγωνιοποιήσιμοι. 

Φασματικό θεώρημα
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Προσοχή : 

Αν θέλω να φτιάξω τον 
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 ανεξάρτητα διανύσματα) και μετά αυτή τη βάση να την ορθοκανονικοποιήσω με Gramm-Schmidt και αυτό για κάθε ιδιοτιμή ξεχωριστά. (Για διαφορετικές ιδιοτιμές τα ιδιοδιανύσματα είναι αυτόματα κάθετα.).
Χρήσιμη ισότητα: 
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19. Γεωμετρική Κατανόηση της 
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(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 5.6)
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[image: image1753]
Για απεικονίσεις με διαγώνιους πίνακες είναι λοιπόν “εύκολο” να φανταστούμε “τι κάνουν”. Η διαγωνιοποίηση θα μας βοηθήσει να ανάγουμε τη γενική περίπτωση στη διαγώνια! 
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[image: image1775]
Προσοχή:  
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Πίνακας που αντιστοιχεί σε μετασχηματισμό σε “νέες” συντεταγμένες.
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Τώρα ψάχνω πίνακα 
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 Για να ισχύει αυτό για κάθε 
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 Δηλαδή: 

Για να βρώ την εικόνα (σε καινούριες συντεταγμένες) ενός διανύσματος x, πολλαπλασιάζω το διάνυσμα των καινούριων συντεταγμένων του x με 
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20. Τετραγωνικές Μορφές σε Συμμετρικούς Πίνακες

(Πηγή: Strang, Κεφάλαιο 6)
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Γενικώς 
[image: image1835.wmf]å

å

=

=

×

×

=

×

×

n

i

n

j

j

i

ij

T

x

x

x

A

x

1

1

a

 .

Θετικά / Αρνητικά ορισμένοι Πίνακες 

(Πηγή: Strang, Κεφ. 6.2 σελ. 385-390 ,  6.3 σελ. 396-398 & 6.4 σελ. 407-409) 

Ορισμοί:

[image: image1836.wmf]A


 θετικά ορισμένος 
[image: image1837.wmf]0

>

×

×

Û

x

A

x

T

 
[image: image1838.wmf]0

¹

Â

Î

"

n

x



[image: image1839.wmf]A


 θετικά ήμι-ορισμένος 
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 αρνητικά ήμι-ορισμένος 
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Προσοχή :
 Μπορεί ένας πίνακας να μην είναι τίποτα από τα παραπάνω 

Θεώρημα:
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Απόδειξη
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Πηλίκο του Rayleigh
Πρόταση:
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Θέτοντας 
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Άρα 
[image: image1878.wmf]n

n

T

T

w

w

x

x

x

A

x

l

l

×

+

+

×

=

×

×

×

...

1

1

 είναι ένας σταθμισμένος μέσος των ιδιοτιμών.  Αυτός μεγιστοποιείται αν θέσω μέγιστο (
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Θεώρημα: (Κριτήρια Θετικής Ορισιμότητας)
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� Προσοχή : Αλλαγή γραμμών & στηλών του � EMBED Equation.3  ���


� Αν � EMBED Equation.3  ��� για � EMBED Equation.3  ���.


� Αν � EMBED Equation.3  ���    � EMBED Equation.3  ���.


� Το παίρνω θέτοντας � EMBED Equation.3  ���το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στη μέγιστη ιδιοτιμή.
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