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Prìblhma 1. 'Estw U, V tuqaÐec metablhtèc apì koinoÔ kanonik� katanemhmènec me mhde-
nikì mèso kai pÐnaka sundiakÔmanshc [

1 ρ
ρ 1

]
.

Jètoume X = U + V , Y = U − V . DeÐxte ìti oi X kai Y eÐnai anex�rthtec tuqaÐec meta-
blhtèc. DeÐxte epÐshc ìti oi tuqaÐec metablhtèc E[X|V ] kai E[Y |V ] den eÐnai anex�rthtec.

Prìblhma 2. 'Estw X, Y , dÔo tuqaÐec metablhtèc kai èstw ìti h Y an kei sto s-pedÐo
σ(X) pou genn�ei h X. An epiplèon oi X kai Y eÐnai anex�rthtec deÐxte ìti up�rqei C ∈ R
tètoio ¸ste P(Y = C) = 1. (DeÐxte pr¸ta ìti gia k�je y ∈ R, P(Y ≤ y) = 0   1.)

Prìblhma 3. 'Estw {Ui}, i = 1, 2, . . . mia akoloujÐa apì anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc,
omoiìmorfa katanemhmènec sto di�sthma [0,2]. 'Estw Fn = σ−{U1, U2, . . . , Un}. OrÐzoume
thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . , wc ex c: X0 = 1 kai Xn =
Xn−1Un, n = 1, 2, . . .. DeÐxte ìti h akoloujÐa {Xn} eÐnai martingale wc proc thn di jhsh
{Fn}.

T¸ra ac upojèsoume ìti h Ui eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto di�sthma [ i
i+1
, i+2
i+1

].
DeÐxte kai p�li ìti h {Xn} eÐnai martingale. DeÐxte epÐshc ìti h akoloujÐa {Xn} sugklÐnei
ston L2 se k�poia tuqaÐa metablht  X.

Prìblhma 4. 'Estw {an}, n = 1, 2, . . . mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n tètoia ¸ste∑∞
n=1 a

2
n <∞. 'Estw epÐshc {ξn} mia akoloujÐa apì anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc pou

paÐrnoun tic timèc +1 kai −1 me pijanìthta 1/2. An Xn =
∑n

j=1 ajξj na deÐxete ìti h
akoloujÐa {Xn} eÐnai Cauchy ston L2 kai epomènwc ìti sugklÐnei se mia tuqaÐa metablht 
X ston L2.
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