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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο :  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Σκοπός του µαθήµατος είναι η παρουσίαση, ανάπτυξη και εφαρµογή στατιστικών - 

οικονοµετρικών υποδειγµάτων σε χρηµατοοικονοµικά δεδοµένα. Τα δεδοµένα αυτά 

εµφανίζουν ιδιαίτερα χαρακτηριστικά και µεταβλητότητα, και για τον λόγο αυτό η ανάπτυξη 

ειδικών µεθόδων είναι απαραίτητη για την λήψη ορθολογικών αποφάσεων σε 

χρηµατοοικονοµικές εφαρµογές. 

Η στατιστική ανάλυση χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων ασχολείται µε την εκτίµηση 

και αξιολόγηση υποδειγµάτων (µονοµεταβλητών και πολυµεταβλητών), την διερεύνηση των 

σχέσεων και αλληλεξαρτήσεων που υπάρχουν µεταξύ των µεταβλητών που µας ενδιαφέρει 

να µελετήσουµε, και αποβλέπει στη διενέργεια προβλέψεων. Θα ασχοληθούµε µε 

υποδείγµατα που αφορούν τόσο την µοντελοποίηση των αναµενόµενων αποδόσεων, όσο και 

την µοντελοποίηση της δεσµευµένης διακύµανσης των αποδόσεων. Θα χρησιµοποιήσουµε το 

υπόδειγµα της πολλαπλής παλινδρόµησης για να µελετήσουµε τη σχέση που υπάρχει µεταξύ 

των αποδόσεων των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων (assets) µε κάποιους εξωγενείς 

παράγοντες, καθώς και τα παραγοντικά µοντέλα (factor models), τα οποία αποδίδουν τις 

αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων συναρτήσει λίγων βασικών παραγόντων 

κινδύνου, οι οποίοι περιέχουν το µεγαλύτερο µέρος της πληροφορίας των δεδοµένων.  

Ένα µεγάλο µέρος της σύγχρονης χρηµατοοικονοµικής θεωρίας στηρίζεται στην έννοια  

του κινδύνου των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων, ο οποίος εκφράζεται µέσω της 

διακύµανσης. Η µοντελοποίηση της διακύµανσης των  χρηµατοοικονοµικών στοιχείων είναι  

ιδιαίτερα σηµαντική αφού επηρεάζει τις αποφάσεις που λαµβάνονται σε  χρηµατοοικονοµικές 

εφαρµογές, όπως η επιλογή του βέλτιστου χαρτοφυλακίου, η διαχείριση του κινδύνου, η  

τιµολόγηση  παράγωγων  χρηµατοοικονοµικών  προϊόντων και αλλού. Τα Αυτοπαλίνδροµα 

υποδείγµατα δεσµευµένης ετεροσκεδαστικότητας (Autoregressive Conditional Heterosceda-

sticity - ARCH) προτάθηκαν από τον Engle  (1982) και χρησιµοποιούνται για την 

µοντελοποίηση της διακύµανσης (δεσµευµένης) των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων.  

Θα δοθεί επίσης έµφαση στην ανάπτυξη πολυµεταβλητών υποδειγµάτων που αφορούν 

την µοντελοποίηση των αναµενόµενων αποδόσεων και του πίνακα διακύµανσης-

συνδιακύµανσης των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων. Η διάδοση και εφαρµογή των 

υποδειγµάτων αυτών οφείλεται στο γεγονός ότι ‘συλλαµβάνουν’ πολλά από τα  

χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των χρηµατοοικονοµικών χρονολογικών σειρών, όπως το  

‘volatility clustering’ φαινόµενο, αλλά και στο γεγονός ότι είναι εύκολα στην κατανόηση και  

την εκτίµησή τους. Θα δοθεί έµφαση τόσο στη θεωρία, όσο και στην ανάλυση και εφαρµογή 

των οικονοµετρικών υποδειγµάτων σε χρηµατοοικονοµικά δεδοµένα. Η χρήση ηλεκτρονικών 

υπολογιστών και κατάλληλων πακέτων (π.χ. Matlab) είναι απαραίτητη. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Στασιµότητα 

Ορισµός. ‘Αυστηρώς στάσιµη διαδικασία’ (‘Strictly stationary process’)  Μια 

στοχαστική διαδικασία (π.χ. χρονολογική σειρά) είναι αυστηρώς στάσιµη αν οι από κοινού 

κατανοµές των  και  είναι ίδιες για όλα τα 

.  

i i+1 i+k(X , X , ... , X )' i+m i+1+m i+k+m(X , X , ... , X )'

i, k, m

Με άλλα λόγια, η αυστηρώς στάσιµη διαδικασία απαιτεί ότι η από κοινού κατανοµή 

είναι αµετάβλητη – παραµένει η ίδια σε αλλαγές του χρόνου (invariant under time shift). 

Αυτή η συνθήκη είναι πάρα πολύ αυστηρή και είναι πολύ δύσκολο να επαληθευθεί σε 

εµπειρικές εφαρµογές. 

 

Ορισµός. ‘Ασθενώς στάσιµη διαδικασία’ (‘Weakly stationary process’)  Μια 

στοχαστική διαδικασία είναι ασθενώς στάσιµη, αν ο µέσος και η διακύµανση είναι σταθερά 

στο χρόνο και η συνδιακύµανση µεταξύ δύο χρονικών περιόδων εξαρτάται µόνο από την 

απόσταση (lag) του χρόνου, και όχι από τη χρονική στιγµή που υπολογίζεται η 

συνδιακύµανση.  

Έστω  χρονολογική σειρά. Ο ορισµός της ασθενούς στάσιµης 

διαδικασίας δηλώνει ότι ο µέσος της σειράς είναι  σταθερός για κάθε t, η 

διακύµανση είναι  σταθερή για κάθε t, και ότι η συνδιακύµανση 

(αυτοσυνδιακύµανση - autocovariance) είναι 

1 2 TY , Y , ... , Y

tE(Y ) = µ

2
t tV(Y ) = E(Y - µ)  = σ2

( ) [ ]t t t tγ  = Cov Y , Y E (Y - µ)(Y - µ)k k+ +k  

εξαρτάται µόνο από το k. Η διακύµανση της σειράς µπορεί να γραφεί και ως 

. [ ] 2 2
0 t t tγ  = E (Y - µ)(Y - µ) E(Y - µ) = σ=

Ο ορισµός της ασθενούς στάσιµης διαδικασίας υπονοεί ότι στο διάγραµµα της σειράς 

σε σχέση µε το χρόνο (time series plot) οι T τιµές της σειράς κυµαίνονται µε σταθερή 

διακύµανση γύρω από ένα σταθερό µέσο.  

 

 

Συνάρτηση Αυτοσυσχέτισης 

Θεωρείστε µία ασθενώς στάσιµη σειρά . Η έννοια της αυτοσυσχέτισης 

χρησιµοποιείται όταν µας ενδιαφέρει να µελετήσουµε την γραµµική εξάρτηση µεταξύ της  

και των προηγουµένων τιµών . Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης µας δείχνει πόσο µεγάλη 

tY

tY

t-kY
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συσχέτιση (αλληλεπίδραση) υπάρχει µεταξύ γειτονικών σηµείων (που απέχουν k χρονικές 

στιγµές) στη χρονολογική σειρά .  tY

t t

t y t+k y t t+k k
k 2 2

y y 0t y t+k y

E (Y -µ )(Y -µ ) Cov(Y ,Y ) Συνδιακυµανση γρ  =  =  =  = 
σ σ ∆ιακυµανση γE(Y -µ ) E(Y -µ )

⎡ ⎤⎣ ⎦

+k

. 

 

Ιδιότητες:  ,  ,  k kρ ρ-= k-1 < ρ  1< 0ρ 1= . 

 

 

Παράδειγµα 

Έστω , όπου  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε µέσο 0, δηλαδή . 

Τότε: 

tY = ε t tε tE(ε ) = 0

[ ]t y t+k y t t+k
k 2 2 2

t y t+k y t t+k

E (Y -µ )(Y -µ ) E Y Y
ρ  =  = 

E(Y -µ ) E(Y -µ ) E(Y ) E(Y )

⎡ ⎤⎣ ⎦
2

 

 

k = 0: 
[ ] 2

t t+k t
0 22 2

tt t+k

E Y Y E(Y )ρ  =  =  = 1
E(Y )E(Y ) E(Y )

      0ρ 1=  

 

k > 0: 
.

t t+k
k 2 2 2 2

t y t+k y t y t+k y

E(Y )E(Y ) 0ρ =  =  = 0
E(Y -µ ) E(Y -µ ) E(Y -µ ) E(Y -µ )

ανεξαρτ
     kρ 0,  k > 0=

 

∆εν έχει νόηµα να χρησιµοποιήσουµε κάποιο υπόδειγµα για να προβλέψουµε την παραπάνω 

σειρά. 

 

Για ένα δείγµα  µπορούµε να υπολογίζουµε τη δειγµατική συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης: 

1 2 Ty , y , ..., y

T-k

t t+k
t=1

k T
2

t
t=1

(y -y)(y -y)
ρ̂ =

(y -y)

∑

∑
. 
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Έλεγχοι Υποθέσεων  

 

Έλεγχος  αυτοσυσχέτισης για ένα συγκεκριµένο k (Bartlett test) 

0 k

1 k

H : ρ 0
H : ρ 0

=⎧
⎨ ≠⎩

  για συγκεκριµένο k, k>0. 

Αν Τ είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων,  είναι µία i.i.d. (independent and identical 

distributed) διαδικασία µε  , τότε: 

ty

2
tE(Y )<∞

.

k
1ρ̂ ~ 0,   

προσεγγ ⎛ ⎞Ν ⇒⎜ ⎟Τ⎝ ⎠
 (kρ̂ 0 ~ 0,  1

1
)−

Ν

Τ

.                     

 

Έλεγχος (από κοινού) για πολλές αυτοσυσχετίσεις (Portmanteau test) 

0 1 2 m

1 i

H : ρ ρ ... ρ 0  
H : ρ 0,  για καποιο i (τουλάχιστον ένα) 

= = = =⎧
⎨ ≠⎩

 

Οι συναρτήσεις ελέγχου που έχουν προταθεί για τον από κοινού έλεγχο πολλών 

αυτοσυσχετίσεων δίνονται από τους 

Box-Pierce:   
m

2 2
k m

k=1

ˆQ = T ρ  ~ X⋅∑

και 

Ljung-Box:  
2m

2k
m

k=1

ρ̂LB = T(T+2)  ~ X
T-k

⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

(προτιµότερη για µικρά δείγµατα). 

 

Στην πράξη, όταν προσαρµόζουµε στα δεδοµένα κάποιο υπόδειγµα (ARMA - ARIMA) 

ελέγχουµε αν τα κατάλοιπα  είναι ασυσχέτιστα. Οι παραπάνω έλεγχοι µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και σε αυτήν την περίπτωση.  

tê

Σε ορισµένες περιπτώσεις, το διάγραµµα των αυτοσυσχετίσεων έναντι των υστερήσεων 

k µιας σειράς, ή ο έλεγχος Bartlett, µπορεί να µας αποκαλύψουν υψηλές αυτοσυσχετίσεις της 

χρονοσειράς για πολύ µεγάλες υστερήσεις. Αυτό σηµαίνει ότι η σειρά επηρεάζεται από το 

«µακρινό» παρελθόν της, η σειρά δεν µπορεί να θεωρηθεί στάσιµη και χρησιµοποιούνται 

ειδικές τεχνικές για τη µοντελοποίησή της. Λίγες χρονολογικές σειρές είναι στάσιµες. 

Κάποιες σειρές γίνονται στάσιµες αν πάρουµε διαφορές µία ή περισσότερες φορές (αυτές οι 

διαδικασίες λέγονται homogeneous non-stationary processes). 
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Στασιµότητα – Ερµηνεία  

Θεωρούµε το υπόδειγµα : , όπου  ~ i.d.d.  µε µέσο µηδέν και σταθερή 

διακύµανση 

t t-1Y = µ + ρY + ε t tε

2σ . 

Έστω : t = 1 1 0Y = µ + Y + ε1ρ . 

          : . t = 2 2
2 1 2 0 1 2 0 1Y = µ + Y + ε µ + (µ + Y + ε )+ ε µ + µ + Y + ε + ερ ρ ρ ρ ρ ρ= = 2

3          : t = 3 3 2Y = µ + Y + ερ =  

                          2
0 1 2 3= µ + (µ + µ + Y + ε + ε ) ερ ρ ρ ρ + =  

                          . 2 3 2
0 1 2= µ + µ + µ + Y + ε + ε + ερ ρ ρ ρ ρ 3

s
t s

 

Γενικά:           
t-1 t

t 0
s=0 s=1

Y = Y + µ  + εt sρ ρ ρ −∑ ∑

Τα  είναι οι διαταραχές (shocks) πάνω στη σειρά . Το tε tY ρ  θα µας δείξει αν οι διαταραχές 

είναι µόνιµες ή όχι. Έστω t=1. Η τυχαία διαταραχή (shock) είναι . Ποια θα είναι η 

επίδρασή του στη σειρά ;  

1ε

1 2 TY , Y , ... , Y

 

Η επίδραση δίνεται από την  t-1t

1

dY  = ρ
dε

. Πιο αναλυτικά: 

για : t = 1 1-1 01

1

dY  = ρ  = ρ  = 1 
dε

 

για : t = 2 2-1 12

1

dY  = ρ  = ρ  = ρ
dε

 

για : t = 3 3-1 23

1

dY  = ρ  = ρ
dε

 

...   ...   ... 

για : t = 10 9t

1

dY  = ρ
dε

     κ.ο.κ. 

 

Άρα, αν ρ  1< , το t

1

dY
dε

 ασυµπτωτικά γίνεται µηδέν, οπότε το shock - διαταραχή -  δεν είναι 

µόνιµο:  t

1

dY 0
dε

→  καθώς  . ∆ηλαδή, όταν t →∞ ρ  1< , το υπόδειγµα είναι στάσιµο, η 

διαταραχή είναι προσωρινή. 
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Αν ρ = 1, τότε, το shock - διαταραχή -  είναι µόνιµο, το υπόδειγµα είναι µη στάσιµο: 

 και ονοµάζεται Τυχαίος Περίπατος µε προσαύξηση – Random Walk with 

drift (µε σταθερό µ). Αν κάποιο τυχαίο γεγονός επηρεάσει τη σειρά, η επιρροή παραµένει 

µόνιµη. Τότε: 

t t-1Y = µ + Y + ε t

1

2

3

s

1 0Y = µ + Y + ε  

2 1 2 0 1Y = µ + Y + ε = µ + µ + Y  + ε + ε  

3 2 3 0 1 2Y = µ + Y + ε = µ + µ + µ + Y  + ε + ε + ε  

...   ...   ... 
t

t 0
s=1

Y = Y + µt + ε∑ . 

 

Από την παραπάνω εξίσωση µπορούµε να συµπεράνουµε τα εξής: 

• Τα shocks είναι µόνιµα 1

1

dY  = 1
dε

, 2

1

dY = 1
dε

, 3

1

dY = 1
dε

, ... , t

1

dY = 1
dε

. 

• Η σειρά έχει γραµµική τάση. 
t

0
s=1

Y = Y + µ  + εt t ∑ s

• Η σειρά δεν είναι στάσιµη. Συγκεκριµένα (αν υποθέσουµε ότι 0Y 0= ):  

      : εξαρτάται από το t 
t t

t 0 s s
s=1 s=1 0

E(Y ) = E(Y + µt + ε ) = µt + E(ε ) = µt∑ ∑

      : εξαρτάται από το t 
t t tW.N.

2
t 0 s s s

s=1 s=1 s=1

V(Y ) = V(Y + µt + ε ) = V ε   =  V(ε ) = tσ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

     Να υπολογίσετε το autocovariance  σε χρονική υστέρηση ένα, ως άσκηση. 

 

Εποµένως, ο πιο κατάλληλος έλεγχος για την ύπαρξη στασιµότητας είναι ο έλεγχος της 

υπόθεσης ρ , έναντι της εναλλακτικής   = 1 ρ  < 1. 

 

Σειρές για τις οποίες ισχύει ότι , ονοµάζονται σειρές µε µοναδιαία ρίζα ή 

ολοκληρωµένες τάξης 1 – integrated of order 1. Μπορούν να µετατραπούν σε στάσιµες, µε 

κατάλληλες διαφορές: . (Ενδεχοµένως κάποιες σειρές να χρειαστεί να τις 

διαφορίσουµε περισσότερες από µία φορά). 

ρ = 1

t t t∆Y  = Y  - Y-1
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο : 
ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗΣ ∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗΣ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΗΣ 
 

2.1. Χαρακτηριστικά Χρηµατοοικονοµικών Στοιχείων 

Το αντικείµενο µελέτης αφορά δεδοµένα όπως τιµές µετοχών και χρηµατιστηριακών  

δεικτών, αποδόσεις µετοχών και χρηµατιστηριακών δεικτών, επιτόκια (interest rates), 

συναλλαγµατικές ισοτιµίες (exchange rates). Οι αποδόσεις (rate of return) ορίζονται από τις 

διαφορές των λογαρίθµων: 

( ) ( ) 1
1 1ln ln ln t

t t t
t

Py P P
P
+

+ +

⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  ή  

1
1

t t
t

t

P Py
P

+
+

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 

 

Volatility  clustering  phenomenon  

Η γραφική απεικόνιση των αποδόσεων χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων έχει αποκαλύψει ότι 

µεγάλες µεταβολές τείνουν να ακολουθούνται από µεγάλες µεταβολές, ενώ µικρές µεταβολές 

τείνουν να ακολουθούνται από µικρές µεταβολές, έτσι ώστε παρουσιάζονται συγκεκριµένες 

«οµάδες-cluster», εντός των οποίων, η διακύµανση παραµένει υψηλή ή χαµηλή. 

 

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

Rates of Return
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Fat  Tails  

Η κατανοµή των αποδόσεων, συχνά εµφανίζεται να είναι λεπτόκυρτη, να έχει δηλαδή πιο 

παχιές ουρές από την κανονική κατανοµή. Πρακτικά, τα δεδοµένα εµφανίζονται να έχουν 

συντελεστή κύρτωσης µεγαλύτερο από 3, που αντιστοιχεί στην κανονική κατανοµή (βλέπε 

Πίνακα 1). Για το λόγο αυτό, µπορούν να χρησιµοποιηθούν κατανοµές όπως η t-Student και η 

generalized error distribution. 

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
  

Histogram of Returns

 

 
 

Non-trading  days  or  ‘Holiday  effect’ 

Η  πληροφορία  η  οποία  συγκεντρώνεται  κατά  τη  διάρκεια  των  ηµερών  όπου  οι  αγορές  

είναι  κλειστές  αντανακλάται  ή  απελευθερώνεται  στις  τιµές  όταν  οι  αγορές  ανοίξουν. 

Leverage Effect 

Έχει παρατηρηθεί ότι οι µεταβολές στις διακυµάνσεις των µετοχών είναι αρνητικά 

συσχετισµένες µε µεταβολές στις τιµές την προηγούµενη χρονική περίοδο. ∆ηλαδή, όταν 

µειώνονται οι τιµές των µετοχών, τείνει να αυξάνεται η µεταβλητότητα (διακύµανση), ενώ 

όταν ανεβαίνουν, τείνει να µειώνεται η διακύµανση. 

Co-movements  in  volatilities 

Έχει παρατηρηθεί ότι υπάρχει οµοιογένεια στις αλλαγές στην µεταβλητότητα µεταξύ των 

αγορών. Το γεγονός αυτό υπονοεί ότι υπάρχει ένα σύνολο κοινών παραγόντων που µπορούν 

να τις ερµηνεύσουν. 
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Table 1: Summary statistics for the rates of return of 8 stocks. 

                    Rates of return   ty   | |  ty 2
ty  

Stocks Mean St.dev. Kurtosis LB(50) LB(50) LB(50) 

ATT 0.000374 0.01523 5.462 60.650 636.265 301.920 

AXP 0.000514 0.01976 3.101 70.564 1107.453 1035.969 

C 0.001000 0.02165 4.118 63.102 599.633 484.489 

GE 0.000785 0.01355 2.536 82.068 928.415 877.401 

JPM 0.000371 0.01650 3.279 80.431 1935.176 1893.695 

PG 0.000702 0.01455 2.390 74.112 731.037 708.877 

RAL 0.000443 0.01477 6.017 99.135 527.327 289.006 

WMT 0.000844 0.01785 2.034 69.490 541.026 498.996 

 

 

2.2. ∆εσµευµένη και µη δεσµευµένη µέση τιµή και διακύµανση 

Στη συνέχεια παρουσιάζετε ένα παράδειγµα υπολογισµού της δεσµευµένης και µη 

δεσµευµένης µέσης τιµής και διακύµανσης, προκειµένου να γίνουν αντιληπτές οι έννοιες 

αυτές. Στον υπολογισµό της δεσµευµένης µέσης τιµής και διακύµανσης το σύνολο της 

πληροφορίας ως τη χρονική στιγµή t-1 συµβολίζεται µε  .  t-1Φ

 

Έστω το AR(1) υπόδειγµα: , όπου          (2.1) t t-1Y = φY + ε t
2

t εε  i.i.d. (0, σ )

 

• Unconditional mean – Μη δεσµευµένος µέσος:   tE(Y ) = 0

Έστω ότι η σειρά είναι στάσιµη και ότι ισχύει . Τότε, από τη σχέση (2.1) 

έχουµε: 

t t-1E(Y ) = E(Y ) = µ

t t-1 tΕ(Y ) = Ε(φY + ε ) ⇒ t t-1 t
0

Ε(Y ) = Ε(φY ) + Ε(ε )  ⇒ t t-1Ε(Y ) = φΕ(Y ) ⇒ µ = φµ ⇒  

µ(1-φ)=0 ⇒ µ = 0   

 

• Conditional mean – ∆εσµευµένος µέσος:   t t-1 t-1E(Y |Φ ) = φY

Είναι:  t t-1 t-1 t t-1 t-1 t-1 t t-1 t-1

0

E(Y | Φ ) = Ε(φY + ε |Φ ) = φΕ(Y |Φ ) + Ε(ε |Φ )  = φY
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• Unconditional variance – Μη δεσµευµένη διακύµανση:  
2
ε

t 2

σV(Y ) = 
1 - φ

 

Έστω επίσης ότι ισχύει . Τότε, από τη σχέση (1) έχουµε: t t-1V(Y ) = V(Y ) = v

t t-1 tV(Y ) = V(φY + ε ) ⇒ 2
t t-1 tV(Y ) = φ V(Y ) + V(ε ) ⇒ 2 2

εv = φ v + σ  ⇒
2
ε

2

σv = 
1 - φ

 

 

• Conditional variance – ∆εσµευµένη διακύµανση:   2
t t-1 εV(Y |Φ ) = σ

Είναι:  (διότι το 

 είναι σταθερό, όχι τυχαία µεταβλητή).  

ανεξαρτ.
2 2

t t-1 t-1 t t-1 t-1 t-1 t t-1 ε

0

V(Y | Φ ) = V(φY + ε |Φ ) =  φ V(Y |Φ )  + V(ε |Φ ) = σ

t-1 t-1Y |Φ

 

Στα υποδείγµατα ετεροσκεδαστικότητας που θα παρουσιάσουµε παρακάτω µοντελοποιούµε 

την δεσµευµένη διακύµανση στο χρόνο t. Οι λόγοι για τους οποίους χρησιµοποιούµε 

υποδείγµατα µεταβαλλόµενης δεσµευµένης διακύµανσης είναι 

• µελετάµε την διακύµανση – τυπική απόκλιση (volatility) για να κατανοήσουµε τον 

κίνδυνο (ρίσκο) µιας σειράς 

• κατασκευάζουµε πιο ακριβή διαστήµατα εµπιστοσύνης (time varying) 

• επιτυγχάνονται επαρκής (efficient) εκτιµήσεις, όταν ‘συλλαµβάνεται η 

ετεροσκεδαστικότητα’.  

 

 

2.3. Υποδείγµατα Μεταβαλλόµενης ∆εσµευµένης ∆ιακύµανσης 

 

2.3.1. Υποδείγµατα  ARCH 

Ο όρος ARCH προέρχονται από τις λέξεις AutoRegressive Conditional 

Heteroskedasticity, το οποίο µπορεί να αποδοθεί ως Υπόδειγµα Αυτοπαλίνδροµης Υπό-

συνθήκης (∆εσµευµένης) Ετεροσκεδαστικότητας. Το υπόδειγµα ARCH  παρουσιάστηκε 

στη βιβλιογραφία από τον Engle (1982) µε σκοπό την µοντελοποίηση της δεσµευµένης 

διακύµανσης. Στην πιο απλή του µορφή [ARCH(1)] το υπόδειγµα µπορεί να γραφεί ως εξής: 

t tY = ε  

2
t t-1 tε  | Φ  ~ N(0, σ )  

2 2
t 0 1 tσ = α + α ε -1  
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όπου . Οι περιορισµοί αυτοί εξασφαλίζουν θετική διακύµανση για κάθε 

χρονική στιγµή t. Εναλλακτικά η κατανοµή των  µπορεί να γραφεί και ως εξής:  

0 1α > 0, α  0≥

tε

t tε = z σ t  

tz ~ N(0,1)  

και εποµένως . Επίσης, οι συνθήκες στασιµότητας ορίζουν ότι , και 

η στάσιµη διακύµανση δίνεται από την σχέση 

2
t t-1 tε  | Φ ~ N(0,σ ) 1α 1<

2 2 0 
t

1

α σ  = E(ε ) = 
1 αε −

. 

Παρατηρώντας τη µορφή της εξίσωσης που περιγράφει την υπό-συνθήκη διακύµανση, 

παρατηρούµε ότι η διακύµανση στο χρόνο t εξαρτάται από το µέγεθος (magnitude) του 

τυχαίου  σφάλµατος  υψωµένου στο τετράγωνο στο χρόνο t-1. Άρα η δεσµευµένη 

διακύµανση είναι συνάρτηση του µεγέθους τoυ τυχαίου σφάλµατος την προηγούµενη 

χρονική περίοδο, ανεξαρτήτως από το πρόσηµό τους. Έτσι αν µια µεταβλητή ακολουθεί µία 

ARCH διαδικασία µεγάλα σφάλµατα θα τείνουν να ακολουθούνται από µεγάλα σφάλµατα 

και µικρά σφάλµατα από µικρά σφάλµατα (volatility clustering phenomenon).  

tε

Ο Engle (1982) παρουσιάζει τις συνθήκες για την ύπαρξη των ροπών του ARCH 

υποδείγµατος, κάτω από την υπόθεση της κανονικότητας για την κατανοµή των τυχαίων 

σφαλµάτων . Η συνθήκη για να είναι πεπερασµένη (finite) η διακύµανση είναι , ενώ 

για να ορίζεται η τέταρτη ροπή χρειάζεται επίσης 

tε 1α 1<

2
13α 1< . Οι ροπές αυτές δίνονται, 

αντίστοιχα, από 

( )

2 2
2 40 0 1
t t 2 2

1 11

α 3α 1 αE ε  =   και  E ε  = 
1 α 1-3α1 α

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦− −
. 

Εποµένως, η κύρτωση της µη δεσµευµένης κατανοµής (unconditional distribution) των 

είναι tε

( )
4 2
t 1

2 22 1t

E ε 1 α3
1-3αE ε

κ
⎡ ⎤ −⎣ ⎦= =
⎡ ⎤⎣ ⎦

. 

‘Όπως παρατηρούµε, η κύρτωση είναι πάντα µεγαλύτερη του 3, δηλαδή µεγαλύτερη από την 

τιµή της κύρτωσης της κανονικής κατανοµής. Εποµένως, η κατανοµή των  έχει πιο παχιές 

ουρές από την κανονική κατανοµή και το ARCH υπόδειγµα συλλαµβάνει την ιδιότητα των 

‘παχιών ουρών’ των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων. 

tε

Το ARCH(1) υπόδειγµα µπορεί να γραφεί σαν ένα Non-Gaussian AR(1) υπόδειγµα στα 

τετράγωνα των . ∆ηλαδή στη µορφή: tε
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2 2 2 2 2
t t t t 0 1 t-1ε  = σ + (ε  - σ ) = α + α ε + vt 

2

 

όπου . Η αναµενόµενη τιµή του τυχαίου σφάλµατος στην περίπτωση αυτή είναι 

µηδέν.  

2
t t tv  = ε  - σ

2 2 2 2 2 2
t t-1 t t t-1 t t-1 t t-1 t tE(v |Φ ) = E(ε  - σ |Φ ) = E(ε |Φ ) - E(σ |Φ ) = σ - σ = 0  

(∆ιότι [ ]22 2
t t-1 t t-1 t t-1 t t-1 t

0

V(ε |Φ ) = E(ε |Φ ) - E(ε |Φ )  E(ε |Φ ) = σ⇒ 2

2

p

). 

Είναι ένα non-Gaussian AR υπόδειγµα γιατί τα τετράγωνα των εt ακολουθούν την χ2  και όχι 

την κανονική κατανοµή όπως ακολουθούν τα εt.  

To υπόδειγµα ARCH(p) µπορεί να γραφεί στη µορφή  

t tY = ε  

2
t t-1 tε  | Φ  ~ N(0, σ )  

p
2 2 2 2
t 0 1 t-1 2 t-2 p t-p 0 i t-i

i=1

σ  = α + α ε +α ε + ... +α ε  = α + α ε∑  

όπου  και  για   έτσι  ώστε  η  υπό-συνθήκη  διακύµανση  να  είναι  

θετική. Το υπόδειγµα ARCH χαρακτηρίζει την υπό-συνθήκη ή δεσµευµένη κατανοµή του 

τυχαίου σφάλµατος , η οποία είναι δεσµευµένη στην πληροφόρηση που έχουµε µέχρι τη 

χρονική στιγµή t– 1, 

0 α 0> iα 0≥ 1i = …

tε

t-1 1 2 1Φ ( , ,..., )tY Y Y −=  όπου τα  είναι οι πραγµατοποιήσιµες τιµές 

(realized values) της µεταβλητής  στις προηγούµενες χρονικές περιόδους.  

t-iY

tY

Το ARCH(p) υπόδειγµα µπορεί να γραφεί σαν ένα Non-Gaussian AR(p) υπόδειγµα στα 

τετράγωνα των . ∆ηλαδή στη µορφή: tε

2 2 2 2 2 2 2
t t t t 0 1 t-1 2 t-2 p t-pε  = σ + (ε  - σ ) = α + α ε +α ε + ... +α ε + vt 

2

 

όπου . Η αναµενόµενη τιµή του τυχαίου σφάλµατος και στην περίπτωση αυτή 

είναι µηδέν.  

2
t t tv  = ε  - σ

2 2 2 2 2 2
t t-1 t t t-1 t t-1 t t-1 t tE(v |Φ ) = E(ε  - σ |Φ ) = E(ε |Φ ) - E(σ |Φ ) = σ - σ = 0 .    

 

ARCH (p) Υπόδειγµα Παλινδρόµησης 

Στην γενική του µορφή το ARCH(p) υπόδειγµα µπορεί να περιέχει και επεξηγηµατικές 

µεταβλητές στην εξίσωση του µέσου.  

t 0 1 1,t 2 2,t m m,t tY = β + β x + β x + ... + β x + ε  

2
t t-1 tε  | Φ  ~ N(0, σ )  
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p
2 2
t 0 i

i=1

σ  = α + α ε∑ t-i

2

q

 

ή ισοδύναµα 
2

t t-1 t tY  | Φ  ~ N(X β, σ )  

όπου  είναι ένα διάνυσµα [1x(m+1)], =   και είναι ένα 

διάνυσµα [(m+1)x1] , β = .                                                                 

tX tX 1,t 2,t m,t(1 x x ... x ) β

0 1 m(β , β , ..., β ) '

  

2.3.2  Υποδείγµατα  GARCH 

Το υπόδειγµα GARCH αποτελεί  επέκταση του ARCH υποδείγµατος, όπως ακριβώς το 

ARΜΑ αποτελεί επέκταση του ΑR. Ο Bollerslev (1986) γενίκευσε τα ARCH υποδείγµατα 

έτσι ώστε να αποκτήσουν µια πιο ‘parsimonious’ µορφή που θα διευκόλυνε την εµπειρική 

εφαρµογή τους. Ο Bollerslev πρότεινε το Generalized AutoRegressive Conditional 

Heteroscedasticity (GARCH) model που είναι µια γενικευµένη µορφή της αυτοπαλίνδροµης 

υπό-συνθήκη ετεροσκεδαστικότητας η οποία ορίζεται ως εξής (περιέχει και επεξηγηµατικές 

µεταβλητές στην εξίσωση του µέσου)  

t 0 1 1,t 2 2,t m m,t tY = β + β x + β x + ... + β x + ε  

2
t t-1 tε  | Φ  ~ N(0, σ )  

p q
2 2
t 0 i t-i j t-j

i=1 j=1
σ  = α + α ε σb+∑ ∑  

ή ισοδύναµα 
2

t t-1 t tY  | Φ  ~ N(X β, σ )  

όπου  είναι ένα διάνυσµα [1x(m+1)], =   και είναι ένα 

διάνυσµα [(m+1)x1] , β = ,   και , , , 

. Το παραπάνω υπόδειγµα ονοµάζεται GARCH(p,q). Αν  q = 0 τότε έχουµε ένα 

ARCH(p) υπόδειγµα ενώ αν p = q = 0 τότε οι αποδόσεις είναι i.i.d. και αποτελούν ‘white 

noise’. 

tX tX 1,t 2,t m,t(1 x x ... x ) β

0 1 m(β , β , ..., β ) ' 0 α 0> iα 0≥ 1i p= … j 0b ≥

1j = …

Ένα από τα µειονεκτήµατα των υποδειγµάτων ARCH στην εµπειρική εφαρµογή τους 

είναι ότι απαιτούνται αρκετοί ARCH όροι και έτσι η εκτίµηση των υποδειγµάτων γίνεται 

δύσκολη αν λάβουµε υπόψη τους περιορισµούς που απαιτούνται για να είναι η υπό-συνθήκη 

διακύµανση θετική. Στα υποδείγµατα ARCH η δεσµευµένη διακύµανση ορίζεται σαν ένας 

γραµµικός συνδυασµός προηγούµενων σφαλµάτων, . Στα υποδείγµατα GARCH η 

δεσµευµένη διακύµανση ορίζεται σαν ένας γραµµικός συνδυασµός προηγούµενων 

σφαλµάτων  και προηγούµενων διακυµάνσεων . Αυτή η κατηγορία µοντέλων είναι 

t-iε

t-iε 2
t-jσ
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πιο ευέλικτη ως προς την δοµή της (απαιτούνται λιγότερες υστερήσεις) και συλλαµβάνει το  

φαινόµενο του ‘volatility clustering’. Στις εµπειρικές εφαρµογές των ARCH µοντέλων 

απαιτείται ένας σχετικά µεγάλος αριθµός υστερήσεων στην εξίσωση της δεσµευµένης 

διακύµανσης και εποµένως πολλές παράµετροι προς εκτίµηση. Αντίθετα τα GARCH 

µοντέλα, επειδή ακριβώς συµπεριλαµβάνουν και προηγούµενες δεσµευµένες διακυµάνσεις 

στην εξίσωση της δεσµευµένης διακύµανσης, επιτυγχάνουν µια πιο ‘parsimonious 

representation’. 

Το GARCH υπόδειγµα µπορεί να γραφεί σαν ένα Non-Gaussian ARMA υπόδειγµα στα 

τετράγωνα των . Συγκεκριµένα, το GARCH(1,1) υπόδειγµα µπορεί να γραφεί σαν ένα 

Non-Gaussian ARMA(1,1) υπόδειγµα στα τετράγωνα των . ∆ηλαδή στη µορφή: 

tε

tε

2 2 2 2 2 2
t t t t 0 1 t-1 1 t-1 t 

2 2 2 2
t t t t t t 

ε  = σ + (ε  - σ ) = α + α ε +b σ + v

[αφού v =ε  - σ ,  και εποµένως σ ε v ]= −
 

                                            2 2
0 1 t-1 1 t-1 1α + α ε +b (ε )t tv v−= − + =

+ =

+

2

+

                                                 2 2
0 1 t-1 1 t-1 1 1α + α ε  + b ε b t tv v−= −

                                             2
0 1 1 t-1 1 1α + (α +b )ε b t tv v−= −

το οποίο είναι ένα ARMA(1,1) στα  τετράγωνα των εt, όπου . Η αναµενόµενη 

τιµή του τυχαίου σφάλµατος και στην περίπτωση αυτή είναι µηδέν.  

2
t t tv  = ε  - σ

2 2 2 2 2 2
t t-1 t t t-1 t t-1 t t-1 t tE(v |Φ ) = E(ε  - σ |Φ ) = E(ε |Φ ) - E(σ |Φ ) = σ - σ = 0 .  

Ένα  GARCH(p,q)  µπορεί  να  γραφτεί  ως  ένα  ARMA(m,p)  ως  εξής: 
m

2 2
t 0 i i t-i j

i=1 1
ε α + (α +b )ε b

p

t j t
j

v v−
=

= −∑ ∑  

όπου  m= max(p,q). Όπως στα ARΜΑ(p,q) υποδείγµατα η τάξη (order) δηλαδή το 

µέγεθος του p και του q καθορίζεται από τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (ACF) και τη 

συνάρτηση µερικής αυτοσυσχέτισης (Partial ACF), αντίστοιχα µπορούµε να 

καθορίσουµε την τάξη ενός GARCH υπόδειγµαυ από τα ACF και PACF των 

τετραγώνων των εt. Συνήθως, όµως, κατά την εµπειρική εφαρµογή των υποδειγµάτων 

GARCH δεν τίθεται το πρόβληµα της ταυτοποίησης των p και q γιατί η GARCH(1,1) 

διαδικασία χρησιµοποιείται στις περισσότερες των περιπτώσεων. 

Οι µη δεσµευµένες ροπές της διαδικασίας GARCH δίνουν τα χαρακτηριστικά του 

µοντέλου και προκύπτουν χρησιµοποιώντας το Νόµο των διαδοχικών µέσων τιµών [Law of 

Iterated Expectations]. Ο µη δεσµευµένος µέσος της στοχαστικής διαδικασίας εt που 

ακολουθεί ένα GARCH (p, q) υπόδειγµα µε δεσµευµένη διακύµανση  δίνεται από 2
tσ
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( ) ( )t-1|Φt tE E Eε ε= ⎡⎣ ⎤⎦ . Το GARCH υπόδειγµα ορίζει ότι ( )t-1|Φ 0tE ε = , οπότε η 

διαδικασία GARCH έχει µέσο µηδέν, ( ) 0tE ε = . Η µη δεσµευµένη διακύµανση του 

GARCH (p, q) υποδείγµατος δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

2 2 0 
t p q

i j
i=1 j=1

α σ  = E(ε ) = 
1 α b

ε

− −∑ ∑
, 

και η ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη της διακύµανσης είναι  

(βλέπε, για λεπτοµέριες, Bollerslev, 1986). Αν και η δεσµευµένη διακύµανση των  

µεταβάλλεται στο χρόνο, η µη δεσµευµένη διακύµανση των  παραµένει σταθερή. Σε 

πολλές εφαρµογές χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων η εκτίµηση του 

p q

i j
i=1 j=1
α 1b+ <∑ ∑

tε

tε
p q

i
i=1 j=1
α b+ j∑ ∑ είναι πολύ 

κοντά στη µονάδα. Αυτό δίνει ενδείξεις για το Integrated GARCH (IGARCH) υπόδειγµα των  

(Engle και Bollerslev, 1986). 

Ο Bollerslev (1986) παρουσιάζει τις συνθήκες για την ύπαρξη των ροπών του GARCH 

(1,1) υποδείγµατος, κάτω από την υπόθεση της κανονικότητας για την κατανοµή των τυχαίων 

σφαλµάτων . Η συνθήκη για να είναι πεπερασµένη (finite) η διακύµανση είναι , 

ενώ για να ορίζεται η τέταρτη ροπή χρειάζεται επίσης να ισχύει ότι . 

Τότε η δεύτερη και η τέταρτη ροπή υπάρχουν και δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις 

tε 1 1α +b 1<

2 2
1 1 1 13α 2α b b 1+ + <

( )( )
2

2 40 0 1 1
t t 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

α 3α (1 α +b )E ε  =   και  E ε  = 
1 α b 1 α b 1 3α 2α b b

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦− − − − − − −
. 

Εποµένως, η κύρτωση της µη δεσµευµένης κατανοµής (unconditional distribution) των 

είναι tε

( )
4 2
t 1

2 2 22 1 1 1t

E ε 6α3
1-3α 2α b bE ε

κ
⎡ ⎤⎣ ⎦= = +

1− −⎡ ⎤⎣ ⎦
. 

‘Όπως παρατηρούµε, η κύρτωση είναι πάντα µεγαλύτερη του 3, δηλαδή µεγαλύτερη από την 

τιµή της κύρτωσης της κανονικής κατανοµής. Εποµένως, η κατανοµή των  έχει πιο παχιές 

ουρές από την κανονική κατανοµή και το GARCH υπόδειγµα συλλαµβάνει την ιδιότητα των 

‘παχιών ουρών’ των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων. 

tε

‘Eνα ελκυστικό χαρακτηριστικό των ARCH και GARCH υποδειγµάτων είναι ότι, παρά 

την υπόθεση της δεσµευµένης κανονικής κατανοµής των σφαλµάτων, η µη δεσµευµένη 

κατανοµή δεν είναι κανονική και έχει πιο παχιές ουρές από την κανονική κατανοµή. Ωστόσο, 
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εµπειρικές έρευνες έδειξαν ότι η µη δεσµευµένη κατανοµή των εκτιµηµένων ARCH και 

GARCH υποδειγµάτων δεν ήταν ιδιαίτερα λεπτόκυρτη ώστε να προσαρµόσει µε ακρίβεια την 

κατανοµή των χρηµατοοικονοµικών αποδόσεων. Για το λόγο αυτό ο Bollerslev (1987) 

χρησιµοποίησε την Student-t κατανοµή, η οποία έχει πιο παχιές ουρές από την κανονική 

κατανοµή, και όταν οι βαθµοί ελευθερίας τείνουν στο άπειρο προσεγγίζει την κανονική 

κατανοµή. 

  

2.3.3  Υποδείγµατα  EGARCH 

Τα υποδείγµατα ARCH και GARCH συλλαµβάνουν το ‘volatility clustering’ 

φαινόµενο και γι’ αυτό εφαρµόζονται µε επιτυχία σε εµπειρικές εφαρµογές. Ωστόσο 

παρουσιάζουν µερικά βασικά µειονεκτήµατα λόγω της συναρτησιακής τους µορφής. 

Συγκεκριµένα, τα υποδείγµατα ARCH και GARCH υποθέτουν ότι οι µελλοντικές τιµές του 

 εξαρτώνται µόνο από το µέγεθος του , και όχι από το πρόσηµό του (θετικό ή 

αρνητικό). ∆ηλαδή, η δεσµευµένη διακύµανση  παρουσιάζεται (θεωρείται) συµµετρική ως 

προς τις προηγούµενες χρονικές διαταραχές . Όµως, µια τέτοια συναρτησιακή µορφή 

ενδέχεται να είναι ακατάλληλη, καθώς δεν µπορεί να συλλάβει το ‘leverage effect’, την 

αρνητική δηλαδή σχέση ανάµεσα στις αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων και τις 

µελλοντικές διακυµάνσεις τους. Με άλλα λόγια, η διακύµανση τείνει να αυξάνει όταν 

παρατηρούνται αρνητικές αποδόσεις (άσχηµα νέα, bad news) και τείνει να µειώνεται όταν 

παρατηρούνται θετικές αποδόσεις (καλά νέα, good news). Άλλοι περιορισµοί αυτών των 

υποδειγµάτων, έχουν να κάνουν α) µε την ερµηνεία των µόνιµων διαταραχών (shock) στη 

διακύµανση, και τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν οι παράµετροι του υπόδειγµαυ, 

ώστε να είναι στάσιµο και β) µε τις συνθήκες στις παραµέτρους του υποδείγµατος (µη 

αρνητικές τιµές) ώστε να είναι καλά ορισµένη η δεσµευµένη διακύµανση  σε κάθε χρονική 

στιγµή t. Οι συνθήκες αυτές µπορεί να προκαλέσουν δυσκολίες κατά την διαδικασία 

εκτίµησης του υποδείγµατος.  

2
tσ tε

2
tσ

t-iε

2
tσ

Ο Nelson (1991) πρότεινε το Exponential GARCH (EGARCH) υπόδειγµα, το οποίο 

ξεπερνά τους παραπάνω περιορισµούς, και χρησιµοποιεί την Generalized Error Distribution 

(Box και Tiao, 1973), η οποία µπορεί να συλλάβει την ιδιότητα των παχιών ουρών που 

εµφανίζουν τα χρηµατοοικονοµικά δεδοµένα. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 

Generalized Error Distribution µε µέσο 0 και διακύµανση 1, δίνεται από: 

t

t t
(1 / 2)

z1exp -
2 λ

f(z ) = ,    - z + ,  0
1λ2 Γ

v

v

v
v

v
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ∞ < < ∞ >

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1/ 2
( 2 / ) 12 Γ

λ = ,
3Γ

v

v

v

−⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥

⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

όπου Γ(.) είναι η συνάρτηση γάµµα, και  είναι µία παράµετρος που δείχνει πόσο παχιές 

είναι οι ουρές της κατανοµής. Αν  προκύπτει η κανονική κατανοµή, ενώ αν  και 

, η κατανοµή του  έχει αντίστοιχα πιο παχιές και πιο λεπτές ουρές από την κανονική 

κατανοµή. Το EGARCH(p,q) υπόδειγµα έχει την ακόλουθη συναρτησιακή µορφή  (περιέχει 

και επεξηγηµατικές µεταβλητές στην εξίσωση του µέσου)  

v

= 2v  < 2v

 > 2v tz

t 0 1 1,t 2 2,t m m,t tY = β + β x + β x + ... + β x + ε  

t tε  = z σ t  

( )
q p

2 2
t 0 j t-j k t-k k t-k t-k

j=1 k=1
ln(σ ) = α + b ln(σ ) + θ z + γ z  - E z⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑ ,     

όπου τα  είναι i.i.d. και ακολουθούν την GED µε µέσο 0 και διακύµανση 1,  είναι η 

δεσµευµένη διακύµανση της διαδικασίας  στο χρόνο t, ενώ για . Κάτω 

από την υπόθεση της GED για το , ισχύει ότι 

tz 2
tσ

tε t tσ = z = 0 t < 0

tz

t-k 1/ 2

2

E z
1 3

v

v v

⎛ ⎞Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

Αν οι συντελεστές jb ,  είναι ίσοι µε το µηδέν, τότε, το υπόδειγµα λέγεται 

Exponential ARCH (EARCH), καθώς η εξίσωση για τη δεσµευµένη διακύµανση 

περιλαµβάνει µόνο προηγούµενες τιµές των τυποποιηµένων παρατηρήσεων. 

j = 1, ..., q

 Η µοντελοποίηση του λογαρίθµου της δεσµευµένης διακύµανσης επιλύει τους 

περιορισµούς των GARCH υποδειγµάτων. Το EGARCH υπόδειγµα συλλαµβάνει το 

‘leverage effect’. Η ασύµµετρη σχέση µεταξύ των αποδόσεων των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων και της µελλοντικής διακύµανσης ‘λαµβάνεται’ µε τη χρήση µίας συνάρτησης, η 

οποία εξαρτάται τόσο από το µέγεθος, όσο και από το πρόσηµο του . Η συνάρτηση αυτή 

είναι γραµµικός συνδυασµός των  και 

tz

t-kz t-kz , και δίνεται από τη σχέση: 

( )t-k k t-k k t-k t-kg(z ) = θ z + γ z  - E z . 

Έστω για παράδειγµα, ότι  και kθ  = 0 kγ 0> . Τότε, το σφάλµα (innovation) στο λογάριθµο 

της διακύµανσης, , είναι θετικό (αρνητικό) όταν η απόλυτη τιµή του  είναι 2
tln(σ ) t-kz
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µεγαλύτερη (µικρότερη) από την αναµενόµενη τιµή του, δηλαδή όταν η ποσότητα 

t-k t-kz  - E z  είναι θετική (αρνητική). Ο όρος αυτός αντιπροσωπεύει την επίδραση του 

µεγέθους (magnitude). Ας υποθέσουµε ότι kθ 0<  και kγ = 0 . Τότε, το σφάλµα (innovation) 

στη δεσµευµένη διακύµανση είναι θετικό (αρνητικό) όταν οι τυποποιηµένες αποδόσεις  

είναι αρνητικές (θετικές).  Ο όρος  αντιπροσωπεύει την επιρροή του προσήµου. Η 

µοντελοποίηση του λογαρίθµου της διακύµανσης στο EGARCH υπόδειγµα επιτρέπει στη 

δεσµευµένη διακύµανση να είναι θετική σε κάθε χρονική στιγµή, και εποµένως, δεν 

απαιτούνται περιορισµοί στις παραµέτρους του υποδείγµατος.  

t-kz

k t-kθ z

 

2.3.4  Επεκτάσεις των ARCH και GARCH Υποδειγµάτων 

Στη διεθνή βιβλιογραφία, έχει προταθεί ένας µεγάλος αριθµός εναλλακτικών 

υποδειγµάτων και συναρτησιακών τύπων για τη δεσµευµένη διακύµανση. Ο Engle (1982) 

χρησιµοποίησε ένα γραµµικό υπόδειγµα των τετραγώνων των σφαλµάτων στη δεσµευµένη 

διακύµανση (ARCH), ωστόσο αναφέρει ότι είναι πιθανό άλλες εναλλακτικές µορφές 

δεσµευµένης ετεροσκεδαστικότητας να είναι κατάλληλες σε συγκεκριµένες εµπειρικές 

εφαρµογές, και πρότεινε τις ακόλουθες  
2 2 2
t 0 1 1 t 0 1ln(σ ) = α + α   και  σ  = α + αt t 1ε ε− − . 

Ο Taylor (1986) πρότεινε το ακόλουθο υπόδειγµα για τη δεσµευµένη τυπική απόκλιση 
p

t 0 i t
i=1

σ  = α + α ε∑ -i

i

δ

. 

Ο Geweke (1986) και ο Pantula (1986) πρότειναν το log-ARCH υπόδειγµα 
p

2 2
t 0 i t-

i=1

ln(σ ) α + α ln(ε )= ∑ , 

στο οποίο η δεσµευµένη διακύµανση είναι θετική για όλες τις τιµές των , , 

αλλά παρουσιάζεται πρόβληµα όταν η τιµή των  είναι µηδέν. 

iα i = 1, ..., p

t-iε

Οι Higgins και Bera (1992) πρότειναν µία γενική κλάση υποδειγµάτων, η οποία 

ονοµάζεται nonlinear ARCH (NARCH) και έχει την ακόλουθη µορφή 

( ) ( ) ( )
1/δδ δ2 2 2 2

t 0 1 t-1 p t-pσ  = φ σ + φ ε + ... + φ ε⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

όπου , , , , και για τα  ισχύει ότι . Η 

δεσµευµένη διακύµανση έχει 3 παραµέτρους, αλλά ο περιορισµός  µειώνει τις 

2σ 0> iφ 0≥ i = 0, 1, ..., p δ 0> iφ
p

i
i=0

φ = 1∑
p

i
i=0
φ = 1∑
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παραµέτρους κατά µία. Το υπόδειγµα περιλαµβάνει το ARCH ως ειδική περίπτωση όταν 

, και το log-ARCH ως µία οριακή περίπτωση. δ = 1
 Οι Glosten, Jagannathan και Runkle (1993) χρησιµοποίησαν την ακόλουθη 

παραµετροποίηση 
2 2 2 2
t 0 1 t-1 1 t-1 2 t-1 t-1σ = α + b σ  + α ε  + α ε (ε 0)I > , 

όπου Ι είναι η δείκτρια συνάρτηση, και η επιρροή του  στη δεσµευµένη διακύµανση  

είναι διαφορετική όταν το  είναι θετικό, και διαφορετική όταν είναι αρνητικό. Έτσι, το 

υπόδειγµα µπορεί να συλλάβει το ‘leverage effect’. 

2
t-1ε 2

tσ

t-1ε

 Ο Zakoian (1994) χρησιµοποίησε µια διαφορετική προσέγγιση προτείνοντας το 

Threshold GARCH(p,q) υπόδειγµα, το οποίο δίνεται από τη σχέση 
p q

+ + - -
t 0 i t-i i t-i j t-j

i=1 j=1
σ  = α + α ε  - α ε + b σ∑ ∑ ,  

όπου  και , , , , , και +
t tε  = max(ε ,0) -

t tε  = min(ε ,0) 0 α 0> +
iα 0≥ -

iα 0≥ i = 1, ..., p

jb 0≥ , . Η παραµετροποίηση λέγεται threshold GARCH, επειδή ο συντελεστής 

του  αλλάζει όταν το  περνάει το κατώφλι (threshold) του µηδενός. Για  , 

για όλα τα i , η δεσµευµένη τυπική απόκλιση δίνεται από 

j = 1, ..., q

t-iε t-iε + -
i iα  = α  = αi

 = 1, ..., p
p q

t 0 i t-i j t-j
i=1 j=1

σ  = α + α ε b σ+∑ ∑ . 

 

 

2.3.5  Εκτίµηση των Υποδειγµάτων GARCH  

Οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας για το GARCH υπόδειγµα βρίσκονται 

χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο των Berndt, Hall, Hall και Hausmann (1974). Oι Fiorentini, 

Calzolari, και Panattoni (1996) χρησιµοποίησαν αναλυτικές πρώτες και δεύτερες παραγώγους 

του λογαρίθµου της πιθανοφάνειας για να εκτιµήσουν τις παραµέτρους του GARCH 

υποδείγµατος και συγκρίναν διαφορετικούς αλγορίθµους για την µεγιστοποίηση της 

πιθανοφάνειας. Η ευρεία αποδοχή και εφαρµογή των GARCH υποδειγµάτων οφείλεται στην 

ικανότητά τους να συλλαµβάνουν πολλά χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών 

δεδοµένων. Παρακάτω, παρουσιάζεται αναλυτικά ο υπολογισµός της πιθανοφάνειας ενός 

GARCH(1,1) υποδείγµατος κάτω από την υπόθεση της δεσµευµένης κανονικής κατανοµής 

των . Η µέθοδος της µέγιστης πιθανοφάνειας βασίζεται στην ιδέα της εύρεσης εκείνων των 

τιµών (εκτιµήσεων) των παραµέτρων του υποδείγµατος για τις οποίες µεγιστοποιείται η 

πιθανότητα εµφάνισης των τιµών του χρησιµοποιούµενου δείγµατος. 

tε
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Έστω δείγµα  µεγέθους Τ, και έστω ότι το υπόδειγµα, του οποίου 

τις παραµέτρους θέλουµε να εκτιµήσουµε, δίνεται από τις σχέσεις 

tY ,  1,...,t = T

2

t tY = ε  

2
t t-1 tε  | Φ  ~ N(0, σ )  

2 2
t 0 1 t-1 1 t-1σ  = α +α ε σb+ . 

Έστω ( )0 1 1α ,α ,bθ =  το διάνυσµα των παραµέτρων. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

για µια χρονική στιγµή t, για κάποιο  δίνεται από tε

( )
2
t

t t-1 22

ε1 1ε Φ , exp
22 tt

f θ
σπσ

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Εποµένως, η από κοινού κατανοµή των  υπολογίζεται ως εξής 1 2 TY , Y ,...,Y

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

1 2 T T 1 2 T-1 1 2 T-1

T 1 2 T-1 T-1 1 T-2 1 T-2

T

Y ,Y ,...,Y Y Y ,Y ,..., Y , Y ,Y ,...,Y |

                             Y Y ,Y ,..., Y , Y | Y ,..., Y , Y ,..., Y |

                             ...

                             Y Y

f f f

f f f

f

θ θ θ

)θ θ θ

=

=

=

= ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2 T-1 T-1 1 T-2 1

t t-1
1

2
t
22

1

1 2
2 t22

1

,Y ,...,Y , Y | Y ,...,Y , ... Y |

                             Y ,

ε1 1                             exp
22

ε1                             2 exp
2

T

t

T

t tt

TT

t
t

f f

f

θ θ

θ

σπσ

π σ

=

=

−−

=

= Φ

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭

= −

∏

∏

∏

θ

( ) ( )

2
1

1 2
2 2 t22

0 1 t-1 1 t-1 2 2
11 0 1 t-1 1 t-1

ε1                             2 α +α ε σ exp
2 α +α ε σ

T

t t

T TT

tt

b
b

σ

π

=

−−

==

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫
= + −⎨ ⎬+⎩ ⎭

∑

∑∏

 

Η µεγιστοποίηση της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι ισοδύναµη µε την µεγιστοποίηση του 

λογαρίθµου της συνάρτησης πιθανοφάνειας (log-likelihood). Η log-likelihood function 

δίνεται από   

( ) ( ) ( )
2

2 2 t
1 2 T 0 1 t-1 1 t-1 2 2

1 1 0 1 t-1 1 t-1

ε1 1ln Y ,Y ,...,Y ln 2 ln α +α ε σ
2 2 2 α +α ε σ

T T

t t

Tf b
b

θ π
= =

= − − + −
+∑ ∑  

Για υπολογίσουµε τις εκτιµήσεις των παραµέτρων µεγιστοποιούµε την log-likelihood ως προς 

θ  χρησιµοποιώντας τους περιορισµούς που ορίζουν οι συνθήκες στασιµότητας αλλά και τους 

περιορισµούς για να είναι καλά ορισµένη η διακύµανση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο : 
ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΑ  ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΑ (FACTOR MODELS) 
 
3.1 Εισαγωγή 

Τα πολυµεταβλητά πολυπαραγοντικά (multivariate multifactor models) µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για να προβλέψουν  τις αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων και 

να εκτιµήσουν τη µεταβλητότητα και την συµµεταβολή των αποδόσεών τους. Στην ενότητα 

αυτή θα παρουσιάσουµε κάποια βασικά πολυπαραγοντικά υποδείγµατα και θα τα 

χρησιµοποιήσουµε για να προβλέψουµε την αναµενόµενη απόδοσή τους και τον δεσµευµένο 

πίνακα διακύµανσης συνδιακύµανσης. Τα στοιχεία αυτά είναι καθοριστικά στην κατασκευή 

χαρτοφυλακίων (asset allocation) και στη διαχείριση του κινδύνου (Risk management) των 

χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων.  

Τα πολυπαραγοντικά µοντέλα διαχωρίζουν τις αποδόσεις των χρηµατοοικονοµικών 

στοιχείων σε κοινούς παράγοντες (common factors) και ειδικούς παράγοντες (specific 

factors). Υπάρχουν τρεις βασικές κατηγορίες µοντέλων: 

1) Μακροοικονοµικά πολυπαραγοντικά µοντέλα: χρησιµοποιούν παρατηρήσιµες 

οικονοµικές χρονολογικές σειρές, όπως είναι τα επιτόκια και ο πληθωρισµός. 

2) Κύρια πολυπαραγοντικά µοντέλα: χρησιµοποιούν παρατηρήσιµα χαρακτηριστικά 

των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων (firm or asset specific attributes, firm size, 

dividend yield, industry classification). 

3) Στατιστικά πολυπαραγοντικά µοντέλα: χρησιµοποιούν µη-παρατηρήσιµους ή 

λανθάνοντες παράγοντες (unobservable or latent factors). 

- Παραγοντική ανάλυση – Factor analysis 

- Ανάλυση κυρίων συνιστωσών – Principal component analysis 

 

3.2 Το Γενικό Πολυµεταβλητό Πολυπαραγοντικό Υπόδειγµα 
Οι τρεις βασικές κατηγορίες των πολυπαραγοντικών υποδειγµάτων µπορούν να 

γραφούν στη µορφή: 

it i 1i 1t 2i 2t ki kt it

i i t it
(1 k)(k 1)

R = α  + β f + β f + ... + β f  + ε
     = α  + B f + ε

× ×

′                      (3.1) 

 

όπου  και  . ( )i 1i 2i k
1 k

B  = β , β , ... , β
×

′ i

1,t

2,t
t

k,t
k 1

f
f

f

f
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Στο πολυπαραγοντικό υπόδειγµα θεωρούµε ότι οι  είναι Ι(0) στάσιµες σειρές, για τις οποίες 

ισχύει ότι 

tf

( )t fE f  = µ , 

( ) ( )( )t t t t t
k k k 1            1 k

Cov f = E f -µ f -µ  = Ω
× × ×

⎡ ⎤′
⎢ ⎥⎣ ⎦

f

t

 

και τα σφάλµατα των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων είναι ασυσχέτιστα µε τους παράγοντες 

, δηλαδή ισχύει ότι  tf

( )k itCov f ,ε = 0  για όλα τα k, i, t 

Ισχύει επίσης  ( )
2
j

it js
σ , για  i=j, t=s

Cov ε ,ε = 
0,  διαφορετικα
⎧
⎨
⎩

 

Το πολυπαραγοντικό υπόδειγµα (3.1) µπορεί να γραφεί σαν ένα Cross-sectional regression 

model 

t t
N×1N×1 (N×k)(k×1) N×1

R = α  + Bf + ε  

µε πίνακα διακύµανσης συνδιακύµανσης  

( )t fCov R  = Ω = BΩ B  + D′  

 

Το πολυπαραγοντικό υπόδειγµα (3.1) µπορεί επίσης να γραφεί σαν ένα Τime series 

regression model στη µορφή 

i T i i
T×1 (T×1)(1×1) (T×k)(k×1) T×1
R = α  + FB + ε1 i ,      i = 1,   ..., N

( ) 2
i i i T

(T 1)(1 T)
E ε ε  = σ I

× ×

′  

όπου  είναι ένα διάνυσµα  στήλη µε µονάδες. T1

 

 

3.3 Μακροοικονιµικά Πολυπαραγοντικά Υποδείγµατα 

Στα µακροοικονοµικά πολυπαραγοντικά υποδείγµατα οι παράγοντες  είναι 

παρατηρούµενες µακροοικονοµικές  µεταβλητές, ασυσχέτιστες µε τα σφάλµατα του 

υποδείγµατος. Τα πιο βασικά Μακροοικονοµικά παραγοντικά µοντέλα είναι 

tf

1) Sharpe (1970) – Single factor model 

2) Chen, Roll and Ross (1986) – Multifactor model 
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Προβλήµατα:  

Η εκτίµηση των β . ′

Οι διακυµάνσεις των καταλοίπων, . 2
iσ

Οι συνδιακυµάνσεις των παραγόντων , . fΩ

 

3.3.1 Sharpe’s model (Single index model) 
Το παραγοντικό υπόδειγµα του Sharpe δίνεται από την σχέση 

it i i Mt it
market rerurn

R = α  + β R + ε⋅ ,      i = 1, ,    ..., N t = 1, ..., T

όπου , . 1t Mtf  = R kiβ = 0,  i = 1, ..., N,  k = 2, ..., K

Ο πίνακας διακύµανσης συνδιακύµανσης δίνεται από την σχέση 
2
MN N (N 1)(1 N)

Ω  = σ BB  + D
× × ×

′⋅  

όπου , , ,  2
M Mtσ = Var(R ) ( )

1

1 N

N

β
B = β , ... , β = 

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟′
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
iD = diag(σ ) ( )2

i iσ  = Var ε

 

Τα  και  εκτιµώνται µε παλινδρόµηση χρονολογικών σειρών iβ
2
iσ

( )
T 22

M Mt
t=1

1σ̂ = R R
T-1

−∑ M  

T

Mt
t=1

M

R
R

T
=
∑

 

 

it i i Mt it
ˆˆ ˆR = α  + β R + ε ⇒  

⇒ it it i i Mt
ˆˆ ˆε  = R - α  - β R  

 

2 i i
i

ˆ ˆε εσ̂  = 
T-2
′

 

2
M

ˆ ˆ ˆ ˆˆΩ = σ BB  + D′  

 

Πολυµεταβλητή Παλινδρόµηση (Multivariate regression) 

T T
T N (T 2)(2 N) T N
R  = X Γ  + E
× × × ×

′⋅  
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όπου , . ( )MT 2
X  = 1  R
×

( )
2 N

 = α  B
×
′Γ

Ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων δίνετα από τη σχέση 

( )-1
T

ˆ = X X X R′ ′ ′Γ  

και η εκτίµηση του πίνακα διακύµανσης συνδιακύµανσης από  

T T
1ˆ ˆΣ = Ε Ε

T-2
ˆ′  

όπου T TΕ̂ = R  - XΓ̂′  είναι ο πίνακας των καταλοίπων. 

 

O πίνακας διακύµανσης συµδιακύµανσης του single factor model είναι στατικός (σταθερός 

στο χρόνο). Αυτή η υπόθεση δεν µπορεί να θεωρηθεί καλή. Μπορούµε µε πολλούς τρόπους 

να κάνουµε τον πίνακα χρονικά µεταβαλλόµενο (time varying)  (Για παράδειγµα θα 

µπορούσε να γραφεί ως: , όπου τα Β είναι σταθερά, και τα , , 

µεταβάλλονται σύµφωνα µε ένα GARCH υπόδειγµα).  

2
MΩ = σ BB  + D′ 2

i,tσ 2
M,tσ

 

 

3.3.1 Chen, Roll and Ross (1986) model (General Multifactor model) 

 

Το Γενικό πολυµεταβλητό πολυπαραγοντικό υπόδειγµα χρησιµοποιεί k 

παρατηρούµενες µακροοικονοµικές µεταβλητές ως παράγοντες , οι οποίοι συνήθως 

τυποποιούνται έτσι ώστε να έχουν µέσο µηδέν και τυπική απόκλιση ένα. Ο πίνακας 

διακύµανσης συνδιακύµανσης δίνεται από τη σχέση: 

tf

fΩ = BΩ B  + D′  

όπου , ( )1 2 NB = β , β , ... , β ′ ( ) ( )f t t t tΩ = E f -µ f -µ⎡ ⎤′
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Επειδή  οι παράγοντες παρατηρούνται (observable) οι πίνακες Β και D µπορούν να 

εκτιµηθούν χρησιµοποιώντας time series regression  

i i i i ⇒ˆˆ ˆR  = α 1 + FB  + ε ii i i
ˆˆ ˆε  = R  - α  - FB  

2 i i
i

ˆ ˆε εσ̂  = 
T-k-1
′

. 

Ο πίνακας διακύµανσης συνδιακύµανσης των παραγόντων µπορεί να εκτιµηθεί ως  

( )( )
T

f t
t=1

1Ω̂  = f -f f -f
T-1 t

′∑ ,  
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όπου 

T

t
t=1

f
f = 

T

∑
. Ενώ ο εκτιµώµενος πίνακας διακύµανσης συνδιακύµανσης του 

υποδείγµατος  δίνεται από τη σχέση: 

f
ˆ ˆˆ ˆ ˆΩ = BΩ B  + D′ . 

 

 

3.4 Εφαρµογή σε κατασκευή χαρτοφυλακίου: Global minimum variance portfolio 

Θέλουµε να κατασκευάσουµε ένα χαρτοφυλάκιο Ρ, που αποτελείται από Ν 

χρηµατοοικονοµικά στοιχεία, ώστε η απόδοση του χαρτοφυλακίου να είναι ίση µε: 
N

p i i
i=1

R  = w R = w R′∑ , , όπου i = 1, ..., N ( 1R = R , ... , R )N
′  είναι το διάνυσµα των 

αποδόσεων των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων και ( )1w  = w , ... , w′ N  είναι το διάνυσµα 

των σταθµίσεων βάσει των οποίων συµµετέχει το κάθε στοιχείο στο χαρτοφυλάκιο. Αν 

, τότε, η διακύµανση του χαρτοφυλακίου είναι: Ω = Cov(R) 2
P,wσ = w Ωw′ . Θέλουµε να 

ελαχιστοποιήσουµε τη διακύµανση αυτή, λαµβάνοντας υπ’ όψη τον περιορισµό που ισχύει 

για τις σταθµίσεις του χαρτοφυλακίου: , όπου 1 είναι ένα διάνυσµα στήλη µε 

µονάδες. Η λύση, οι βέλτιστες δηλαδή σταθµίσεις, δίνονται από τη σχέση: 

N

i
i=1

w = w  = 1′∑ 1

-1

-1

Ωw = 
Ω′

1
1 1

. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο : 
ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΑ ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΕΩΝ-ΣΥΝ∆ΙΑΚΥΜΑΝΣΕΩΝ 

 

Η επέκταση των µονοµεταβλητών υποδειγµάτων σε πολυµεταβλητά, και η εκτίµηση 

των χρονικά µεταβαλλόµενων συνδιακυµάνσεων µεταξύ των αποδόσεων των δεδοµένων 

είναι σηµαντική σε διάφορους τοµείς της χρηµατοοικονοµικής ανάλυσης, όπως την 

αποτίµηση των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων (asset pricing), την κατασκευή 

χαρτοφυλακίου (portfolio allocation), την διαχείριση κινδύνου (risk management). ∆ύο 

βασικά προβλήµατα που παρουσιάζονται στα πολυµεταβλητά υποδείγµατα είναι ο µεγάλος 

αριθµός των παραµέτρων που πρέπει να εκτιµηθούν, και η δυσκολία στην εκτίµηση, λόγω 

του περιορισµού ότι ο πίνακας διακύµανσης - συνδιακύµανσης πρέπει να είναι θετικά 

ορισµένος. 

Θεωρούµε ότι έχουµε δεδοµένα της µορφής 

ty ,   t = 1, ..., T,  

όπου κάθε  είναι ένα t 1,t N,y  = (y , ..., y )t N 1×  διάνυσµα. Υποθέτουµε ότι η εξίσωση του 

µέσου και η δεσµευµένη κατανοµή των τυχαίων σφαλµάτων (δεδοµένου την πληροφορία 

µέχρι τη χρονική στιγµή t-1, δίνονται από τις σχέσεις: 

t ty  = µ + ε ,  

t t-1 N tε | ~ (0, ),Φ Ν Σ  

όπου µ είναι ένα  διάνυσµα µε σταθερές,  είναι ένα N 1× tε N 1×  διάνυσµα µε τυχαία 

σφάλµατα,  είναι το σύνολο πληροφορίας ως τη χρονική στιγµή ,  είναι ο  

πίνακας διακύµανσης - συνδιακύµανσης µε στοιχεία  και , , 

, όπου είναι η διακύµανση της i µεταβλητής τη χρονική στιγµή t, και  

είναι η συνδιακύµανση µεταξύ της i και της j µεταβλητής τη χρονική στιγµή t. ∆ιαφορετικά 

πολυµεταβλητά µοντέλα µεταβαλλόµενης διακύµανσης επιβάλλουν διαφορετικούς 

περιορισµούς στην ερµηνεία του τρόπου κατά τον οποίο τα προηγούµενα σφάλµατα επιδρούν 

στις δεσµευµένες διακυµάνσεις και συνδιακυµάνσεις.  

t-1Φ t-1 tΣ N N×

2
i,tσ ij,tσ i = 1, ..., N

j = i+1, ..., N 2
i,tσ ij,tσ

 
 
4.1. Πολυµεταβλητό ARCH Υπόδειγµα (Multivariate ARCH model) 

Οι Kraft και Engle (1982) πρότειναν το πολυµεταβλητό ARCH(p) υπόδειγµα, το οποίο 

επιτρέπει στα στοιχεία του δεσµευµένου πίνακα διακύµανσης-συνδιακύµανσης, να αλλάζει 

στο χρόνο. Το υπόδειγµα µπορεί να γραφεί στη µορφή: 
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(
p

t i t
i=1

(Σ ) = C + A ε ε ,vech vech )-i t-i′∑            (4.1) 

 

όπου  είναι tΣ N N× πίνακας διακύµανσης,  είναι ο τελεστής που εισαγάγει σε 

πίνακα στήλη τα διαγώνια και τα κάτω τριγωνικά στοιχεία ενός συµµετρικού πίνακα, C είναι 

ένα 

(.)vech

N(N+1) 1
2

×  διάνυσµα, και ,  είναι iA i = 1, ..., p N(N+1) N(N+1)
2 2

×  πίνακες. Ο 

συνολικός αριθµός παραµέτρων, είναι 
2N(N+1) N(N+1) + p

2 2
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . Η σχέση (4.1), 

ονοµάζεται ‘vech αναπαράσταση’ ενός πολυµεταβλητού ARCH υποδείγµατος. Για  

(χρονολογικές σειρές) και p = 1  (ARCH όροι), η εξίσωση γράφεται ως: 

N = 2

( )t 1 t-1(Σ ) = C + A ε εvech vech t-1′  

ή 
2 2
1,t 11 11 12 13 1,t-1

21,t 21 21 22 23 1,t-1 2,t-1
2 2
2,t 22 31 32 33 2,t-1

σ c α α α ε
σ  = c  + α α α ε ε
σ c α α α ε

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

.           (4.2) 

 

Ο πίνακας διακύµανσης  πρέπει να είναι θετικά ορισµένος σε κάθε χρονική στιγµή, 

για οποιοδήποτε , κάτι που θέτει περιορισµούς στα στοιχεία του πίνακα C και τις γραµµές 

και τις στήλες του . Οι αναγκαίες συνθήκες ώστε να είναι ο  θετικά ορισµένος, είναι: 

tΣ

t-1ε

1A tΣ
2

11 22 11 22 21

2
11 13 11 13 12

2
31 33 31 33 32

2 2
11 33 22 11 31 21 13 33 23

            c  0,   c  0,   c c - c  0,
1            α  0,   α  0,   α α - α  0,
4
1            α  0,   α  0,   α α - α  0,
4

α α - α  0,    α α - α  0,  α α - α  0.

> > >

≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥

≥ ≥ 2 ≥

 

(βλέπε, για λεπτοµέρειες, Kraft και Engle, 1982).  

 Για πολυµεταβλητά συστήµατα µε µεγαλύτερες διαστάσεις, αντίστοιχοι περιορισµοί 

επιβάλλονται στις γραµµές και τις στήλες του πίνακα . Στη σχέση (4.2), κάθε και , 

εξαρτάται µόνο από τα τετράγωνα των προηγούµενων καταλοίπων και τα cross-products 

όλων των µεταβλητών στο σύστηµα. Μια απλή υπόθεση θα είναι να θεωρήσουµε ότι οι 

διακυµάνσεις εξαρτώνται µόνο από τα προηγούµενα τετραγωνισµένα κατάλοιπα των 

µεταβλητών στις οποίες αναφέρονται, και οι συνδιακυµάνσεις από τα προηγούµενα cross-

products. Στην περίπτωση αυτή, οι πίνακες ,  στην (4.1) είναι διαγώνιοι και ο 

1A 2
i,tσ ij,tσ

iA i = 1, ..., p

 30



Ιωάννης Βρόντος – Εφαρµογές Στατιστικών Μοντέλων στα Χρηµατοοικονοµικά  

αριθµός των παραµέτρων γίνεται ( ) N(N+1)p+1
2

. Για  και , η εξίσωση 

γράφεται ως: 

N = 2 p = 1

  .           (4.3). 

2 2
1,t 11 11 1,t-1

21,t 21 22 1,t-1 2,t-1
2 2
2,t 22 33 2,t-1

σ c α 0 0 ε
σ  = c  + 0 α 0 ε ε
σ c 0 0 α ε

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

 

Για να είναι ο  θετικά ορισµένος στην (4.3) θα πρέπει: tΣ

2
21 22 11 22 21

2
11 11 11 22 21

c  0,   c  0,   c c - c  0

α  0,  α  0,   α α - α  0.

> > >

≥ ≥ ≥
 

 

4.2. Πολυµεταβλητό GARCH Υπόδειγµα (Multivariate GARCH model) 

Οι Bollerslev, Engle Wooldridge (1982) εισήγαγαν το πολυµεταβλητό GARCH(p,q) 

υπόδειγµα. Το υπόδειγµα µπορεί να γραφεί κατά τη ‘vech αναπαράσταση’ ως: 

( ) ( )
p q

t i t-i t-i j t-j
i=1 j=1

(Σ ) = C + A ε ε  + B Σ ,vech vech vech′∑ ∑            (4.4) 

όπου ο  είναι tΣ N N× πίνακας διακύµανσης,  είναι ο τελεστής που εισαγάγει σε 

διάνυσµα στήλη τα κάτω τριγωνικά στοιχεία ενός συµµετρικού πίνακα, C είναι ένα 

(.)vech

N(N+1) 1
2

×  διάνυσµα,  ,  και , , είναι iA i = 1, ..., p jB j = 1, ..., q N(N+1) N(N+1)
2 2

×  

πίνακες. Ο συνολικός αριθµός παραµέτρων είναι ( )
2N(N+1) N(N+1) + p+q

2 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Για 

 και , η εξίσωση γράφεται (4.4) ως: N = 2 p = q = 1

 

( ) ( )t 1 t-1 t-1 1 t-1(Σ ) = C + A ε ε  + B vech Σvech vech ′            (4.5) 

ή 
2 2
1,t 11 11 12 13 1,t-1 11 12 13 1,t-1

21,t 21 21 22 23 1,t-1 2,t-1 21 22 23 21,t-1
2 2
2,t 22 31 32 33 2,t-1 31 32 33 2,t-1

σ c α α α ε β β β σ
σ  = c  + α α α ε ε  + β β β σ
σ c α α α ε β β β σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

2

2

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

 

 

Το υπόδειγµα (4.4) επιτρέπει στα στοιχεία του πίνακα δεσµευµένης διακύµανσης, να 

εξαρτώνται από προηγούµενες τιµές των τετραγώνων και των cross-products όλων των 

µεταβλητών στο σύστηµα, αλλά και από προηγούµενες τιµές των στοιχείων του πίνακα 

δεσµευµένης διακύµανσης. Το υπόδειγµα είναι πολύ γενικό και έχει ένα µεγάλο αριθµό 
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παραµέτρων. Μπορούµε να κάνουµε την υπόθεση ότι οι διακυµάνσεις εξαρτώνται µόνο από 

τα δικά τους προηγούµενα τετραγωνισµένα κατάλοιπα και τις προηγούµενες διακυµάνσεις, 

και ότι οι συνδιακυµάνσεις εξαρτώνται µόνο από τα προηγούµενα cross-products και τις 

προηγούµενες συνδιακυµάνσεις. Στην προκειµένη περίπτωση, οι πίνακες ,  

και , , στην εξίσωση (4.4), είναι διαγώνιοι και ο αριθµός των παραµέτρων 

γίνεται ( )

iA i = 1, ..., p

jB j = 1, ..., q

N(N+1)p+q+1
2

. Για  και , η εξίσωση γράφεται ως: N = 2 p = q = 1

2 2
1,t 11 11 1,t-1 11 1,t-1

21,t 21 22 1,t-1 2,t-1 22 21,t-1
2 2
2,t 22 33 2,t-1 33 2,t-1

σ c α 0 0 ε β 0 0 σ
σ  = c  + 0 α 0 ε ε + 0 β 0 σ
σ c 0 0 α ε 0 0 β σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

2

2

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

. 

 

Ο µη-δεσµευµένος πίνακας διακύµανσης στο υπόδειγµα αυτό δίνεται από: 

( ) [ ]-1t-1 t-1 1 1E ε ε  = I - A  - B C.vech ′⎡ ⎤⎣ ⎦  

Ο πίνακας διακύµανσης  πρέπει να είναι θετικά ορισµένος. Στην πλήρη, αλλά και 

στη διαγώνια αναπαράσταση του υπόδειγµατος, ο περιορισµός δεν είναι εύκολο να ελεγχθεί, 

και είναι δύσκολο να επιβληθεί κατά τη διαδικασία εκτίµησης. 

tΣ

 

 

4.3. Πολυµεταβλητό ΒΕΚΚ Υπόδειγµα 

Οι Engle και Kroner (1995) πρότειναν µια νέα πολυµεταβλητή GARCH 

παραµετροποίηση, γνωστή ως ‘ΒΕΚΚ αναπαράσταση’, η οποία χαρακτηρίζεται από την 

ακόλουθη εξίσωση: 
p qK K

* * * * * *
t 0 0 ik t-i t-i ik ik t-i ik

k=1 i=1 k=1 i=1

Σ  = C C  + A ε ε A  + B Σ B ,′ ′ ′′∑∑ ∑∑            (4.6) 

όπου  είναι ο tΣ N N×  πίνακας διακύµανσης, οι ,  και , είναι  πίνακες 

παραµέτρων, µε τον  τριγωνικό, ενώ η γενικότητα της διαδικασίας εξασφαλίζεται από το 

Κ. Το απλό GARCH(1,1) υπόδειγµα, µε , γράφεται ως: 

*
0C *

ikA *
ikB N N×

*
0C

K = 1
* * * * * *

t 0 0 11 t-1 t-1 11 11 t-1 11Σ  = C C  + A ε ε A  + B Σ B ,′ ′ ′′            (4.7) 

Στη διµεταβλητή περίπτωση, το υπόδειγµα γράφεται: 
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2 2* * * *
1,t 12,t 1,t-1 1,t-1 2,t-1* * 11 12 11 12

0 02 2* * * *
21,t 2,t 2,t-1 1,t-1 2,t-121 22 21 22

2* *
1,t-1 12,t-111 12

* *
21,t-1 221 22

σ σ ε ε εα α α α
 = C C  + 

σ σ ε ε εα α α α

σ σβ β
                          + 

σ σβ β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

* *
11 12

2 * *
,t-1 21 22

β β
β β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

           (4.8) 

 

Το ΒΕΚΚ υπόδειγµα παρέχει λύση για το ότι ο πίνακας διακύµανσης πρέπει να είναι 

θετικά ορισµένος. Λόγω του ότι ο δεύτερος και ο τρίτος όρος στο δεξί µέρος των εξισώσεων 

(4.7) και (4.8) εκφράζονται ως τετραγωνικές µορφές, ο πίνακας διακύµανσης είναι θετικά 

ορισµένος εάν ο * *
0 0C C′  είναι θετικά ορισµένος. Ο αριθµός των προς εκτίµηση παραµέτρων 

είναι 
( ) 2N N+1

 + 2N
2

. Ο µη-δεσµευµένος πίνακας διακύµανσης σε µια ‘ΒΕΚΚ 

αναπαράσταση’ δίνεται από: 

( ) ( ) ( ) ( )
-1

* * * * * *
t t 11 11 11 11 0 0E ε ε  = I - A A  - B B C C ,vec vec⎡ ⎤′ ′ ′′ ⊗ ⊗⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

όπου  είναι ο τελεστής που εισαγάγει σε διάνυσµα στήλη τις στήλες ενός πίνακα., και 

 συµβολίζει το Kronecker product µεταξύ δύο πινάκων. 

(.)vec

⊗

 

• Ορισµός 

Έστω A =  ( ) ένας πίνακας και Β ένας ija m×n p×q  πίνακας. Ο  πίνακας που 

ορίζεται ως , ονοµάζεται Kronecker product των Α και Β και 

συµβολίζεται ως . 

mp×nq

11 1n

m1 mn

a B ... a B

a B ... a B

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

t

A B⊗

 

 

4.4. Πολυµεταβλητό GARCH Υπόδειγµα µε σταθερές δεσµευµένες συσχετίσεις  

      (Constant Conditional Correlations - CCC) 

Το υπόδειγµα προτάθηκε από τον Bollerslev (1990) και υποθέτει µεταβαλλόµενες 

χρονικά διακυµάνσεις και συνδιακυµάνσεις, αλλά σταθερές δεσµευµένες συσχετίσεις. Ο 

δεσµευµένος πίνακας διακύµανσης  εκφράζεται ως:  tΣ

t tΣ  = D RD , 
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όπου R είναι ένας  πίνακας συσχετίσεων, σταθερός χρονικά, µε στοιχεία , 

, , , και  είναι ο 

N N× ijρ

i = 1, ...,N j = i+1, ...,N i j≠ tD N N×  πίνακας µε στοιχεία τις 

δεσµευµένες τυπικές αποκλίσεις , . Οι διακυµάνσεις  θεωρείται ότι 

ακολουθούν µονοµεταβλητά GARCH(p,q) µοντέλα: 

i,tσ i = 1, ...,N 2
i,tσ

p q
2 2 2
i,t 0i ij i,t-j ij i,t-j

j=1 j=1

σ  = α + α ε + β σ ,   i = 1, ..., N∑ ∑  

Ο πίνακας διακύµανσης  είναι θετικά ορισµένος για κάθε t, αν και µόνο αν ο 

σταθερός δεσµευµένος πίνακας συσχετίσεων είναι θετικά ορισµένος και οι δεσµευµένες 

διακυµάνσεις είναι καλά ορισµένες. Οι συγκεκριµένοι περιορισµοί µπορούν εύκολα να 

ικανοποιηθούν, σε σχέση µε άλλες παραµετροποιήσεις του πίνακα διακύµανσης. Ο αριθµός 

των παραµέτρων είναι ίσος µε 

tΣ

( ) (N N-1
+ N 1+p+q

2
) , οι οποίες αποτελούνται από τα , 

,  και . Για  και , έχουµε ότι: 

ijρ

0iα ijα ijβ N = 2 p = q = 1

( )

2 2 2
i,t 0i i1 i,t-1 i1 i,t-1

1/ 22 2
12,t 12 1,t 2,t 12

σ  = α + α ε + β σ ,   i = 1,2

σ = ρ σ σ ,    -1  ρ 1.≤ ≤
 

Στην περίπτωση αυτή, για να είναι ο  θετικά ορισµένος, θα πρέπει , , 

,  και . Για να είναι πεπερασµένη η διακύµανση και να υπάρχει 

στασιµότητα, θα πρέπει επίσης 

tΣ 0iα 0> i1α 0≥

i1β 0≥ i = 1,2 12-1  ρ 1< <

i1 i1α + β 1<  για i = 1,2 . 

 Η υπόθεση σταθερών δεσµευµένων συσχετίσεων είναι εύλογη σε ορισµένες 

εµπειρικές µελέτες. Όµως, παραµένει περιοριστική, καθώς η µεταβολή των δεσµευµένων 

συσχετίσεων των χρηµατοοικονοµικών αποδόσεων µε το χρόνο, αποτελεί ένα φαινόµενο το 

οποίο παρατηρείται συχνά στα χρηµατοοικονοµικά δεδοµένα. Για παράδειγµα, οι συσχετίσεις 

µεταξύ χρηµαταγορών τείνουν να αυξάνονται σε περιόδους µεγάλης µεταβλητότητας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο : 
ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
5.1 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΕ ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ ΕΠΕΝ∆ΥΣΗΣ : HEDGE FUNDS 

 

5.1.1 Εισαγωγή 

Κατά την τελευταία δεκαετία παρουσιάζεται έντονο ενδιαφέρον για τα hedge funds. 

Πρόκειται για εναλλακτικές µορφές επένδυσης οι οποίες έχουν κάποια µοναδικά (σε σχέση 

µε τις παραδοσιακές µορφές επένδυσης, όπως είναι τα αµοιβαία κεφάλαια) χαρακτηριστικά: 

i) Έχουν ευελιξία σε σχέση µε τον τύπο των χρηµατοοικονοµικών στοιχείων και τον τύπο των 

θέσεων που λαµβάνουν – µπορούν να τοποθετούνται σε διεθνείς και εγχώριες αγορές, καθώς 

επίσης σε παράγωγα προϊόντα, και επιτρέπονται short και long θέσεις. ii) ∆εν δηµοσιεύουν - 

παρουσιάζουν τις κινήσεις τους και τις ενέργειές τους. iii) ∆ιευθύνονται από ειδικά 

εκπαιδευµένους και εξειδικευµένους hedge fund managers οι οποίοι ακολουθούν δυναµικές, 

πολύπλοκες στρατηγικές επένδυσης και σαν αποτέλεσµα τα χαρτοφυλάκια που 

κατασκευάζουν επηρεάζονται από πολλούς παράγοντες κινδύνου. Παρουσιάζει ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον στα χρηµατοοικονοµικά να προσδιορίσει κανείς τους παράγοντες που 

επηρεάζουν τις αποδόσεις των hedge funds καθώς και την ικανότητα (skill) του manager και 

την επίδοση - απόδοση στο χρόνο (performance) του εκάστοτε hedge fund. Η ικανότητα του 

manager και η απόδοση του χαρτοφυλακίου προσδιορίζονται από την σταθερά (‘alpha’) της 

παλινδρόµησης των αποδόσεων του hedge fund (Y) µε κάποιους παράγοντες κινδύνου (risk 

factors, X) που τις επηρεάζουν. Οι παράγοντες αυτοί µπορεί να είναι οι παράγοντες των Fama 

and French (1993) – παράγοντες µεγέθους και αξίας (size and value factors), οι παράγοντες 

του Carhart (1997), παράγοντες που σχετίζονται µε την αγορά οµολόγων, µη γραµµικοί 

παράγοντες που σχετίζονται µε παράγωγα προϊόντα (Glosten and Jagannarhan, 1994, 

Agarwal and Naik, 2004) και άλλοι. 

Αν και στη βιβλιογραφία έχουν αναγνωριστεί κάποιοι παράγοντες κινδύνου που 

επηρεάζουν τις αποδόσεις των hedge funds, παραµένει σε µεγάλο βαθµό αναπάντητο το 

ερώτηµα για το ποιοι παράγοντες επιδρούν στις αποδόσεις και πώς αυτοί θα προσδιοριστούν 

‘καλύτερα’ µε βάση τα χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων. Μια απλή 

µέθοδος που χρησιµοποιείται από τους αναλυτές (Agarwal and Naik, 2004, Fung and Hsieh, 

2000, 2001, Liang, 1999) είναι η µέθοδος της βηµατικής παλινδρόµησης (stepwise 

regression). Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται ευρέως λόγω της ταχύτητας και της απλότητας 

της, παρόλο που παρουσιάζει σηµαντικά µειονεκτήµατα όπως η έλλειψη στατιστικής 

συµπερασµατολογίας και η έλλειψη µοντελοποίησης βασικών χαρακτηριστικών των 

χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων όπως ετεροσκεδαστικότητα, παχιές ουρές, ασυµµετρία και 

άλλα.  
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Άλλες µεθοδολογίες που χρησιµοποιούνται για την επιλογή του καταλληλότερου 

υποδείγµατος (model selection) ή των µεταβλητών-παραγόντων (variable selection) που 

επηρεάζουν τις αποδόσεις των hedge funds είναι οι µέθοδοι που προτάθηκαν από τον Akaike 

(1973) και τον  Schwarz (1978) γνωστότερες ως κριτήρια AIC (Akaike’s Information 

Criterion) και BIC (Bayesian Information Criterion). Οι µεθοδολογίες αυτές λαµβάνουν 

υπόψη τους τα χαρακτηριστικά των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων (σε αντίθεση µε τη 

µέθοδο της βηµατικής παλινδρόµησης), αλλά έχουν ένα σοβαρό µειονέκτηµα: είναι 

υπολογιστικά χρονοβόρες, γιατί πρέπει να εκτιµηθούν όλα τα δυνατά υποδείγµατα και οι 

αντίστοιχες συναρτήσεις πιθανοφάνειας για να υπολογιστεί το AIC και το BIC για κάθε 

υπόδειγµα. Τα κριτήρια AIC και BIC υπολογίζονται, αντίστοιχα, µε βάση τις σχέσεις: 

m m m

m m m

AIC  =-2 loglik +2
BIC  =-2 loglik + logT

θ
θ

⋅
⋅ ⋅

 

όπου  είναι ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας, mloglik mθ  είναι το πλήθος των 

παραµέτρων του υποδείγµατος και Τ είναι το πλήθος των παρατηρήσεων. Καλύτερο 

υπόδειγµα θεωρείται εκείνο που δίνει τη µικρότερη τιµή AIC ή BIC. 

Στη βιβλιογραφία έχουν παρατηρηθεί (βλέπε Vrontos, Vrontos and Giamouridis, 2007) 

προβλήµατα σχετικά µε τις πιο πάνω µεθοδολογίες, γιατί δεν λαµβάνουν υπόψη την 

αβεβαιότητα που υπάρχει στην επιλογή των παραγόντων κινδύνου (model uncertainty). 

Προκειµένου να ληφθεί υπόψη η αβεβαιότητα αυτή, µια µεθοδολογία που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί είναι η Μπεϋζιανή, η οποία εκτιµά την εκ των υστέρων κατανοµή των 

υποδειγµάτων (Bayesian model selection strategy). 

 

5.1.2 Εφαρµογή 

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο της βηµατικής παλινδρόµησης για να 

προσδιορίσουµε ποιοι παράγοντες κινδύνου (risk factors) επηρεάζουν τις αποδόσεις ενός 

δείκτη hedge funds. Συγκεκριµένα χρησιµοποιούµε µηνιαία δεδοµένα του δείκτη Credit 

Suisse/ Tremond Hedge Fund Index (CSFBComp_new) ο οποίος είναι αντιπροσωπευτικός 

της αγοράς των hedge funds και καλύπτει την περίοδο από τον Ιανουάριο 1994 ως τον 

∆εκέµβριο 2005. Οι παράγοντες που χρησιµοποιούµε ως επεξηγηµατικές µεταβλητές (risk 

factors) είναι παράγοντες που προτείνονται στη βιβλιογραφία (Agarwal and Naik, 2004, 

Vrontos, Vrontos and Giamouridis, 2007) και αποτελούνται από τις 14 ακόλουθες 

µεταβλητές, που αφορούν αποδόσεις 

• the Russel 3000 equity index (RUS) 

• the Russel 3000 equity index lagged once (RUS(-1)) 

•  the Morgan Stanley Capital International (MSCI) world excluding the USA index 

(MXUS)  
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• the MSCI emerging markets index (MEM) 

• the Salomon Brothers world government and corporate bond index (SBGC) 

• the Salomon Brothers world government bond index (SBWG) 

• the Lehman high yield index (LHY) 

• the Goldman Sachs commodity index (GSCI) 

• the Federal Reserve Bank competitiveness weighted dollar-index (FRBI) 

• Fama and French's (1993) `size' (SMB) and `book-to-market' (HML)  

• Carhart's (1997) `momentum' factors (MOM) 

• the difference between the yield on the BAA-rated corporate bonds and the 10-year 

Treasury bonds (DEFSPR) 

• and the change in equity implied volatility index VIX.  

Αυτά τα δεδοµένα καλύπτουν επίσης την περίοδο από τον Ιανουάριο 1994 ως τον ∆εκέµβριο 

2005.  

Ακολουθεί αναλυτικά το πρόγραµµα σε γλώσσα MATLAB που προσδιορίζει τους πιο 

σηµαντικούς παράγοντες κινδύνου την απόδοση του δείκτη: 

 

%Load Data 
load CSFBCompEx_new.txt 
data=CSFBCompEx_new; 
 
load datafanalyse_new.txt 
datafactors=datafanalyse_new; 
[T,plithosmet]=size(data) 
[T,plithosfactors]=size(datafactors) 
%================== 
 
%calculate summary statistics 
[mean(data) std(data) median(data) kurtosis(data) skewness(data)] 
  
%BEST STEP MODEL 
[B,SE,PVAL,INMODEL,STATS,NEXTSTEP,HISTORY]=stepwisefit(datafactors,da
ta,'display','off'); 
stepmodelhelp=zeros(1,plithosfactors); 
for i=1:plithosfactors 
    if (INMODEL(i)==1) 
        stepmodelhelp(i)=i; 
   nd  e
end 
stepmodelhelp(stepmodelhelp==0)=[]; 
stepmodel=zeros(1,plithosfactors); 
stepmodel(1:size(stepmodelhelp,2))=stepmodelhelp 
 
Σύµφωνα µε τη µέθοδο της βηµατικής παλινδρόµησης, οι µεταβλητές RUS (1), MEM (4), 

SMB (5), MOM (7), SBGC (8), SBWG (9), DEFSPR (12), VIX (14) είναι οι πιο κατάλληλες 

για να εξηγήσουν τις αποδόσεις του δείκτη Credit Suisse/ Tremond Hedge Fund. 
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