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 !"#$ S %&' "(&)*) +, -,-,.'"+%&) './0+1 "#)/2,3$&4 -525 S := {0, 1, 2, . . . , N}5 6)

"(&)*) '7#1 #) )&)+89)7+, 2:.) ;'#'"#8",$&5 <,$.)(+, +/' =/'=/;'"3' -)7 ,>,*3"",#'/ ",

=/';./#1 2.1&) ;'/ ? )-)3'4 ", ;80, 2.)&/;@ "#/A+@4 B.3";,#'/ ", +/' '-1 #/C ;'#'"#8",/C #)7

S 5 D =/'=/;'"3' +,#'-?=8 +, #72'3) #.1-) '-1 ;'#8"#'"? ", ;'#8"#'"? ;'/4 =,=)+%&?C #?C

/"#).3'C #?C =/'=/;'"3'C4 ? -/0'&1#?#' +,#8B'"?C '-1 +/' ;'#8"#'"? ", +/' 8**? ,>'.#8#'/

+1&) '-1 #?& -'.)("' 0%"? #?C5

EC 7-)0%")7+, A/' -'.8=,/A+' 1#/ S = {0, 1, 2}5 <,$.)(+, %&' "$+'#3=/) #) )-)3)

+,#'-?=8 +,#'>( #$& #./:& '7#:& ;'#'"#8",$& =?*'=@ +,#'>( #$& "#)/2,3$& #)7 "7&1*)7

S F"2@+' GH5 E& #? 2.)&/;@ "#/A+@ n B.3";,#'/ "#?& ;'#8"#'"? I #1#, #?& 2.)&/;@ "#/A+@

n + 1 0' B.,0,3 "#?& ;'#8"#'"? 1 +, -/0'&1#?#' I5J4 "#?& ;'#8"#'"? K +, -/0'&1#?#' I5G

@ 0' -'.'+,3&,/ "#?& ;'#8"#'"? I +, -/0'&1#?#' I5L5 M, ;80, 2.)&/;@ "#/A+@ ? +,#'-@=?"?

,3&'/ #72'3' ;'/ ? -/0'&1#?#' +,#'-@=?"?C ,>'.#8#'/ '-1 #? 0%"? #)7 "$+'#/=3)7 #? =,=)+%&?

2.)&/;@ "#/A+@ '**8 12/ '-1 #?& -.)?A)(+,&? /"#).3' #?C =/'=/;'"3'C5

N/' &' A3&)7+, -/) "7A;,;./+%&)/4 'C 7-)0%")7+, 1#/ Xn ,3&'/ ? 0%"? #)7 "$+'#/=3)7 #?

2.)&/;@ "#/A+@ n5 O/ =/'=)2/;%C 0%",/C #)7 "$+'#/=3)74 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . , }4 ,3&'/ #72'3,C

+,#'B*?#%C5 P-)0%#)7+, 1#/4 A/' ;80, 2.)&/;@ "#/A+@ n ;'/ ;80, j, i, in−1, . . . , i0 ∈ S

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i). FG5GH

D /=/1#?#' '7#@ )&)+89,#'/  !"#$%&!'( &)&*+,+!5

E& ? 2.)&/;@ "#/A+@ n "7+B)*39,/ #) -'.1&4 #) n+1 #) ,-1+,&)4 +,**)&#/;1 B@+'4 ;'/ #)

,&=,21+,&) {X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−2 = in−2, Xn−1 = in−1} #) -'.,*01& #?C =/'=/;'"3'C

#1#, ? +'.;)B/'&@ /=/1#?#' +-).,3 &' ,;Q.'"#,3 ,-/A.'++'#/;8 $CR
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 !"#$ %&%' ($)*+,-.#$ $/012+$3 Markov #, 4),-3 5$4$14*1,-3 5$- 627$5$ 6-8$794"4:7 #,4*;
<$1=3 P &

 !"#$%&!'( )*&+,-,!.  ! "#$$!% &'%() (%&*+,-.-! (/0 -! /(,&$10% 2&2!"#%!3 -!3 /(4

,0%-!5

>7 ,6-6/?97 0698?190#, @4- = 6-8$7@4=4,3 #,4*<$1=3A P (Xn+1 = j|Xn = i)A +,7 ,B$);

4C74$- $6@ 4= !)97-5= 14-.#" nA +=/$+" $7 -1!D,- @4-

P (Xn+1 = j|Xn = i) = P (X1 = j|X0 = i) := Pij , ∀n ∈ N E%&FG

4@4, = +-$+-5$12$ 690 6)95064,- ,27$- #-$ 6,!%)7+ !"!8&%95 ($3:'2( Markov& H 6-7$5$3 Pij A

i, j,∈ S A E?7$3 627$5$3 (N +1)× (N +1) $7 49 1D79/9 5$4$14*1,:7 S ?!,- N +1 149-!,2$G

979#*I,4$- /'%(7(5 /)1(%!-9-;% "&-+<(:.5 5$- ?!,- 4-3 ,B"3 -+-@4=4,3'

%& Pij ≥ 0 .-$ 5*8, i, j ∈ {0, 1, . . . , N}&

F&

∑N
j=0 Pij = 1 .-$ 5*8, i ∈ {0, 1, . . . , N}&

H- 627$5,3 690 ?!907 4-3 +D9 $04?3 -+-@4=4,3 979#*I974$- 149!$14-592&

>3 ,6-14)?J90#, 149 6$)*+,-.#$ 490 1!"#$493 %& K698?490#, @4- 9- #,4$6=+"1,-3 490

1:#$4-+290 &*(,-=%-() (/0 -.% 1#:. -!3 ($$+ 06) (/0 -.% /,!.8!>"&%. ):-!,'( -!3?  0.5,;

5)-#?7$A $7 = 8?1= 490 1:#$4-+290 ,27$- 4=7 !)97-5" 14-.#" n ,27$- i Ei = 0, 1, 2G 4@4, 4=7

!)97-5" 14-.#" n + 1 1:#$42+-9 8$ <)215,4$- 14=7 8?1= j #, 6-8$7@4=4$ Pij @690 P ,27$-

?7$3 4,4)$.:7-5@3 627$5$3 E3 × 3 149 6$)*+,-.#* #$3G& LM@197 9 #=!$7-1#@3 690 +-?6,- 4-3

#,4$6=+"1,-3 ,27$- 40!$293 = 8?1= 490 1:#$4-+290 4=7 !)97-5" 14-.#" n ,27$- 40!$2$ #,4$;

</=4" 690 10#<9/2I90#, #, Xn& >6@ 4-3 6$)$6*7: 0698?1,-3 </?690#, .-$ 6$)*+,-.#$ @4-

P (X1 = 2|X0 = 0) = P02 = 0.1 5$- P (X1 = 2|X0 = 1) = P12 = 0.5& N@.: 4=3 0698?1,C3

#$3 @4- = 5*8, #,4$6"+=1= 6)91+-9)2I,4$- $695/,-14-5* $6@ 497 627$5$ 6-8$794"4:7 #,4*<$1=3

P $7,B$)4"4:3 4=3 -149)2$3 4=3 +-$+-5$12$3 E+=/$+" 4:7 +-$+9!-5C7 8?1,:7 490 1:#$4-+290G

-1!D,- ,621=3A .-$ 6$)*+,-.#$A @4- P (X4 = 0|X3 = 1, X2 = 0, X1 = 0, X0 = 2) = P10 = 0.2&

O, *//$ /@.-$ 9- +-$+9!-5?3 8?1,-3 490 1:#$4-+290 -5$7969-9D7 497 9)-1#@ 4=3 +-$+-5$12$3

Markov&



 !"#$ %&"#'()(*+%, %, -.(/01(-23 45# 6 %"7#&8 /016 5(- 192%5#:+(- 3+$%# X0 = 0; <!13#

5(- ("#12(= >;? 6 .#/%$4565% P (X4 = 1, X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1|X0 = 0) *"!@35%# 9,

P (X4 = 1|X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1, X0 = 0)P (X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1|X0 = 0)

= P (X4 = 1|X3 = 2)P (X3 = 2|X2 = 2)P (X2 = 2|X1 = 1)P (X1 = 1|X0 = 0)

= P21P22P12P01 = 0.4× 0.5× 0.5× 0.5 = 0.05.

A .%"%.!$9 -.()(*#124, '%1+156&3 %.(&)3#15#&! 15($ ("#124 56, :3123-20$6, .#/%$4565%,

&%# 156$ B%"&('#%$8 #:#4565%;

 !" #$%&'&(%) Chapman-Kolmogorov

C, -.()(*+1(-23 5D"% 56$ .#/%$4565% 5( 192%5+:#( $% '"+1&35%# 156$ &%5!15%16 ? 56$ 7"($#&8

15#*28 E :3:(20$(- 45# 85%$ 156$ &%5!15%16 F 56$ 7"($#&8 15#*28 FG :6)%:8 P (X2 = 1|X0 =

0); C.4 5( /3D"62% ()#&8, .#/%$4565%,G %-58 6 .#/%$4565% *"!@35%# 9,

∑2
k=0 P (X2 =

1, X1 = k|X0 = 0); C.4 5($ ("#124 56, :3123-20$6, .#/%$4565%, 429, ( &!/3 4"(, 5(-

%/"(+12%5(, 2.("3+ $% *"%@3+ 1%$ 0$% *#$423$( P (X2 = 1|X1 = k,X0 = 0)P (X1 = k|X0 =

0);  "61#2(.(#D$5%, 5D"% 56$ B%"&('#%$8 #:#4565% ')0.(-23 45# ( ."D5(, 4"(, 5(- *#$(20$(-

.%+"$3# 56$ 2("@8 P (X2 = 1|X1 = k) &%# 1-$3.D,

P (X2 = 1|X0 = 0) =
2

∑

k=0

P (X1 = k|X0 = 0)P (X2 = 1|X1 = k)

= P00P01 + P01P11 + P02P21

= P 2
01 = 0.39

<)0.(-23 :6)%:8 45# 6 .#/%$4565% $% '"#1&42%153 156$ &%5!15%16 j 235! %.4 :=( '82%5%G

:3:(20$(- 45# %"7#&! H3&#$!23 %.4 56$ &%5!15%16 iG :+$35%# %.4 5( 15(#73+( i, j Ii *"%228G j

158)6J 5(- .+$%&% P 2
;

KA.9, /% :(=23 156 1-$073#% 6 .%"%.!$9 %$!)-16 *3$#&3=35%#; C, 1-2'()+1(-23 23

P
(n)
ij := P (Xn = j|X0 = i) 56$ .#/%$4565% $% '"3/(=23 156$ &%5!15%16 j 56$ 7"($#&8 15#*28

n :3:(20$(- 45# 6 :#%:#&%1+% H3&+$613 %.4 56$ &%5!15%16 i; L% %.(:3+H(-23 45# 6 !*$9156

.(14565% P
(n)
ij .(- 3H%"5!5%# %.4 5"3#, :3+&53,G 5(-, i, jG &%# nG 3+$%# +16 23 56$ Pn

ij :6)%:8

5( i, j 15(#73+( 5(- .+$%&% P -M920$(- 156$ nN(158 :=$%26; <!13# 59$ #:+9$ 3.#73#"62!59$

.(- 7"61#2(.(#81%23 ."(6*(-20$9,

P (Xn = j|X0 = i) =
∑

k∈S

P (Xn = j|Xn−1 = k)P (Xn−1 = k|X0 = i)

8

P
(n)
ij =

∑

k∈S

P
(n−1)
ik Pkj .

O@%"24P($5%, 56$ .%"%.!$9 17016 *#% n = 2G P
(2)
ij =

∑

k∈S
PikPkj ; O.(20$9, ')0.(-23 45#

( .+$%&%, P (2)
2.("3+ $% 3&@"%153+ 1%$ 5( *#$423$( 56, P 23 5($ 3%-54 56, &%# 3.%*9*#&!



 !"#$%&' ()* + P (n)
',-.* + Pn

/ 0* 1*.1$2*3"4 1%-5&'*4 )$% #,-.3. #*6.-$)7)8- &')5 .9+4 )$%

#.:.1',;&.)(4 &.4 ',-.*

P =





0.4 0.5 0.1
0.2 0.3 0.5
0.1 0.4 0.5



 , P 2 =





. 27 . 39 . 34

. 19 . 39 . 42

. 17 . 37 . 46



 , P 3 =





. 22 . 388 . 392
. 196 . 38 . 424
. 188 . 38 . 432





P 4 =





. 205 . 383 . 412

. 197 . 382 . 422

. 194 . 381 . 425



 , P 5 =





.200 . 382 . 418
. 197 . 382 . 421
. 196 . 381 . 422



 , P 6 =





. 198 . 382 . 420

. 197 . 382 . 421

. 197 . 382 . 421





<.:.)+:',9)' ()* 3.6=4 + 1>-.&+ 9)+- $#$,. %?=-').* $ #,-.3.4 &';.!=-'*@ $* ;:.&&"4 )$%

A.,-').* -. 9%;3!,-$%- 9' 35#$*. $:*.37 )*&7/ B0#84 6. 1$>&' 9)+- 9%-"2'*. .%)( 1'- ',-.*

3.6(!$% 9%&#)8&.)*3( .!!5 .-)*6")84 &*. ;'-*37 *1*()+). )8- #*-538- .%)=-/

 !" #$%&'()*)+, -+)./&0*, 1&$ &23$14 1&)&'5-4

BC9)8 {Xn}@ n = 0, 1, 2, . . . , .!%9,1. Markov &' 2=:$ 3.).9)59'8- S @ .:2*3"4 #*6.-()+)'4

#$% 1,-$-).* .#( )$ 1*5-%9&. ν = {νi, i ∈ S } 3.* #,-.3. #*6.-$)7)8- &')5 .9+4 P / D92>'*

1+!.17 P (X0 = i) = νi@ i ∈ S / E. 9)$*2',. .%)5 ',-.* .:3')5 ;*. )$- #:$91*$:*9&( )8-

#*6.-$)7)8- $#$*$%17#$)' ;';$-()$4 92')*35 &' )+- 'F"!*F+ )+4 .!%9,1.4 Markov/ G*. #.H

:51'*;&. P (X3 = l,X2 = k,X1 = j,X0 = i) = P (X3 = l|X2 = k,X1 = j,X0 = i)P (X2 =

k,X1 = j,X0 = i)/ 0 #:=)$4 (:$4 9)$ 1'F*( &"!$4 .%)74 )+4 'F,989+4 &#$:', -. ;:.A)', 9.-

P (X3 = l|X2 = k) !(;8 )+4 &.:3$ *.-74 *1*()+).4/ 0 1'>)':$4 (:$4 ;:5A').* 9.- P (X2 =

k|X1 = j,X0 = i)P (X1 = j,X0 = i) = P (X2 = k|X1 = j)P (X1 = j|X0 = i)P (X0 = i)

(#$% 2:+9*&$#$*79.&' F.-5 )+- &.:3$ *.-7 *1*()+)./ C#$&"-84@

P (X3 = l, X2 = k,X1 = j,X0 = i) = νiPijPjkPkl.

I' )$- ,1*$ .3:* =4 ):(#$ &#$:$>&' -. .#$1',F$%&' )+ ;'-*37 92"9+

P (Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0)

= νi0Pi0i1Pi1i2 · · ·Pin−2in−1
Pin−1in . JK/LM

;*. 356' n ∈ N 3.* i0, i1, . . . , in ∈ S /

G'-*3()':.@ ;*. 356' k1, k2, . . . , kn ∈ N &' k1 < k2 < · · · < kn 3.* i0, i1, . . . , in ∈ S

*92>'* ()*

P (Xkn = in, Xkn−1
= in−1, . . . , Xk1 = i1, X0 = i0)

= νi0P
k1
i0i1

P k2−k1
i1i2

· · ·P
kn−1−kn−2

in−2in−1
P

kn−kn−1

in−1in
. JK/NM

G*. #.:51'*;&.

P (X6 = l, X4 = k,X3 = j,X0 = i) = νiP
3
ijPjkP

2
kl.



 !"#$ %&'( )*+,-.$ Markov #/ .01 2$3$,34,/56

 !"#$%& '('( 75$ $*+,-.$ Markov 8$ 191#4:/3$5 $.5$!;<5,3= $9 $>? 248/ 2$34,3$,= i

31+ !;<1+ 2$3$,34,/@9 #>1<10#/ 9$ #/3$A10#/ ,/ 248/ 4**=B jB ?!5 +>1!</@3524 ,/ C9$

A"#$B #/ #= #=./952" >58$9?3=3$&

D $*+,-.$ 31+ ,!"#$316 % /-9$5 A/A$-@6 $.5$!;<5,3=& EF#@6 = $*+,-.$ #/ !;<1 2$3$,34G

,/@9 {0, 1, 2, 3} 2$5 >-9$2$ >58$913"3@9 #/34A$,=6









1/2 1/2 0 0
1 0 0 0
0 0 1/3 2/3
0 0 2/5 3/5









./9 /-9$5 $.5$!;<5,3=& )9 H/259",1+#/ $>? 3=9 2$34,3$,= I ./9 #>1<10#/ 9$ #/3$A10#/ ,3=9

2$34,3$,= J 1,$.">13/ A"#$3$ 2$5 $9 2491+#/&

K1 $9 /-9$5 " ?!5 $.5$!;<5,3= #5$ $*+,-.$ /H$<343$5 $>12*/5,3524 $>? 319 >-9$2$ >58$91G

3"3@9 #/34A$,=6 P & L5E $+3? 31 *?M1 #>1<10#/ 9$ #5*4#/ 5,1.09$#$ M5$ >-9$2/6 >58$913"3@9

#/34A$,=6 >1+ /-9$5 $.5$!;<5,315 " ?!5&

 !" #$%&'()* Markov +) (,- ./0/&01&)2*

EN,3@ Xn .5$.52$,-$ Markov #/ .01 2$3$,34,/56B I 2$5 %& 75$ ./5M#$352" ,+94<3=,= $+3"6

3=6 .5$.52$,-$6 8$ #>1<10,/ 9$ /-9$5 *?M1+ !4<59 01101011100100010 . . .& )6 +>18C,1+#/ ?35

1 >-9$2$6 >58$913"3@9 #/34A$,=6 /-9$5

P =

[

1− α α
β 1− β

]

L<4O1+#/ P = I − S ?>1+ I /-9$5 1 3$+31352?6 >-9$2$6

I =

[

1 0
0 1

]

2$5 S =

[

α −α
−β β

]

.



 !"!#$"%&'( )#* S2 = (α + β)S +!* (,!-.-*+/ Sk = (α + β)k−1S0 k = 1, 2, . . .1 234(,560

!,) #% 7*.43'*+) 8(5"$'! 9:%3'( )#*

Pn = (I − S)n = I +
n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)kSk = I + S
n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k(α+ β)k−1

= I +
(α+ β)n − 1

α+ β
S = I − S(α+ β)−1 + S(α+ β)n−1

234(,56 % ,;4!+!6 '(#/<!=$6 n <$'/#.4 7;4(#!* !,) #%4 #&,%

Pn =

[

Pn
00 Pn

01

Pn
10 Pn

11

]

=

[

β
α+β

α
α+β

β
α+β

α
α+β

]

+ (1− α− β)n

[

α
α+β

−α
α+β

−β
α+β

β
α+β

]

.

>,) #$4 ,!"!,/4. =:9=$ <?9,%3'( )#*0 )#!4 |1− α− β| < 1

lim
n→∞

Pn =

[

β
α+β

α
α+β

β
α+β

α
α+β

]

.

@(7%'94%3 )#* 0 ≤ α ≤ 1 +!* 0 ≤ β ≤ 1 ,!"!#$"%&'( )#* $ ,%=)#$#! |1− α− β| (;4!* ,/4#!

'*+")#("$ #$6 '%4/7%6 (+#)6 !4

 !"#$%&'( )* α = β = 11 A)#( 1− α− β = −1 +!* P =

[

0 1
1 0

]

1

 !"#$%&'( +* α = β = 01 A)#( 1− α− β = 1 +!* P =

[

1 0
0 1

]

1

2#$4 ,"5#$ ,(";,#.=$ ,!"!#$"%&'( )#*

P 2n =

[

1 0
0 1

]

+!* P 2n+1 =

[

0 1
1 0

]

-*! n = 1, 2, . . .1

B;4!* =!C96 )#* #% =.'!#;7*% '(#!,$7/ !,) #$4 ';! +!#/=#!=$ =#$4 /??$ 4#(#("'*4*=#*+/ =(

+/8( <D'!1 B;4!* (,;=$6 ,"%C!496 )#* $ Pn
7(4 =3-+?;4(* )#!4 n → ∞1

2#$4 7(&#("$ ,(";,#.=$

Pn =

[

1 0
0 1

]

.

B75 <?9,%3'( )#* #% =.'!#;7*% ,!"!'94(* -*! ,/4#! =#$4 !":*+D #%3 +!#/=#!=$1

E!* =#*6 7&% !3#96 ,("*,#5=(*6 !F;G(* 4! ,!"!#$"D=%3'( #% -(-%4)6 )#* #% =.'!#;7*%

7(4 F(:4/(* ,%#9 #$4 !":*+D #%3 89=$ $ %,%;! =34(:;G(* 4! (,$"(/G(* #$4 =3',("*C%"/ #%3

!4(F!"#D#.6 #%3 :")4%3 ,%3 9:(* ,!"9?8(* !,) #$4 !":D #$6 7*!7*+!=;!6 H=( !4#;8(=$ '(

#$4 -(4*+D ,(";,#.=$ |1 − α − β| < 1 ),%3 <?9,%3'( )#* $ (,;7"!=$ #$6 !":*+D6 89=$6 #%3

=.'!#*7;%3 C8;4(* -(.'(#"*+/I1



 !"#$ %&'( )*+,-./ 012!-345 Ehrenfest #6 7 38$1*901$ ,$ /./9$ !:*95 ;<2;4 ,45 =6>1?+,4,/5
@6:*/A#6 $*1@#4#B>$& C2@6 8/*2D #6 ,4 ;/"@61$ ,/- ;B</-5D 01$<B=/-#6 3,4> ,A!4 B>$

38$1*901/ ?$1 ,/ #6,$@B,/-#6 3,/ $>,9@6,/ 0/!69/&

 !" #$%&'() *+,-'./0 &12 Ehrenfest

E/ .*+,-./ $-,+ 69>$1 #9$ $.+ ,15 .*F,65 $<-39065 Markov ./- #6<6,"@4?$> G$.+ ,/-5 8-31H

?/A5 Paul ?$1 Tatiana EhrenfestI ?$1 B.$1J6 34#$>,1?+ *+</ 3,4> $>2.,-J4 ,45 3,$,13,1?"5

8-31?"5 ?$1 3-=?6?*1#B>$ 3,4 #6<B,4 ,:> 8$1>/#B>:> 01$!A36:5 ,:> $6*9:>& KL3,: 0A/ 0/H

!69$ ?$1 N 38$1*901$D i $.+ ,$ /./9$ ;*93?/>,$1 $*!1?2 3,/ $*13,6*+ 0/!69/ ?$1 N − i 3,/

06J1+ 0/!69/&

E15 !*/>1?B5 3,1=#B5 1, 2, . . . , n, . . . 01$<B=/-#6 ?2@6 8/*2 B>$ 38$1*901/ 3,4> ,A!4 G$H

>6J2*,4,$ $.+ ,15 .*/4=/A#6>65 6.1</=B5 #$5I ?$1 ,/ ,/./@6,/A#6 3,/ $>,9@6,/ 0/!69/& M

!F*/5 ?$,$3,236:> #./*69 >$ <48@69 60F :5 ,/ 3A>/</ S = {0, 1, 2, . . . , N − 1, N}& KM,$> 4

$<-390$ ;*93?6,$1 3,4> ?$,23,$34 i $-,+ 34#$9>61 +,1 B!/-#6 i 38$1*901$ 3,/ $*13,6*+ 0/!69/

G?$1 3->6.F5 N − i 3,/ 06J1+I& M .9>$?$5 .1@$>/,",:> #6,2;$345 0906,$1 $.+ ,15 3!B3615
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
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


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N
$> j = i− 1

N − i

N
$> j = i+ 1

0 01$8/*6,1?2

 !3 4&,.+560 78&82)590 8:'.;<12 Markov

 !"#$%& '()( N> ?2./1$ ?$,$>/#" .1@$>+,4,$5 π 3,/ S 1?$>/./169 ,15 3!B3615

πj =
∑

i∈S

πiPij ∀j ∈ S G%&OI

,+,6 @$ />/#2P6,$1  !" #$% &'!'()$* !%+ ',- ./'+ Markov& M1 6J13F3615 $-,B5 />/#2P/>,$1

6J13F3615 3,/!$3,1?"5 13/**/.9$5 " 3,231#65 6J13F3615&



 ! "#$%!&'()*# +,! -.)'/0-Markov *# +,! '+1'%*, $-+-!(*&2 0,.-0& -! P (X0 = j) = πj
3%- $14# j +5+#

P (Xn = j) = πj 3%- $14# n2 6789:

0,.-0& , -.)'/0- Markov ')!#;/<#% !- =;#% -)+& +,! $-+-!(*& 3%- 5.#> +%> #?5*#!#> ;@(!%$=>

'+%3*=>8 A@13*-+%2

P (X1 = j) =
∑

i∈S

P (X1 = j|X0 = i)P (X0 = i) =
∑

i∈S

πiPij = πj

-?5 +,! 678B:8 C?-!-.-*D1!(!+-> +( #?%;#/@,*- -?(0#%$!E#+-% , 6789:8 F( ?@(,3(E*#!(

#?%;#/@,*- #G-@*5<#+-% $-% -!+/'+@(G-2 0,.-0& -! , 6789: %';E#% 3%- $1?(%- $-+-!(*& πj 2 +5+#

-)+& 4- ?@=?#% !- %$-!(?(%#/ +( 'E'+,*- 678B:8

 !"#$%&!' F( 3@-**%$5 'E'+,*- 678B: +( (?(/( *?(@(E*# !- #$G@1'()*# ')!(?+%$1

H> π = πP 2 65?() π #/!-% +( 0%1!)'*- 3@-**&> ?() -!+%'+(%;#/ '+,! '+1'%*, $-+-!(*&: #/!-%

(*(3#!=> $-% #?(*=!H>2 -! +( 0%1!)'*- π #/!-% .E',2 +5+# $-% +( 0%1!)'*- cπ #/!-% .E', 3%-

$14# ?@-3*-+%$5 c8 A@=?#% #?(*=!H> !- ')*?.,@H4#/ *# +,  !"#$#% &'()(*&)+)"%#%,

()$&%&! *+,-,./-0-$!&!1'

∑

i∈S
πi = 1, πi ≥ 0

 !"! #$%&'( )*+,-.$ /01'2&%-3 1&$ 425%67*3 Markov

I%- -.)'/0-Markov *# ?#?#@-'*=!( -@%4*5 $-+-'+1'#H! (!(*1<#+-% -?#@%(0%$& -! 3%- $1?(%(

m ∈ N 5.- +- '+(%;#/- +() ?/!-$- Pm
#/!-% -)'+,@1 4#+%$18

J%- ?-@10#%3*-2 , -.)'/0- +() ';&*-+(> 7 #/!-% -?#@%(0%$&8 KL*H> , 0%-0%$-'/- Ehrenfest

0#! #/!-% -?#@%(0%$&8  )+5 *?(@(E*# !- +( $-+-.1D()*# #E$(.- -! ')!#%0,+(?(%&'()*# 5+%

"#$%!5!+-> -?5 *%- $-+1'+-', *# 1@+%( -@%4*52 6?8;8 +,! $-+1'+-', M & +,! $-+1'+-', N:

*#+1 -?5 1@+%( -@%4*5 D,*1+H! 4- D@%'$5*-'+# ?1.% '# $-+1'+-', *# 1@+%( -@%4*58 O)!#?P>

P 2n+1
00 = 0 6-G(E "#$%!P!+-> -?5 +( *,0=! #/!-% -0E!-+(! !- #?%'+@=Q()*# '+( *,0=! '#

?#@%++5 -@%4*5 D,*1+H!: $-% #?(*=!H> , -.)'/0- 0#! *?(@#/ !- #/!-% -?#@%(0%$&8

2#34!"+ 565 6R-'%$5 S#P@,*- OE3$.%',>:6 -*' .*' '/*'012*#3%4 '+ 2*)/*&5 '67#"/' Mar-

kov . + + 2'#.8() '2*9.: &'3'#3;# $(

lim
n→∞

Pn
ij = πj ∀i, j ∈ S 678T:

:+)7 πj  "('* % #3;#*.% &'3'().5 +)7 /"( 3'* '+: 3) #<#3%.' =>?@A? B;735 3%( + 2"+3$#% %

.E', +() ')'+&*-+(> #/!-% *(!-0%$&8

C'2;/ *D.' 787? KC'+H Xn -.)'/0- Markov *# ;P@( $-+-'+1'#H! {0, 1, 2} $-% ?/!-$- ?%4-U

!(+&+H! *#+1D-',>

P =





1/3 1/3 1/3
1/4 1/2 1/4
1/6 1/3 1/2





V- #)@#4#/ , '+1'%*, $-+-!(*&8



 !"#$  ! "#"$%&' π = πP ()*+, $,- +.,"/"+,-

π0 =
π0
3

+
π1
4

+
π2
6

01234

π1 =
π0
3

+
π1
2

+
π2
3

01254

π2 =
π0
3

+
π1
4

+
π2
2

012164

7)' '89 ':$;- $,- +.,"/"+,- +)*', 8+<,$$= >', ?' 8<;8+, *' '*$,>'$'"$'?+) '89 $%* +.)"@"%

>'*!*,>!8!)%"%-

π0 + π1 + π2 = 1.

A!BB'8B'",CD!*$'- $%* 01234 +8) E >', 'F',</*$'- $%* '89 $%* 01254 '8'B+)F!:&+ $! π2 >',

8')<*!:&+ $%* "G;"% π1 = 5π0

3 2 H*$,>'?,"$/*$'- ':$= $% "G;"% "$%* 01234 8<!>#8$+, 9$,

π2 =
3π0

2 2 I:*+8/-J '89 $%* "G;"% >'*!*,>!8!)%"%- ;G!:&+ π0 +
5π0

3 + 3π0

2 = 1 = π0 =
6
25 >,K

;$", π1 =
2
5 >',

9
25 2 L'$C $%* +8)B:"% $!: ":"$=&'$!- (+* G<%",&!8!,="'&+ $%* 0121642

H* % 'B:")(' +)*', '(,'G/<,"$% 'BBC 9G, :8!G<+@$,>C '8+<,!(,>= $9$+ ,"G#+, 9$,

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

P k
ij = πj . 012114

A'<'$%<+)"$+ 9$, % 012M4 ":*+8CN+$', $%* 012114 'BBC $! '*$)"$<!F! (+* ,"G#+,2

%&' (#) &*+*&,)- "./"# 01/&23 45 '(6 76* 8,95 *:6*.;+6"(# *13"<:*

# "(,"64# 8*(*)24= :<)56 (2 &2"2"(' (23 .+')23 &23 # *13"<:* Markov

0+<"85(*6 "5 8,95 8*(,"(*"#> O 8'<'8C*@ "G;"% &'- +8,$<;8+, *' G<%",&!8!,!#&+

$%* "$C",&% >'$'*!&= N,' *' :8!B!N)D!:&+ $! 8!"!"$9 $!: G<9*!: 8!: &,' 'B:")(' P<)">+$',

"+ >C?+ >'$C"$'"% '"G;$@- '* +)*', '8+<,!(,>= = 9G,2 Q,' $! B9N! ':$9 $! D=$%&' $%-

'8+<,!(,>9$%$'- (+* ?' &'- '8'"G!B="+, ,(,')$+<'2

?5;+#4* @>A>  ! "#$ $%#$&'(#)*+ $,-).%$ + /$*$01"2 #)1((13.$4 !.0$# $-)*+(5 6!*#/27

%+,$%2 πi > 0 ∀i ∈ S 8 90 µii := EiTi )-":1,.;!# *10 "<)1 &(=01 !3#)*(1>24 )*+0 /$*5)*$)+

i *=*!

πi =
1

µii

0121E4

 !" #$%&' ()*+&' ,-./01%2' ,-.134 51.1%./%-6+

KR"$@ µij ! &;"!- G<9*!- &+$CP'"%- '89 &)' >'$C"$'"% i "+ &,' CBB% j 09$'* i = j $9$+

+**!!#&+ $! G<9*! +8,"$<!F=- "$%* >'$C"$'"% j42 S, 8!"9$%$+- ':$;- ":*(;!*$', &+ $,-

"G;"+,-

µij = 1 +
∑

k 6=j

Pikµkj 9$'* j 6= i.

µjj = 1 +
∑

k 6=j

Pjkµkj .



 !"#$% &'()$% *+,#-'$./% #-0) 12-3#-2#0 j !+$'*4 )2 5+$6$7,#8*4 12, 12-*58*42) 2) *4)2,

7)9#-/ 0 #-3#,!0 12-2)$!/:

µjj =
1

πj
.

;*9'<)-2% -0) 12-3#-2#0 j #-28*'/ 12, -0) i !*-2=60-/ "&$5!* ")2 7'2!!,1( #>#-0!2 2+(

-0) *+465#0 -$5 $+$4$5 +'$1>+-$5) $, 37)9#-$, µij ?

@,2 +2'3A*,7!2 2% *B*-3#$5!* -0) 265#4A2 Ehrenfest !* C #.2,'4A,2?  &<'$% 12-2#-3#*9)

#D 25-/ -0) +*'4+-9#0 *4)2, S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 12, $ +4)212% +,82)$-/-9) !*-3=2#0% *4)2,

P =





















0 1 0 0 0 0 0
1/6 0 5/6 0 0 0 0
0 2/6 0 4/6 0 0 0
0 0 3/6 0 3/6 0 0
0 0 0 4/6 0 2/6 0
0 0 0 0 5/6 0 1/6
0 0 0 0 0 1 0





















E #-3#,!0 12-2)$!/ *4)2,

πi =
1

64

(

6

i

)

7,2 i = 0, 1, . . . , 6.

F% 5+$6$74#$5!* -$) !"#$ &'()$ !*-3=2#0% #-0) 12-3#-2#0 G 2+( -0) 12-3#-2#0 C? ;"-$)-2%

mi := µi0 7,2 i = 1, 2, . . . , 6 "&$5!* -$ #>#-0!2

m1 = 1 + 5
6m2

m2 = 1 + 2
6m1 + 4

6m3

m3 = 1 + 3
6m2 + 3

6m4

m4 = 1 + 4
6m3 + 2

6m5

m5 = 1 + 5
6m4 + 1

6m6

m6 = 1 + m5

HI?IJK

L$ #>#-0!2 25-( A4)*,

m1 = 63, m2 = 742
5 , m3 = 783

5 , m4 = 804
5 , m5 = 821

5 , m6 = 831
5 .

 &'()$% +'<-0% *+2)(A$5 #-$ 0 !+$'*4 )2 5+$6$7,#8*4 2+( -0) #&"#0

µ00 = 1 + µ10 = 1 +m1 = 64.

M+,#0!24)$5!* (!9% (-, 5+3'&*, 2+6$>#-*'$% -'(+$% +$5 A*) 2+2,-*4 -0) *+465#0 -$5 #5N

#-/!2-$% HI?IJKO 5+( -0) +'$P+(8*#0 (-, "&$5!* 5+$6$74#*, -0) #-3#,!0 12-2)$!/? F+( -$

8*<'0!2 Q?R "&$5!* µ00 =
1
π0

= 1
1

64
(6
0
)
= 64?



 !" #$%&%'()*$+, -&./0%, 1%)+232*,

 !" #!"#!$"%&" '"()*+! '(,-./0" 0" ,',&" 1',(+& /" !$"/,',!,2/ 0!3 '(,#!"*("453 ',!.060"3

71+ '!8"/.060" p9 : .;! 71+ '!8"/.060" 1 − p = q9< =>/"3 +?+*$0:3 +?5*;+! 06/ ',!.060"

0@/ '(,-./0@/ 1+ A)%6 06/ "$.?,B86 ',?!0!$:< C(;!$) +?5*;+! $)8+ $,11)0! 15;(!3 .0,B

A(+! k #!"#,;!$) $,11)0!" $"?)< D0, %61+&, "B0. +?5*;+! #+!*1"0,?6'0!$) 1./, 5/" $,11)0!

%0" r #6?"#: "4:/+! r − 1 /" '+()%,B/ ;@(&3 5?+*;, $"! +?5*;+! 0, r< E #+!*1"0,?6'0!$:

"B0: #!"#!$"%&" %0"1"0)+! 06 %0!*1: ',B %+ 5/"/ "'. 0,B3 #+!*1"0,?6'0!$,23 +?5*;,B3 A(+! 5/"

;"?"%15/, $,11)0!< F.0+ "(;&G+! ')?! /" +H+0)G+! .?" 0" $,11)0!" 15;(! 06 %0!*1: ',B 8" A(+!

k #!"#,;!$) $"?) $,11)0!" ,'.0+ 6 H+$!/) ')?! 6 #+!*1"0,?6'0!$: #!"#!$"%&"< I',850,B1+ .0!

0" +?"00@1"0!$) $,11)0!" ',B A(&%$+! , +?+*$:3 $"0"%0(54,/0"!< 7J" 1',(,2%"1+ +'&%63 /"

B',85%,B1+ .0! +'!#!,(8K/,/0"! "/ "B0. +&/"! 0+;/!$) : ,!$,/,1!$) +4!$0.<9 L %$,'.3 "B0:3

063 #+!*1"0,?6'0!$:3 #!"#!$"%&"3 +&/"! /" #!"06(+&0"! 1!" "',#+$0: ',!.060" %06/ '"("*@*:

#6?"#: 5/" ;"16?. ',%,%0. +?"00@1"0!$K/ $,11"0!K/ ',B #!"4+2*,B/ 0,/ 5?+*;, ;@(&3 0,

$.%0,3 063 #!"%4)?!%63 063 ',!.060"3 /" *&/+0"! ',?2 1+*)?,<

D06/ "/)?B%6 "B0,2 0,B %B%0:1"0,3 8" B',85%,B1+ .0! $)8+ $,11)0! +&/"! "',#+$0. :

+?"00@1"0!$. "/+H)(060" "'. 0" )??"< CB0: 6 B'.8+%6 "'?,B%0+2+! 06/ "/)?B%6 .1@3 %06/

'()H6 %B/:8@3 #+/ !%;2+!< E '"("*@*: +/.3 +?"00@1"0!$,2 $,11"0!,2 1',(+& /" %61"&/+!

.0! 6 #!"#!$"%&" +&/"! M+$0.3 +?5*;,BN $"! $"0) %B/5'+!" %B/:8@3 #+/ B')(;+! "/+H"(06%&"

%06/ ',!.060" #!"#,;!$K/ $,11"0!K/< CB0.3 +&/"! , ?.*,3 *!" 0,/ ,',&, 1.?!3 A(,21+ 5/"

+?"00@1"0!$. $,11)0! #!"$.'0,B1+ 0,/ #+!*1"0,?6'0!$. 5?+*;, 15;(!3 .0,B A+A"!@8,21+ 71+

06/ +H50"%6 k #!"#,;!$K/ $"?K/ $,11"0!K/9 .0! 6 '"("*@*: +&/"! ')?! +/0.3 +?5*;,B<

O(,$+!15/,B /" "/"?2%,B1+ 06/ %B1'+(!4,() "B0:3 063 #!"#!$"%&"3 7B',850,/0"3 ')/0"

.0! 6 ',!.060" $)8+ $,11"0!,2 +&/"! "/+H)(0606 "'. 06/ ',!.060" 0@/ )??@/9 8+@(,21+ 1!"

"?B%&#" Markov 1+ ;K(, $"0"%0)%+@/ S = {0, 1, . . . , k, k + 1, . . . , k + r − 1}< =L0"/ 6

"?B%&#" A(&%$+0"! %06/ $"0)%0"%6 i = 0, 1, 2, . . . k "B0. %61"&/+! .0! , +?+*$0:3 A(&%$+0"! %+

4)%6 '?:(,B3 +?5*;,B $"! 1+0) "'. 0, 0+?+B0"&, +?"00@1"0!$. $,11)0! ',B A(:$+ 5;+! A(+& i

#!"#,;!$) $"?)< =L0"/ A(&%$+0"! %06/ $"0)%0"%6 k + jP j = 1, 2, . . . , r − 2 "B0. %61"&/+! .0!

, +?+*$0:3 +&/"! %+ 4)%6 #+!*1"0,?6'0!$,2 +?5*;,B $"! 5;,B/ '+()%+! j $,11)0!" ;@(&3 /"

0" +?5*H+!< F5?,3 .0"/ +&/"! %06/ $"0)%0"%6 k + r − 1 +$0+?+& 0,/ #+!*1"0,?6'0!$. 5?+*;,<

Q!" /" *&/,B/ %"4: 0" '"("')/@ "3 #,21+ 5/" '"()#+!*1" 1+ k = 3 $"! r = 4< L '&/"$"3

'!8"/,0:0@/ 1+0)A"%63 8" +&/"!

P =





















q p
q p
q p

1
1

1
q p





















7R<RS9

O"("06(+&%0+ .0! .0"/ 6 "?B%&#" +&/"! %0!3 $"0"%0)%+!3 TPRPU 0.0+ , 5?+*;,3 +&/"! '?:(63<

C/ A(+8+& 5/" +?"00@1"0!$. $,11)0! 71+ '!8"/.060" q9 *B(/)1+ %0, T<  + $"?. $,11)0!



 !" #$%&'()*)& p+ #,-./,0!" 1&)0 2 !3.,$ '& 4,"%-5!" 6)*' 1&)06)&6* 78 91": &,.:;"$ -

<"$=!&)->*#)$1(? 3>"=.-? 1&$ #,-./,0!" 1&)0 2  ./,:? '& ">3=.-@!"8+ AB-5 &BC6-@!" 7

1-!!0)$& ./,:? '& )& ">3=D-@!"E ">3=.-@!" )- )3)&,)-8 A' ":'&$ ">&))/!&)$1( #*=&:'-@!"

6)*' 1&)06)&6* F8 A' ":'&$ 1&>( #*=&:'-@!" 6)*' 1&)06)&6* 7 1&$ &BC'-@!" '& #",06-@'

D&'0 7 1-!!0)$& ./,:? '& )& ">3=D-@!"8

G &>@6:6& &@)C ":'&$ &<$&.H,$6)* 1&$ * 6)06$!* 1&)&'-!C #,-15#)"$ "51->& /? * >56* )-@

6@6)C!&)-?

π0 = q(π0 + π1 + π2 + π6)

π1 = pπ0

π2 = pπ1

π3 = pπ2 + pπ6

π4 = π3

π5 = π4

π6 = π5

!&;: !" )*' "D:6/6* 1&'-'$1-#-:*6*?

6
∑

i=0

πi = 1.

9#-!3'/? 3.-@!"E #&,&>":#-')&? )*' #,H)* "D:6/6*E

π1 = π0p, π2 = π0p
2, π3 = π4 = π5 = π6 = π0q

−1p3.

A')$1&%$6)H')&? 6)* "D:6/6* 1&'-'$1-#-:*6*? 3.-@!"

π0(1 + p+ p2 + 4q−1p3) = 1

1&$ .,*6$!-#-$H')&? )*' ="/!"),$1C #,(-<- 1 + p + p2 = q−1(1 − p3) 1&)&>C=-@!" 6)*'

6)06$!* 1&)&'-!C

π0 =
q

1 + 3p3
, π1 =

qp

1 + 3p3
, π2 =

qp2

1 + 3p3
, π3 = π4 = π5 = π6 =

p3

1 + 3p3
.

A#( )*' #&,&#0'/ &'0>@6* !#-,-5!" '& @#->-=:6-@!" )& .&,&1)*,$6)$10 &@)C? )*? <$&I

<$1&6:&?8 J- #-6-6)( )/' ">&))/!&)$1H' 1-!!&)$H' #-@ - ">"=1)C? 4,:61"$ 1&$ 1&)&6),3B"$

%& ":'&$

q(π0 + π1 + p2 + π6).

J- #-6-6)( )/' ">&))/!&)$1H' 1-!!&)$H' #-@ %& #",06-@' 6)-' 1&)&'&>/)C %& ":'&$

q(π3 + π4 + π5)

1− q(π0 + π1 + p2 + π6)
.

 K #&,-'-!&6)C? >&!40'"$ @#L (M$' )-@ ()$ )& ">&))/!&)$10 1-!!0)$& #-@ 4,:61-')&$ 1&)&I

6),3B-')&$8+



 !"! #$%&'()*

 !"#$ %"&'()*$ +,-. / *0)'+11-$ 2%)*.-$ #)3 4.$ *)*5-$ 6'572*"4#. 74* 7)54. -"8 *. %11-$

74* 9'#:-5*; <%&- :*'% )*= 69#5"-. #)3 4* 7)54. "# )%-. 74* 9'#:-5* > #"4574'*:# 6'+,-.

0- ).&#"34?4# p > @-" 6'+,-. 0- ).&#"34?4# q  !"#$%&'&'&  () &*+ $,,"+ -.%/+;  A4#" 6'5B

72-4#. 74* 7)54. 2#. 6'+,-.C )#5'"-. 0.# *0)'+11# 2#. )?9#5"-. 74* 9'#:-5*; D" @-" 6'+,-.

74?" -).74'*:> 4?" #:>"-. 74* 9'#:-5*; E*4+ @-" )#5'"-. *0)'+11# 0#F5 4*= #" @-" 6'+,-.;

D"#)3:-=24#C 0-'.2+$ :*'+$ &# 6'+,-. 2#. @-" &# +,-. *0)'+11# 9.#45 &# 6'572-4#. 74* 7)54.

2#. 31-$ *. *0)'+11-$ &# -5"#. 74* 9'#:-5* > #"4574'*:#; G. )*7*743 4(" 0-4#2.">7-8" 4*=

6'+,-4#.H

I# 0)*'*J7#0- "# ,'?7.0*)*.>7*=0- 0.# #1=75@# Markov 0- KL 2#4#74%7-.$ M#'.&03$

*0)'-118" )*= 6'572-4#. 74* 7)54.C #)3 L ($ / 2#. &+7? 4*= #"&'8)*= 7)54. > 9'#:-5*N; !5"#.
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΄Ασκηση 1.1. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων S = {0, 1, 2} και πίνακα πιθανοτήτων
μετάβασης

P =





1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
0 1 0





Είναι η αλυσίδα μη διαχωρίσιμη; Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή. Ξεκινώντας από την κατάσταση 0
ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να φθάσουμε στην κατάσταση 2;

΄Ασκηση 1.2. Δίδεται ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης

P =









0 0 0 1
0 0 0 1
1

2

1

2
0 0

0 0 1 0









.

Ποια είναι η στάσιμη κατανομή που αντιστοιχεί στον πίνακα P ;

΄Ασκηση 1.3 (΄Ελεγχος αποθεμάτων s−S). Η ζήτηση για ένα είδος κάθε μέρα είναι μια τυχαία μεταβλητή
με τιμές στους φυσικούς αριθμούς, fn, n = 0, 1, 2, . . .. Αρχικά τα αποθέματα είναι S τεμάχια. ΄Εστω
Xn το ύψος των αποθεμάτων στην αρχή της μέρας n και Yn η ζήτηση κατά τη διάρκεια αυτής της
ημέρας. ΄Ετσι

Xn+1 =

{

Xn − Yn όταν Xn − Yn > s
S όταν Xn − Yn ≤ s

΄Οταν στο τέλος της ημέρας τα αποθέματα πέσουν κάτω από το s, γίνεται καινούργια παραγελία μεγέθους
S −Xn έτσι ώστε στην αρχή της επόμενης ημέρας τα αποθέματα αποκαθίστανται στο αρχικό ύψος S.
΄Οταν κάποιο τμήμα της ζήτησης δεν ικανοποιείται άμεσα χάνεται. ΄Εστω ότι η ζήτηση, είναι ισοπίθανα
0, 1, 2, 3, 4, s = 2 και S = 4. Να ευρεθεί η κατανομή της στάθμης των αποθεμάτων κάτω από συνθήκες
στάσιμης λειτουργίας, καθώς και το ποσοστό της ζήτησης που χάνεται.

΄Ασκηση 1.4. Μια γάτα κυνηγάει ένα ποντίκι σε μια αποθήκη με δύο δωμάτια. Αρχικά η γάτα βρίσκεται
στο δωμάτιο 0 και το ποντίκι στο δωμάτιο 1. Το δωμάτιο στο οποίο βρίσκεται η γάτα κάθε χρονική
στιγμή περιγράφεται από μια αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P1. (Ο χρόνος είναι
διακριτός.) Το ποντίκι επίσης κινείται σύμφωνα με μια αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβα-
σης P2. ΄Οταν η γάτα και το ποντίκι βρεθούν στο ίδιο δωμάτιο, η γάτα το πιάνει και το κυνήγι τελειώνει.
΄Εστω

P1 =

[

0.7 0.3
0.3 0.7

]

και P2 =

[

0.4 0.6
0.6 0.4

]

.

Δείξτε ότι η διαδικασία του κυνηγιού μπορεί να περιγραφεί από μια διαδικασία Markov με τρεις κατα-
στάσεις, υπό την προϋπόθεση ότι δεν μας ενδιαφέρει να ξέρουμε σε ποιο δωμάτιο τελειώνει το κυνήγι.
Βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης αυτής της διαδικασίας και την μέση διάρκεια του κυνηγιού.



΄Ασκηση 1.5. ΄Ενας παρατηρητής σε κάποιο σημείο της εθνικής οδού παρατηρεί ότι ένα στα πέντε επι-
βατικά αυτοκίνητα ακολουθείται από φορτηγό ενώ τρία στα πέντε φορτηγά ακολοθούνται από επιβατικά
αυτοκίνητα. Ποιό είναι το ποσοστό των φορτηγών που κινούνται στο τμήμα αυτό του δρόμου κατά την
διάρκεια των παρατηρήσεων.

΄Ασκηση 1.6. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων {0, 1, 2, 3} και πίνακα πιθανοτήτων μετά-
βασης

P =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1/2 1/2 0 0









Να δείξετε ότι όλες οι καταστάσεις της αλυσίδας επικοινωνούν μεταξύ τους και να βρείτε την στάσιμη
κατανομή.

΄Ασκηση 1.7. ΄Εστω ένα εξάρτημα του οποίου η διάρκεια ζωής (μετρημένη σε μήνες) είναι ομοιόμορφα
κατανεμημένη στους ακεραίους {1, 2, 3, 4}. Στο τέλος κάθε μήνα, το εξάρτημα επιθεωρείται και αν έχει
αστοχήσει (υποστεί βλάβη) τότε αντικαθίσταται με ένα παρόμοιο (του οποίου η διάρκεια ζωής έχει την
ίδια κατανομή και είναι ανεξάρτητη από εκείνες των προηγουμένων εξαρτημάτων). Κατασκευάστε μία
αλυσίδα Markov η οποία να περιγράφει αυτή την διαδικασία.

α) Ποιος είναι ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης;

β) Ποιες είναι οι στάσιμες πιθανότητες;

γ) Υποθέτουμε ότι το κόστος κάθε αντικατάστασης εξαρτήματος λόγω βλάβης είναι C1 δρχ. Ποιος
είναι ο μέσος ρυθμός κόστους (σε δρχ. ανά μήνα) αυτής της διαδικασίας;

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέτουμε σε εφαρμογή την εξής πολιτική προληπτικών αντικαταστάσεων: Το
εξάρτημα αντικαθίσταται είτε όταν υφίσταται βλάβη, είτε προληπτικά, στο τέλος του τρίτου μήνα λει-
τουργίας. Ποια είναι η αλυσίδα Markov που περιγράφει αυτή την διαδικασία;

α) Ποιος είναι πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης σ΄ αυτή την περίπτωση;

β) Τι ποσοστό των αντικαταστάσεων οφείλεται σε βλάβες και τι ποσοστό σε προληπτικές αντικα-
ταστάσεις;

γ) Υποθέτουμε ότι το κόστος κάθε αντικατάστασης εξαρτήματος λόγω βλάβης είναι C1 δρχ. ενώ το
κόστος κάθε προληπτικής αντικατάστασης C2 < C1. Ποια επιπλέον συνθήκη πρέπει να πληρούν
τα C1, C2, έτσι ώστε η πολιτική προληπτικής αντικατάστασης να είναι οικονομικά συμφέρουσα;

΄Ασκηση 1.8. Παρατηρούμε τις διαδοχικές ρίψεις ενός νομίσματος που έρχεται κορώνα με πιθανότητα p
και γράμματα με πιθανότητα q.

α) Αν T2 είναι ο χρόνος που απαιτείται μέχρι να εμφανισθούν δύο διαδοχικές κορώνες να υπολογίσετε
την μέση τιμή ET2.



β) Θεωρούμε την αλυσίδαMarkov με χώρο καταστάσεων τον {0, 1, 2, . . . , k} και πίνακα πιθανοτήτων
μετάβασης τον (k + 1)× (k + 1) πίνακα

P =























q p 0 0 0 0 0
q 0 p 0 0 0 0
q 0 0 p 0 0 0

. . .

q 0 0 0 0 p 0
q 0 0 0 0 0 p
q 0 0 0 0 0 p























.

Να υπολογίσετε την στάσιμη κατανομή.

γ) Η αλυσίδα του ερωτήματος β) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να υπολογίσουμε τον μέσο χρόνο μέ-
χρι να παρατηρήσουμε k διαδοχικές κορώνες. Να περιγράψετε την διαδικασία και να υπολογίσετε
τον ETk, δηλαδή τον μέσο χρόνο που απαιτείται μέχρι να εμφανιστούν k κορώνες.

΄Ασκηση 1.9. Θεωρούμε ένα σύστημα ελέγχου ποιότητας που λειτουργεί ως εξής: Τεμάχια ενός προιόν-
τος έρχονται διαδοχικά σε ένα σταθμό ελέγχου. Κάθε τεμάχιο θεωρούμε ότι είναι καλό με πιθανότητα
p και ελαττωματικό με πιθανότητα q = 1 − p ανεξάρτητα από τα άλλα. Ο σταθμός ελέγχου έχει δύο
διαφορετικές φάσεις λειτουργίας οι οποίες εναλλάσσονται μεταξύ τους. ΄Οταν βρίσκεται στην φάση Ι
εξετάζει όλα τα τεμάχια που έρχονται, ένα–ένα, απορρίπτοντας τα ελαττωματικά και αφήνοντας τα καλά
να περάσουν. ΄Οταν ο σταθμός ελέγχου βρει k διαδοχικά καλά τεμάχια τότε περνάει στην φάση ΙΙ και
αλλάζει τρόπο λειτουργίας. Στην φάση ΙΙ εξετάζει κάθε τεμάχιο που έρχεται με πιθανότητα β > 0
ενώ με πιθανότητα 1 − β το αφήνει να περάσει χωρίς να το ελέγξει. Αν, σ΄ αυτή τη φάση, ο σταθμός
ελέγχου τύχει να εξετάσει ένα τεμάχιο και το τεμάχιο τύχει να είναι ελαττωματικό τότε το απορρίπτει
και επιστρέφει στην φάση Ι όπου εξετάζει όλα τα τεμάχια ανεξαιρέτως, μέχρις ότου, ξανά, να βρεί k
διαδοχικά καλά τεμάχια.

α) Να βρείτε μια αλυσίδα Markov που περιγράφει αυτό το σύστημα. (Υπόδειξη: Αρκεί μια μικρή
τροποποίηση της αλυσίδας του προβλήματος 1.)

β) Να βρείτε την στάσιμη κατανομή της αλυσίδας Markov.

γ) Να υπολογίσετε το ποσοστό των τεμαχίων που το σύστημα ελέγχου απορρίπτει και το ποσοστό
των ελαττωματικών τεμαχίων που περνάει χωρίς να απορριφθεί από το σύστημα.
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= +,,$9) /=6 ($-9/9046 FpolicyG<

 ) $,$&18$3&! ( )!*!"+ 015! *3,1#/=*= f : S 7→ A )(> /$, D;#$ 0)/)*/1*!", */$,

D;#$ )($:1*!",< M9) ($-9/904 &! 1--) ->A9) !2,)9 +,)6 0),>,)6 ($3 3()A$#!%!9 &9) )(>7

:)*=. +*/" a. 015! :$#1 ($3 = )-3*2') Markov ?#2*0!/)9 */=, 0)/1*/)*= i< KL/*9 +D$3&!

f(i) = a< J 39$5+/=*= &9)6 ($-9/9046 (!#9$#28!9 /=, !-!35!#2) ($3 +D$3&! ,) '9)-+A$3&! /96

)($:1*!96 &)6< M)6 ),)A018!9 015! :$#1 ($3 ?#9*0>&)*/! *! &9) *3A0!0#9&+,= 0)/1*/)7

*= ,) '9)-+A$3&! /=, 2'9) (1,/) )(>:)*=< C($'!90,%!/)9 >&"6 >/9. ->A" /=6 &)#0$?9),46

:%*=6 /=6 '9)'90)*2)6. 3(1#D!9 ,&)*!-*. ( )!*!"+ = $($2) !B)*:)-28!9 *3,$-90> &+*$ 0>*/$6

!B2*$3 D)&=-> 4 D)&=->/!#$ )(> $($9)'4($/! 1--= )0$-$352) )($:1*!", ($3 '!, (#$0%(/!9

)(> 01($9) ($-9/904< @3,!(;6 !2,)9 )#0!/> ,) ),)8=/4*$3&! /=, ?+-/9*/= ($-9/904 D"#26 ,)

D#!918!/)9 ,) )*D$-=5$%&! >-!6 /96 '3,)/+6 )0$-$352!6 )($:1*!",<

KL,) *=&),/90>/)/$ 0+#'$6 ($3 +D$3&! (!#9$#98>&!,$9 *! )($:1*!96 ($3 (#$0%(/$3, )(>

($-9/90+6 !2,)9 = )0>-$35=N C, D#=*9&$($94*$3&! &9) $($9)'4($/! ($-9/904. f . = '9)'90)*2)

($3 (#$0%(/!9 !9,)9 &)#0$?9),4 &! (2,)0) (95),$/4/", &!/1?)*=6 Pij(f(i))<  ) *3&?$-28$3&!

/$, (2,)0) )3/> "6 P f
0)9 /$ i, j */$9D!2$ /$3 "6 P f

ij := Pij(f(i))<

 

 !"!#$%#&'%( )&'* (+,-!.("/%(+&'* 0)&+ Sheldon Ross, (1970). Applied Probability Models with Opti-

mization Applications, 12,/0(-* Dover3



 ! "#$%"&'( )*#+ )", #&-'. /0#1"&! 23 +,)$%)"45+ /.%)"&!6 %( '+/#"5#.,4" "#$7",)+

8! %&,9#):%: ):! ;"<4)4/3! f =  >"? (;4<0@",)+! '4+ ;"<4)4/3 f ;#"%14"#$7"&'( '4+ +<&%$1+

Markov -+ 4%5?(4 .)4

Vf (i) = lim
n→∞

1

n
E[

n−1
∑

k=0

C(Xk, f(Xk))|X0 = i]

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

∑

j∈S

C(j, f(j))(P f )kij

=
∑

j∈S

C(j, f(j)) lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

(P f )kij

=
∑

j∈S

C(j, f(j))πf
j

A" ,.:'+ ):! ;+#+;9,8 %50%:! ($,+4 )" (B3!C  ;. ): %)4@'3 ;"& &4"-()"?'( '4+ ;"<4)4/3 f :

14+14/+%$+ ;"& ;#"/?;)(4 ($,+4 '+#/"D4+,3 '( ;$,+/+ ;4-+,")3)8, '()9D+%:! P f
= E&,(;*! :

1(%'(&'0,: ;4-+,.):)+ P (Xk = j|X0 = i) 1$,()+4 +;. )" %)"45($" i, j )"& ;$,+/+ P f
&F8'0,"&

%):, 1?,+': kG (P f )kij =  , " ;$,+/+! +&).! ($,+4 +14+5*#4%)"!G ;#9@'+ ;"& -+ &;"-0%"&'(G

).)( 05(4 %)9%4': /+)+,"'3 πf
2;"& +%>+<*! (B+#)9)+4 +;. ):, ;"<4)4/3 f6 ;"& ;#"/?;)(4

+;. ):, '",+14/3 <?%: )"& %&%)3'+)"!

πf
j =

∑

i∈S

πf
i (P

f )ij j ∈ S , 2H=II6

'+7$ '( ):, (B$%8%: /+,",4/";"$:%:!

∑

i∈S

πf
i = 1. 2H=IH6

J+#+):#($%)( )0<"! .)4 " #&-'.! /0#1"&! ;"& 1$,()+4 +;. ):, 2H=II6 1(, (B+#)9)+4 +;. ):,

+#54/3 /+)9%)+%: i=

 !" #$%&'( )(* +,-).')(* /0-.).12* 3& )( +024&.5 )06

7%533.10$ /%07%5335).'30$

A" ;#.D<:'+ ):! D0<)4%):! ;"<4)4/3! ';"#($ D(D+$8! ,+ <&-($ (B()97",)+! .<(! )4! ;"<4)4/0!G

&;"<"@$7",)+! )" '0%" #&-'. /.%)"&! @4+ ):, /9-( '$+ +;. +&)0! /+4 (;4<0@",)+! ):, /+<?K

)(#:=  &). .'8! ';"#($ ,+ ($,+4 1?%/"<"=  ! +#4-'3%"&'( )4! /+)+%)9%(4! /+4 )4! +;">9%(4!G

1:<+13 +! -0%"&'( S = {1, 2, . . . , N} /+4 A = {1, 2, . . . ,M}= A.)( &;9#5"&, MN
14+>"#(K

)4/0! ;"<4)4/0! +;. )4! ";"$(! -+ ;#0;(4 ,+ (;4<0B"&'( ):, /+<?)(#: /+4 @4+ '(@9<+ M /+4 N

)" &;"<"@4%)4/. /.%)"! ';"#($ ,+ ($,+4 +;+@"#(&)4/.= L;9#5(4 .'8! '4+ (;+,+14+)?;8%: )"&

;#"D<3'+)"! : ";"$+ ';"#($ ,+ <&-($ (?/"<+ '( ): D"3-(4+ )"& @#+''4/"? ;#"@#+''+)4%'"?= M

(;+,+14+)?;8%: +&)3 5#:%4'";"4($ ):, 0,,"4+ )8, )&5+4";"4:'0,8, ;"<4)4/*,G +;"1(4/,?()+4



 !"#  $% $&'%() * +,'$%-$* '.-* /01 /20(./$&% &345% /)4$5 !* $165%0/0%*!,4* (5% -14&/7# *

628-* $"4 $165%0/0%*!,4"4 /0'%$%(74 9&4 &/*22&):&% $*4 $&'%(8 '.-* $01 /20+'8!5$0#;

<0 526%( /2 +'*!5 ,6&% "# &=8#> ?&90!,4"4 9.0 -14 '"4 S = {1, 2, . . . , N} (5% A =

{1, 2, . . . ,M}@ !%5# 0%(0A,4&%5# /%4)("4 /%B540$8$"4 !&$)+5-*# Pij(k) C /01 +&+53"# i, j ∈ S

(5% k ∈ AD (5% !%5# -14)2$*-*# ( -$01# C : S ×A → R 45 +2&B&3 !%5 -14)2$*-* f : S → A

$,$0%5 7-$& 45 &'56%-$0/0%&3 $0 (2%$82%0

Vf =
N
∑

j=1

C(j, f(j))πf
j

1/ $01# /&2%02%-!0.#

P f
ij = P (f(i))ij

πf
j =

N
∑

i=1

πf
i (P

f )ij j = 1, 2, . . . , N,

N
∑

i=1

πf
i = 1

πf
i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N.

E &/5459%5$./"-* $01 /20+'8!5$0# /01 B5 97-01!& B5 $0 !&$5$2,F&% -& ,45 /2 +'*!5

A25!!%(0. /20A25!!5$%-!0.; G# &=&$)-01!& $165%0/0%*!,4&# -$25$*A%(,#> HI$54 +2%-( !5-$&

-$*4 (5$)-$5-* i 9&4 &/%',A01!& /)4$5 $*4 39%5 92)-*; G4$3B&$5@ !& /%B54 $*$5 dik &/%',A01!&

$*4 92)-* k 54&=)2$*$5 5/ $*4 /20*A0.!&4* %-$0235 $*# 9%59%(5-35#; J-6.6&% +&+53"#  $%

M
∑

k=1

dik = 1 i = 1, 2, . . . ,M. CK;LMD

N/0!,4"#@ $0 -.40'0 $"4 $165%0/0%*!,4"4 /0'%$%(74 !& $*4 /525/)4" ,440%5 &345% $0 -.40'0

 '"4 $"4 /%4)("4 D N × M !& !* 524*$%() -$0%6&35 $"4 0/03"4 ()B& A25!!8 5B203:&$5%

-$* !04)95; <0 -.40'0 51$ /&2%,6&% 5-O5'7# (5% $%# !* $165%0/0%*!,4&# /0'%$%(,# /01

54$%-$0%60.4 -& /345(&# D /01 ,6014 5(2%+7# !%5 !04)95 -& ()B& A25!!8 (5%  '5 $5 1/ '0%/5

-$0%6&35 P; HN-$" $725  $% ,601!& 1%0B&$8-&% !%5 $165%0/0%*!,4* /0'%$%(8 !& /345(5 D (5%

 $% +2%-( !5-$& -$*4 (5$)-$5-* i; E /%B54 $*$5 45 !&$5/*98-01!& -$0 &/ !&40 +8!5 -$*4

(5$)-$5-* j &345%

P d
ij :=

M
∑

k=1

dikPij(k). CK;LQD

E /525/)4" -6,-* 023:&% ,45 /345(5 /%B540$8$"4 !&$)+5-*#; R2)A!5$%@ P d
ij ≥ 0 (5%

N
∑

j=1

P d
ij =

N
∑

j=1

M
∑

k=1

dikPij(k) =
M
∑

k=1

dik

N
∑

j=1

Pij(k) =
M
∑

k=1

dik = 1 A%5 ()B& i = 1, . . . , N.



 !"#!$%& '("()*%+ ,*- ()"$!"*$./0 !"*) ,0)('( ,$1()*"+"2) %/"#3(!&4 P d
50)/"($ (,6 "$4

!.7!/$4

πd
j =

N
∑

i=1

πd
i P

d
ij j = 1, . . . , N

'($

N
∑

j=1

πd
j = 1.

89"() 3:$!'6%(!"/ !"&) '("#!"(!& i "* %7!* '6!"*4 ,*- 7.*-%/ ;$( 7)( 3+%( /0)($
∑M

k=1 dikC(i, k)

(<*= /,$>7;*-%/ "&) 5:#!& k %/ ,$1()6"&"( dik ('*>*-1?)"(4 "&) "-.($*,*$&%7)& ,*>$"$'+ D@

A-)/,?4 * :-1%64 '6!"*-4 ,*- ,:*'=,"/$ (,6 "&) -$*17"&!& "&4 "-.($*,*$&%7)&4 ,*>$"$'+4

D /0)($

V =
N
∑

i=1

πd
i

M
∑

k=1

dikC(i, k) BC@DEF

G* ,:63>&%( 3/>"$!"*,*0&!&4 /,*%7)24 /0)($ & /,$>*;+ "2) dik 7"!$ ?!"/ )( />(.$!"*,*$+H

!*-%/ + )( %/;$!"*,*$+!*-%/ "&) BC@DEF ()#>*;( %/ "* () ,:6'/$"($ ;$( '6!"*4 + '7:5*4 '#"2

(,6 "*-4 ,/:$*:$!%*=4

dik ≥ 0, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,M,
M
∑

k=1

dik = 1, i = 1, . . . , N, BC@DIF

πd
j =

N
∑

i=1

πd
i

M
∑

k=1

dikPij(k) j = 1, . . . , N BC@DJF

N
∑

j=1

πd
j = 1, BC@DKF

πd
j ≥ 0, j = 1, . . . , N. BC@DLF

G* ,:63>&%( (-"6 5/) /0)($ !"& %*:<+ /)64 ;:(%%$'*= ,:*;:#%%("*4 5/5*%7)*- 6"$M "6H

!* !"* ':$"+:$* 6!* '($ !/ 7)() (,6 "*-4 ,/:$*:$!%*=4 /%<()0N*)"($ ;$)6%/)( %/"(3>&"?)

"&4 %*:<+4 πd
i dik@ O,*:*=%/ 6%24 )( "* %/"(":7P*-%/ /='*>( !/ 7)( ,:63>&%( ;:(%%$'*=

,:*;:(%%("$!%*= *:0N*)"(4 )7/4 %/"(3>&"74M "$4

yik := πd
i dik. BC@CQF

R/5*%7)*- 6"$ & !"#!$%& '("()*%+ πd
i /'<:#N/$M %/"(S= #>>2)M '($ "* ,*!*!"6 "*- .:6)*-

,*- & 5$(5$'(!0( 3:0!'/"($ !"&) '("#!"(!& i B6"() .:&!$%*,*$/0"($ & "-.($*,*$&%7)& ,*>$"$'+

DF *$ %/"(3>&"74 yik /'<:#N*-) "* ,*!*!"6 "*- .:6)*- ,*- /0%(!"/ !"&) '("#!"(!& i '($

/,$>7;*-%/ "&) 5:#!& k@ B9$ %/"(3>&"74 dik %,*:*=) )( 1/2:&1*=) 5/!%/-%7)/4 ,$1()6"&"/4

)( /,$>7S*-%/ "&) 5:#!& k 5/5*%7)*- 6"$ /0%(!"/ !"&) '("#!"(!& i@F T<*= %/ "*) ,(:(,#)2

*:$!%6 $!.=/$ 6"$

πd
i =

M
∑

k=1

yik BC@CDF



 ! "#$%&'() %*& +, !"!-','. ("!#*- /) 0+) 1"23*- 2.

maxV =

N
∑

i=1

M
∑

k=1

yikC(i, k) 456557

1"$  !1. "*#+!#+,(!8.

M
∑

k=1

yjk =
N
∑

i=1

M
∑

k=1

yikPij(k) j = 1, . . . , N, 456597

N
∑

j=1

M
∑

k=1

yjk = 1, 4565:7

yik ≥ 0, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,M. 4565;7

<! "#$%&'()  =#) >?*+ 0+) 1"23*- 1"$  ' (!#@A B#)((+C!8 "#!B#D(() !. C)+ *"!(>/2. ("!#*-

/) *"+&13*- (*  ' (>3!0! Simplex6

E)#) '#*-, * $ + (*  '/ *+,)B2BA  2/ (* )%&' =/ yik *F)@)/-, 'C* ! "*#+!#+,($.

M
∑

k=1

djk = 1, j = 1, . . . , N. 4565G7

H1 $ !@*-&* )+ , ! B*B!/$. $ + ! "*#+!#+,($. )1 $. *-/)+ +,!08/)(!. (*  '/ 4565I7 $"2.

("!#!8(* /) 0+)"+, =,!1(* )/ "!&&)"&),+D,!1(* C)+  ) 08! ,C>&'  '. 4565G7 (* πd
i 6 J1/*"=.

)1 $. ! "*#+!#+,($. >?*+ )"!##!@'3*- )"$  !1. 456597 C)+ 4565:76

 !" #$%& '()*+,-& ./&01-/2,3

K+ "2&A,*+. */$. "#!L$/ !. ("!#*- /) %#-,C!/ )+ ,* (-) )"$ 08! C) ), D,*+.M NO?)('&>. A

IO1P'&>.6 4Q ?!/0#+CA )1 A 0+)C#+ !"!-',' )"!,C!"*- )"&D , '/ ")#!1,-),'  2/ +0*=/ ?2#-.

 +. &*" !(>#+*. "!1 3)  +. ,1,C$ +R)/ )/  ! ")#D0*+B() A )/ "+! #*)&+, +C$76 S2#-. 0+)@A(','

!+ "2&A,*+. )"$ (A/) ,* (A/) )C!&!13!8/ (+) 0+)0+C),-) Markov (* "-/)C) "+3)/! A 2/

(* D%),'.

P =

[

4/5 1/5
1/2 1/2

]

.

T* 0+)@A(+,' !+ "2&A,*+. )"$ (A/) ,* (A/) )C!&!13!8/ (+) D&&' 0+)0+C),-) Markov (* "-/)C)

"+3)/! A 2/ (* D%),'.

P (1) =

[

2/3 1/3
1/4 3/4

]

.

K ?=#!. )"!@D,*2/ C20+C!"!+*- )+ 2. {0, 1}6 Q ,1/D# ',' C>#0!1. 0-0* )+ 2. f00 = 1

4?)('&>. "2&A,*+.M $?+ 0+)@A(+,'7M f01 = −1 4?)('&>. "2&A,*+.M 0+)@A(+,'7M f10 = 4 41P'&>.

"2&A,*+.M $?+ 0+)@A(+,'7M f11 = 2 41P'&>. "2&A,*+.M 0+)@A(','76 <! "#$%&'() %*& +, !"!-,'.



 !"#$%& $'$#

max f00y00 + f01y01 + f10y10 + f11y11

()' $*(+ )#,&*,&-.*/+

y00 + y01 = y00P (0)00 + y01P (1)00 + y10P (0)10 + y11P (1)10

y10 + y11 = y00P (0)01 + y01P (1)01 + y10P (0)11 + y11P (1)11

y00 + y01 + y10 + y11 = 1

y00, y01, y10, y11 ≥ 0

0"$&1%2&-$3"$%+ $&+ $&.4+ 45*(.#

max y00 − y01 + 4y10 + 2y11

()' $*(+ )#,&*,&-.*/+

y00 + y01 =
4

5
y00 +

2

3
y01 +

1

2
y10 +

1

4
y11

y10 + y11 =
1

5
y00 +

1

3
y01 +

1

2
y10 +

3

4
y11

y00 + y01 + y10 + y11 = 1

y00, y01, y10, y11 ≥ 0.

6/"*"$%+ $*  ,%..&1' ),' ,%..% .# $7" .42*8* Simplex )%!,"*(.# $7" 9/-7 y00 = 0, 71:

y01 = 0: y10 = 0, 29: y11 = 0; < =49$&-$7 $&.> $*( 1,&$7,!*( #!"%& ?:@A; B,*1#&.4"*( "%

=,*/.# $7" =49$&-$7 )*9&$&1> )%,%$7,*/.# '$&

d00 =
y00

y00 + y01
= 1, d01 =

y01
y00 + y01

= 0, d10 =
y10

y10 + y11
= 1, d01 =

y11
y10 + y11

= 0.

C("#)3+ 7 =49$&-$7 -$,%$7 &1>: 7 *)*!% ),*1/)$#& D')E+ ),4)#&F .7 $(5%&*)*&7.4"7 #!"%&

"% 8&%G7.!H*(.# '$%" #!.%-$# -# 1%$I-$%-7 5%.793" )E9>-#E" 1%& "% .7 8&%G7.!H*(.# '$%"

#!.%-$# -# 1%$I-$%-7 (J793" )E9>-#E"; K* )*-*-$' $*( 5,'"*( -$&+ 5%.794+ )E9>-#&+

#!"%& y00+ y01 = 0, 71 #"3 -# 1%$I-$%-7 (J793" )E9>-#E" #!"%& y10+ y11 = 0, 29; K* 14,8*+

%"I .>"% #!"%& ?:@A .*"I8#+;


