
Majhmatikìc Logismìc I Fjinìpwro 2011

Shmei¸seic 7-11-11

M. Zaz�nhc

1 UpakoloujÐec

Je¸rhma 1. An {xn} eÐnai pragmatik  akoloujÐa pou sugklÐnei sto l ∈ R kai {xnk
} mia

upakoloujÐa thc, tìte xnk
→ l ìtan k →∞.

Apìdeixh. 'Estw ε > 0 dedomèno. AfoÔ xn → l, up�rqei N tètoio ¸ste n ≥ N sunep�getai
|xn− l| < ε gia k�je n ≥ N . EpÐshc, afoÔ nk eÐnai mia austhr¸c aÔxousa akoloujÐa fusik¸n
arijm¸n, nN ≥ N kai epomènwc |xnk

− l| < ε gia k ≥ N .

Pìrisma 1. An mia akoloujÐa èqei dÔo upakoloujÐec pou sugklÐnoun se diaforetik� ìria,

tìte h akoloujÐa den sugklÐnei. OmoÐwc, an mia akoloujÐa èqei upakoloujÐa pou teÐnei sto

+∞   sto −∞ tìte h akoloujÐa den sugklÐnei.

Je¸rhma 2. K�je akoloujÐa {xn} èqei mia monìtonh upakoloujÐa.

Apìdeixh. Ja kataskeu�soume mia upakoloujÐa h opoÐa na eÐnai eÐte aÔxousa, eÐte fjÐnousa.
Gia to skopì autì exet�zoume thn akoloujÐa twn sunìlwn Am := {xn : n > m}, m = 1, 2, . . .
kai diakrÐnoume dÔo peript¸seic.

(i) Ta Am èqoun mègisto stoiqeÐo gia k�je m. S' aut  thn perÐptwsh dialègw to n1 ètsi
¸ste xn1 = max{xn : n > 1}, dialègw to n2 ètsi ¸ste xn2 = max{xn : n > n1}, kai genik�
to nk+1 ètsi ¸ste xnk+1

= max{xn : n > nk}. AfoÔ to maximum gia ton prosdiorismì tou
xnk+1 lamb�netai se èna uposÔnolo tou sunìlou p�nw sto opoÐo upologÐzetai to maximum
gia to xnk

, ja isqÔei xnk+1
≤ xnk

kai sunep¸c h upakoloujÐa {xnk
} eÐnai fjÐnousa.

(ii) Up�rqei m tètoio ¸ste to Am na mhn èqei mègisto stoiqeÐo. Autì shmaÐnei ìti gia
k�je stoiqeÐo xn tou sunìlou {xn : n ≥ m} up�rqei k�poio �llo stoiqeÐo xn′ me xn′ > xn.
Dialègw loipìn n1 = m + 1 kai n2 ton pr¸to fusikì megalÔtero apì to m + 1 gia ton
opoÐo xn2 > xm+1. Katìpin, n3 ton mikrìtero fusikì met� ton n2 gia ton opoÐo xn3 > xn2

k.o.k. Aut  h diadikasÐa den telei¸nei, �llwc to Am ja eÐqe mègisto stoiqeÐo. Sunep¸c ètsi
kataskeu�zw mia aÔxousa akoloujÐa.

Je¸rhma 3 (Bolzano–Weierstraß). K�je fragmènh akoloujÐa {xn} èqei mia sugklÐnousa

upakoloujÐa.

Apìdeixh. B�sei tou prohgoumènou jewr matoc, h {xn} èqei mia monìtonh upakoloujÐa.
Aut  eÐnai epiplèon kai fragmènh lìgw thc upojèsewc kai sunep¸c sugklÐnei.
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