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1 'Apeirec seirèc me JetikoÔc 'Orouc: Krit ria sÔgklishc

Sthn enìthta aut  ja exet�soume arqik� seirèc me jetikoÔc ìrouc. Ta apotelèsmata ja epektajoÔn
argìtera sthn perÐptwsh seir¸n twn opoÐwn oi ìroi den eÐnai upoqrewtik� jetikoÐ. To basikìtero
krit rio sÔgklishc, sto opoÐo sthrÐzontai ìla ta epìmena eÐnai to akìloujo.

Je¸rhma 1. 'Estw akoloujÐec, {an}, {bn} me mh arnhtikoÔc ìrouc. An up�rqei c > 0 kai N ∈ N
tètoio ¸ste na isqÔei ìti an ≤ cbn gia k�je n ≥ N , tìte h sÔgklish thc

∑
bn sunep�getai thn

sÔgklish thc
∑
an.

Apìdeixh. 'Estw sn = a1+ · · ·+an, tn = b1+ · · ·+bn. An B =
∑N

k=1 ak tìte sn ≤ B+ctn gia k�je
n. An h akoloujÐa tn sugklÐnei tìte eÐnai fragmènh, dhlad  up�rqei M > 0 tètoio ¸ste tn ≤ M
gia k�je n. Sunep¸c sn ≤ B + cM gia k�je n, pr�gma pou shmaÐnei ìti h aÔxousa akoloujÐa sn
eÐnai kai fragmènh kai epomènwc sugklÐnei.

Basik  Parat rhsh: H sÔgklish   mh miac seir�c den exart�tai apì thn tim  sugkekrimènwn ìrwn
thc akoloujÐac an. Exart�tai mìno apì thn oriak  sumperifor� thc an.

Je¸rhma 2 (SÔgkrish orÐwn). An an > 0, bn > 0 gia k�je n ∈ N kai limn→∞
an
bn

= 1 tìte h∑
an sugklÐnei an kai mìno an h

∑
bn sugklÐnei.

Apìdeixh. AfoÔ an/bn → 1 up�rqei N tètoio ¸ste n ≥ N sunep�getai ìti 1
2 < an

bn
< 3

2 . 'Ara

bn < 2an kai an <
3
2bn ìtan n ≥ N kai mporoÔme na efarmìsoume to prohgoÔmeno je¸rhma.

Par�deigma 1. SugkrÐnontac me th seir�
∑ 1

n h opoÐa gnwrÐzoume ìti apoklÐnei sumperaÐnoume
ìti oi akìloujec treic seirèc epÐshc apoklÐnoun:

∞∑
n=1

1√
n(n+ 10)

,

∞∑
n=1

sin
1

n
,

∞∑
n=1

log(1 +
1

n
).

Pr�gmati, isqÔoun ta ìria

1√
n(n+10)

1
n

→ 1,
sin 1

n
1
n

→ 1,
log(1 + 1

n)
1
n

= n log(1 +
1

n
) = log(1 +

1

n
)n → log e = 1.

Prìblhma 1. DeÐxte ìti h seir�
∑∞

n=1

√
nα + 1 −

√
nα sugklÐnei gia α > 2 kai apoklÐnei gia

0 < α ≤ 2.
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2 To krit rio thc rÐzac gia mh arnhtikèc seirèc

An
∑
an eÐnai mia seir� thc opoÐac oi ìroi ikanopoioÔn ∀n ≥ N thn anisìthta

0 ≤ an ≤ xn (1)

ìpou 0 < x < 1 tìte h
∑

n an sugklÐnei me b�sei to Je¸rhma 1. H anisìthta (1) eÐnai isodÔnamh me

thn 0 ≤ a1/nn ≤ x. An h akoloujÐa {a1/nn } sugklÐnei èqoume epomènwc to akìloujo krit rio.

Je¸rhma 3 (Krit rio thc rÐzac). 'Estw
∑
an mia seir� me mh arnhtikoÔc ìrouc, tètoia ¸ste

a
1/n
n → R ìtan n→∞.

1. An R < 1 tìte h seir� sugklÐnei.

2. An R > 1 tìte h seir� apoklÐnei.

3. An R = 1 to krit rio den apofaÐnetai gia thn sÔgklish thc seir�c.

Apìdeixh. 'Estw R < 1 kai R < x < 1. Tìte an < x gia k�je n ≥ N . Sunep¸c h
∑
an sugklÐnei

me b�sh to Je¸rhma 1. An t¸ra R > 1 tìte an > 1 gia k�je n ≥ N1 kai sunep¸c den eÐnai
dunatìn h an na sugklÐnei sto mhdèn. Epomènwc h seir�

∑
an apoklÐnei. Gia thn trÐth perÐptwsh

pou R = 1 exet�zoume apl¸c tic an = 1/n kai an = 1/n2. 'Eqoume kai stic dÔo peript¸seic
limn→∞

n
√

1/n = limn→∞
n
√
1/n2 = 1 all� h

∑
1/n apoklÐnei en¸ h

∑
1/n2 sugklÐnei.

Je¸rhma 4 (Krit rio tou lìgou). 'Estw
∑
an mia seir� me jetikoÔc ìrouc, tètoia ¸ste

an+1

an
→

L ìtan n→∞.

1. An L < 1 tìte h seir� sugklÐnei.

2. An L > 1 tìte h seir� apoklÐnei.

3. An L = 1 to krit rio den apofaÐnetai gia thn sÔgklish thc seir�c.

Apìdeixh. 'Estw L < 1 kai L < x < 1. Tìte up�rqei N tètoio ¸ste an+1/an < x gia k�je n ≥ N .
Sunep¸c

an+1

xn+1
<
an
xn

gia k�je n ≥ N.

kai epomènwc h {anx−n} eÐnai fjÐnousa akoloujÐa. Sunep¸c anx−n ≤ aNx
−N gia k�je n ≥ N .

SumperaÐnoume loipìn ìti an ≤ Cxn me C = aNx
N gia k�je n ≥ N . Epomènwc h

∑
an sugklÐnei

me b�sh to Je¸rhma 1.

Sthn perÐptwsh pou L > 1 isqÔei bebaÐwc ìti an+1 > an gia k�je n ≥ N . Sunep¸c h akoloujÐa
{an} eÐnai aÔxousa apì k�poia tim  tou n kai pèra kai èqei jetikoÔc ìrouc kai epomènwc den mporeÐ
na sugklÐnei sto mhdèn. 'Ara h

∑
an den sugklÐnei.

Tèloc, gia thn perÐptwsh L = 1 parathroÔme ìti s' aut n up�gontai tìso h an = 1/n ìso kai
h an = 1/n2. Gia thn pr¸th h antÐstoiqh seir� apoklÐnei en¸ gia thn deÔterh sugklÐnei.

Par�deigma 2. H seir�
∑∞

n=1
n!
nn sugklÐnei. Pr�gmati, efarmìzontac to krit rio tou lìgou

èqoume
an+1

an
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

nn

n!
=

1(
1 + 1

n

)n → 1

e
< 1.
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