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2β.4  Ομογενείς Συναρτήσεις.

1.  Μερικές ελαστικότητες. Θεωρούμε μια συνάρτηση 
[image: image1.wmf]f(x,y)

, και τις αντίστοιχες μεταβολές από κάποιες αρχικές τιμές:


[image: image2.wmf]{

Δx,Δy,Δf}


Σε πολλές περιπτώσεις αντί των μεταβολών μας ενδιαφέρουν οι σχετικές μεταβολές (relative changes):

[image: image3.wmf]ΔxΔyΔf
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ή εναλλακτικά οι ποσοστιαίες μεταβολές (percentage changes) που προκύπτουν από τις σχετικές πολλαπλασιάζοντας με 100:


[image: image4.wmf]ΔxΔyΔf
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Μεταβάλλοντας κάθε φορά μόνο τη μια ανεξάρτητη μεταβλητή, και παίρνοντας το λόγο των σχετικών ή ισοδύναμα των ποσοστιαίων μεταβολών, όπως για τις συναρτήσεις μιας μεταβλητής, βρίσκουμε στο όριο τις μερικές ελαστικότητες (partial elasticities) της 
[image: image5.wmf]f(x,y)

 ως προς 
[image: image6.wmf]x

 και 
[image: image7.wmf]y

 αντίστοιχα:
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[image: image9.wmf]y
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Παράδειγμα. Οι συναρτήσεις τύπου C-D έχουν σταθερές τις μερικές ελαστικότητες: 

      
[image: image10.wmf]αβ
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,   
[image: image11.wmf]y

Ef

β

=


Έτσι, αύξηση μόνο του 
[image: image12.wmf]x

 κατά 
[image: image13.wmf]1%

 προκαλεί μεταβολή στη τιμή της συνάρτησης κατά 
[image: image14.wmf]α%

, οριακά.  Αντίστοιχα για το 
[image: image15.wmf]y

.  Έτσι οι εκθέτες στις συναρτήσεις τύπου C-D ερμηνεύονται ως ελαστικότητες προς τις αντίστοιχες μεταβλητές. 

[image: image16.wmf]#


2. Ποσοστιαία διαφορικά. Σε αντιστοιχία με τις σχετικές μεταβολές ορίζουμε και τα σχετικά ή ποσοστιαία διαφορικά με τους τύπους:

      
[image: image17.wmf]dxdydf
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  ή  
[image: image18.wmf]{
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αντίστοιχα. Τα ποσοστιαία διαφορικά συνδέονται μέσω των μερικών ελαστικοτήτων με τη σχέση   

      
[image: image19.wmf]xy
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Πράγματι από τον τύπο των διαφορικών βρίσκουμε για τα σχετικά διαφορικά: 

      
[image: image20.wmf]y
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Πολλαπλασιάζοντας με 100 καταλήγουμε στην παραπάνω σχέση για τα  ποσοστιαία διαφορικά. Έτσι οι ελαστικότητες παίζουν για τις ποσοστιαίες μεταβολές το ρόλο που παίζουν οι παράγωγοι για τις μεταβολές. Ο λογισμός και γενικότερα οι ιδιότητες των ποσοστιαίων διαφορικών προκύπτουν από αυτές των διαφορικών. Παρατηρούμε σχετικά ότι ενώ τα διαφορικά έχουν απλές ιδιότητες ως προς το άθροισμα και την διαφορά συναρτήσεων, τα ποσοστιαία διαφορικά έχουν απλές ιδιότητες ως προς το γινόμενο και το πηλίκο. Π.χ. 

Αν 
[image: image21.wmf]uu(x,y)&vv(x,y)

==

, τότε: 

1. 
[image: image22.wmf]d(
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2.  
[image: image23.wmf]%d(
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Έτσι κατά τον πολλαπλασιασμό οι ποσοστιαίες μεταβολές προστίθενται οριακά, και κατά την διαίρεση αφαιρούνται. Παρατηρούμε επίσης ότι αν πολλαπλασιάσουμε με σταθερά, το διαφορικό πολλαπλασιάζεται με τη σταθερά ενώ το ποσοστιαίο διαφορικό δεν μεταβάλλεται.

Απόδειξη. Οι ιδιότητες των σχετικών διαφορικών προκύπτουν από αυτές των διαφορικών. Θα δείξουμε μόνο την ιδιότητα του πολλαπλασιασμού όσον αφορά τα σχετικά διαφορικά. Οι υπόλοιπες αποδεικνύονται με τον ίδιο τρόπο:
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[image: image25.wmf]#


Παράδειγμα. 

1. Αν η κάθε πλευρά 
[image: image26.wmf]{x,y}

 ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου αυξηθεί κατά 
[image: image27.wmf]2%

, το εμβαδόν του θα αυξηθεί περίπου κατά: 



[image: image28.wmf]zxy
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image29.wmf]%dz%dx%dy2%2%4%
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2. Αν η μία πλευρά ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου αυξηθεί κατά 
[image: image30.wmf]2%

 και η άλλη ελαττωθεί κατά 
[image: image31.wmf]1%

, τότε το εμβαδόν του θα μεταβληθεί περίπου κατά:



[image: image32.wmf]zxy
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image33.wmf]%dz%dx%dy2%1%1%
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Παρατηρούμε ότι οριακά, οι παραπάνω σχέσεις μεταξύ ποσοστιαίων μεταβολών ισχύουν ανεξάρτητα του αρχικού μήκους των πλευρών 


[image: image34.wmf]#


3. Ελαστικότητα κλίμακας. Στις εφαρμογές, οι μεταβολές διαφορετικών μεταβλητών δεν είναι γενικά συγκρίσιμες μεταξύ τους, διότι εξαρτώνται από τις μονάδες μέτρησης. Αντίθετα, οι ποσοστιαίες μεταβολές είναι συγκρίσιμες μεταξύ τους διότι είναι ανεξάρτητες των χρησιμοποιούμενων μονάδων. Ειδικά στην περίπτωση που οι ποσοστιαίες μεταβολές είναι ίσες, βρίσκουμε τη σχέση: 

      
[image: image35.wmf]f(x,y)

 με 
[image: image36.wmf]%dx%dy
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]xy
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Το άθροισμα των μερικών ελαστικοτήτων που εμφανίστηκε στον παραπάνω τύπο καλείται  ελαστικότητα κλίμακας (scale elasticity):

      
[image: image38.wmf]rxy
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  ή    
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Επομένως:

Η ελαστικότητα κλίμακας καθορίζει την συνολική ποσοστιαία μεταβολή στην τιμή της συνάρτησης όταν οι ανεξάρτητες μεταβάλλονται κατά το ίδιο ποσοστό. 
Η ελαστικότητα κλίμακας καλείται και ακτινωτή ελαστικότητα (radial elasticity), διότι μεταβολή των 
[image: image40.wmf]{x,y}

 κατά το ίδιο ποσοστό: 
[image: image41.wmf]%

Δx%Δy
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,  σημαίνει μετατόπιση κατά μήκος της ακτίνας που διέρχεται από το σημείο 
[image: image42.wmf](x,y)

.

Παράδειγμα. Θα υπολογίσουμε τις ελαστικότητες των παρακάτω συναρτήσεων:

1. 
[image: image43.wmf]z2xy1
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2. 
[image: image47.wmf]z
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3. 
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4. 
[image: image55.wmf]αβ
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5. 
[image: image59.wmf]αα
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[image: image62.wmf]r
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Οι συναρτήσεις 2, 3, 4 και 5 έχουν σταθερή ελαστικότητα κλίμακας. Μάλιστα για τις συναρτήσεις 2 και 3 η σταθερή ελαστικότητα κλίμακας είναι ίση με 
[image: image63.wmf]r

ε1
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, οπότε αν τα 
[image: image64.wmf](x,y)

 μεταβληθούν κατά το ίδιο ποσοστό, τότε το 
[image: image65.wmf]z

 θα μεταβληθεί οριακά κατά  το ίδιο αυτό ποσοστό. 


[image: image66.wmf]#


4. Πλεγμένη ελαστικότητα. Στη σχέση υποκατάστασης: 
[image: image67.wmf]f(x,y)c
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, μπορούμε να υπολογίσουμε πλεγμένα την ελαστικότητα της 
[image: image68.wmf]y

 ως προς 
[image: image69.wmf]x

, με τον τύπο:
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Πράγματι, αντικαθιστώντας το 
[image: image71.wmf]y
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 από τον τύπο πλεγμένης παραγώγισης, βρίσκουμε:
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Τελείως διαφορετική και περισσότερο σύνθετη είναι η έννοια της ελαστικότητας υποκατάστασης την οποία μελετούμε σε χωριστές  ενότητες στα Ειδικά Θέματα {Θ4} και στις Εφαρμογές {Ε6(6,7,8), Ε7(7,8,9)}. 

Παράδειγμα. Η συνάρτηση τύπου C-D ορίζει σταθερή πλεγμένη ελαστικότητα:  

      
[image: image73.wmf]αβ
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Δηλαδή, αύξηση του 
[image: image74.wmf]x

 κατά 
[image: image75.wmf]β%

 υποκαθιστά μείωση του 
[image: image76.wmf]y

 κατά 
[image: image77.wmf]α%

 , οριακά. Όσο μεγαλύτερο είναι το 
[image: image78.wmf]α

 σε σχέση με το 
[image: image79.wmf]β

 τόσο μεγαλύτερη είναι η αξία του 
[image: image80.wmf]x

 στην υποκατάσταση, και αντίστοιχα για το 
[image: image81.wmf]y

.


[image: image82.wmf]#


5. Ομογενής μηδενικού βαθμού (homogeneous of zero degree) καλείται μια συνάρτηση 
[image: image83.wmf]f(x,y)

 που ικανοποιεί μία από τις παρακάτω ισοδύναμες συνθήκες:

1. Η τιμή της δεν μεταβάλλεται αν τα 
[image: image84.wmf]{x,y}

 μεταβληθούν κατά το ίδιο ποσοστό, δηλαδή αν πολλαπλασιαστούν με τον ίδιο συντελεστή 
[image: image85.wmf]t0
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:



[image: image86.wmf]f(tx,ty)f(x,y)
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.

2. Είναι συνάρτηση μόνο του λόγου 
[image: image87.wmf]y/x

 (ή ισοδύναμα μόνο του λόγου 
[image: image88.wmf]x/y

), δηλαδή είναι της μορφής:



[image: image89.wmf]f(x,y)H(y/x)
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3. Έχει μηδενική ελαστικότητα κλίμακας: 
[image: image90.wmf]rxy
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4. Ικανοποιεί την εξίσωση Euler βαθμού 
[image: image91.wmf]0

: 
[image: image92.wmf]xy
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι οι συνθήκες είναι ισοδύναμες. 
Η 2 συνεπάγεται την 1 διότι 
[image: image93.wmf]f(tx,ty)H(ty/tx)H(y/x)f(x,y)

===

. Αντιστρόφως αν στην 1 αντικαταστήσουμε 
[image: image94.wmf]t1/x
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, βρίσκουμε 
[image: image95.wmf]f(1,y/x)f(x,y)
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, δηλαδή η 
[image: image96.wmf]f

 είναι συνάρτηση μόνο του  
[image: image97.wmf]y/x

. 
Οι 3,4 είναι ισοδύναμες, όπως διαπιστώνουμε αν αντικαταστήσουμε τους τύπους των ελαστικοτήτων.  
Η ισοδυναμία των 2,4 εκφράζει την ιδιότητα ότι οι συναρτήσεις 
[image: image98.wmf]f(x,y)

 και 
[image: image99.wmf]g(x,y)y/x
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 είναι εξαρτημένες μεταξύ τους. Πράγματι η γνωστή σχέση για εξαρτημένες συναρτήσεις γράφεται:
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[image: image101.wmf]#


Παρατήρηση. Σχετικά με το 1, παρατηρούμε ότι πολλαπλασιασμός ενός μεγέθους 
[image: image102.wmf]x

 με συντελεστή  
[image: image103.wmf]t0
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 αντιστοιχεί σε σχετική μεταβολή του κατά: 

      
[image: image104.wmf]Δxtxx
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 , δηλαδή κατά
[image: image105.wmf]100(t1)%
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Ειδικότερα, το μέγεθος αυξάνει αν 
[image: image106.wmf]t1

>

, ελαττώνεται αν 
[image: image107.wmf]t1

<

. Συμπεραίνουμε ειδικά ότι τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

1. Πολλαπλασιασμός των 
[image: image108.wmf](x,y)

 με τον ίδιο συντελεστή. 
2. Μεταβολή των 
[image: image109.wmf]{x,y}

 κατά το ίδιο ποσοστό.
3. Μεταβολή των  
[image: image110.wmf]{x,y}

 κατά μήκος της ακτίνας, δηλαδή έτσι ώστε να μένει σταθερός ο λόγος 
[image: image111.wmf]y/x

.

Προκύπτει από τα παραπάνω ότι οι ομογενείς συναρτήσεις μηδενικού βαθμού έχουν σταθερές τιμές κατά μήκος των ακτινών, δηλαδή οι ακτίνες είναι οι ισοσταθμικές τους. 

[image: image112]
ακτινωτή μεταβολή: 
[image: image113.wmf]%
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[image: image114.wmf]#


Παράδειγμα. Οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ομογενείς μηδενικού βαθμού:
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Η σταθερή συνάρτηση είναι επίσης ομογενής μηδενικού βαθμού. 


[image: image118.wmf]#


6. Ομογενής βαθμού κ (homogeneous of degree 
[image: image119.wmf]κ

) καλείται μια συνάρτηση 
[image: image120.wmf]f(x,y)

 που ικανοποιεί οιαδήποτε από τις παρακάτω ισοδύναμες συνθήκες: 

1.  Για κάθε 
[image: image121.wmf]t0

>

 έχουμε 
[image: image122.wmf]κ
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2. Είναι της μορφής 
[image: image123.wmf](
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 ή ισοδύναμα: 
[image: image124.wmf](
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, όπου 
[image: image125.wmf]H

 είναι συνάρτηση μόνο του λόγου των μεταβλητών.

3. Έχει σταθερή ελαστικότητα κλίμακας ίση με το βαθμό: 
[image: image126.wmf]rxy
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4. Ικανοποιεί την εξίσωση Euler βαθμού 
[image: image127.wmf]κ

: 
[image: image128.wmf]xy
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Για την απόδειξη αρκεί να διαπιστώσουμε ότι οι παραπάνω συνθήκες είναι ισοδύναμες με τη συνθήκη ότι η συνάρτηση 
[image: image129.wmf]κ

g(x,y)f(x,y)/x
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 είναι ομογενής μηδενικού βαθμού, και να εφαρμόσουμε την προηγούμενη πρόταση. Συμβατικά θεωρούμε την μηδενική συνάρτηση ομογενή απροσδιόριστου βαθμού, δηλαδή οιουδήποτε.

Παράδειγμα. 

1. Η 
[image: image130.wmf]1/2
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 είναι ομογενής βαθμού 
[image: image131.wmf]1/2

. 

Πράγματι: 
[image: image132.wmf]1/2
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2. Η 
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 είναι ομογενής βαθμού 
[image: image134.wmf]2

.
Πράγματι: 
[image: image135.wmf]222222
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3. Η 
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 είναι ομογενής βαθμού 
[image: image137.wmf]1
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.
Πράγματι:  
[image: image138.wmf]1
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[image: image139.wmf]#


Παράδειγμα.  Η συνάρτηση C-D: 
[image: image140.wmf]αβ
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 είναι ομογενής βαθμού 
[image: image141.wmf]καβ
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, έχει ελαστικότητα κλίμακας: 
[image: image142.wmf]rxy
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, και ικανοποιεί την εξίσωση Euler βαθμού 
[image: image143.wmf]καβ
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[image: image144.wmf]#


7. Απόδοση κλίμακας. Θεωρούμε ομογενείς συναρτήσεις βαθμού 
[image: image145.wmf]κ0
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, και αυξάνουμε τα 
[image: image146.wmf]{x,y}

 κατά το ίδιο μικρό ποσοστό. Τότε σύμφωνα με την ιδιότητα 3 οριακά η ποσοστιαία αύξησή στην τιμή της συνάρτησης θα είναι μεγαλύτερη από το παραπάνω ποσοστό αν 
[image: image147.wmf]κ1
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, μικρότερη αν 
[image: image148.wmf]κ1
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, ίδια αν 
[image: image149.wmf]κ1
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. Το ίδιο βρίσκουμε αν χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα 1. Πράγματι, αν αυξήσουμε τα 
[image: image150.wmf]{x,y}

 κατά το ίδιο ποσοστό, δηλαδή τα πολλαπλασιάσουμε με τον ίδιο συντελεστή 
[image: image151.wmf]t1
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, τότε σύμφωνα με την ιδιότητα 1 η τιμή της συνάρτησης θα πολλαπλασιαστεί με τον συντελεστή 
[image: image152.wmf]κ

t

, και επομένως η ποσοστιαία αύξησή της θα είναι μεγαλύτερη αν 
[image: image153.wmf]κ1

>

, μικρότερη αν 
[image: image154.wmf]κ1

<

, ίδια αν 
[image: image155.wmf]κ1

=

. Υπενθυμίζουμε ότι αν 
[image: image156.wmf]κ0

=

 τότε η τιμή της συνάρτησης δεν θα μεταβληθεί. Εκφράζουμε την παραπάνω ιδιότητα λέγοντας ότι μια ομογενής συνάρτηση γνήσια θετικού βαθμού, είναι:

αύξουσας απόδοσης κλίμακας (increasing returns to scale) αν 
[image: image157.wmf]κ1

>


φθίνουσας απόδοσης κλίμακας (decreasing returns to scale) αν 
[image: image158.wmf]κ1

<



σταθερής απόδοσης κλίμακας (constant returns to scale) αν 
[image: image159.wmf]κ1

=


Παράδειγμα.  

1. Σταθερής απόδοσης κλίμακας είναι οι παρακάτω ομογενείς συναρτήσεις βαθμού 
[image: image160.wmf]κ1

=

:


[image: image161.wmf]αxβy

+

,  
[image: image162.wmf]xy

,  
[image: image163.wmf]α1α

xy

-

,  
[image: image164.wmf]22

xy

+

,  
[image: image165.wmf]221/2

(xy)

---

+


2. Αύξουσας απόδοσης κλίμακας είναι οι παρακάτω ομογενείς συναρτήσεις βαθμού 
[image: image166.wmf]κ1

>

:


[image: image167.wmf]22

xy

+

 με 
[image: image168.wmf]κ2

=

,  
[image: image169.wmf]αβ

xy

 με 
[image: image170.wmf]καβ1

=+>

,  
[image: image171.wmf]3/23/2

xy

+

 με 
[image: image172.wmf]κ3/2

=


3. Φθίνουσας απόδοσης κλίμακας είναι οι παρακάτω ομογενείς συναρτήσεις  βαθμού 
[image: image173.wmf]κ1

<

:


[image: image174.wmf]xy

+

 με 
[image: image175.wmf]κ1/2

=

,  
[image: image176.wmf]αβ

xy

 με 
[image: image177.wmf]καβ1

=+<

,  
[image: image178.wmf]221/4

(xy)

---

+

 με 
[image: image179.wmf]κ1/2

=



[image: image180.wmf]#


8. Ισοσταθμικές ομογενών. Οι ομογενείς συναρτήσεις έχουν πολλές από τις ιδιότητες των δυνάμεων. Αναφέρουμε ειδικά την παρακάτω:

1. Αν μια συνάρτηση είναι ομογενής βαθμού 
[image: image181.wmf]κ

, τότε oι πρώτες παράγωγοι είναι συναρτήσεις ομογενείς βαθμού 
[image: image182.wmf]1

κ

-

.

2. O ρυθμός υποκατάστασης που ορίζει μια ομογενής συνάρτηση είναι ομογενής βαθμού 
[image: image183.wmf]0

, δηλαδή εξαρτάται μόνο από το λόγο 
[image: image184.wmf]y/x


Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η f ικανοποιεί την εξίσωση Euler βαθμού 
[image: image185.wmf]κ

:


[image: image186.wmf]κ

f(tx,ty)tf(x,y)

=


Παραγωγίζοντας ως προς 
[image: image187.wmf]x

 για σταθερά  
[image: image188.wmf](t,y)

 και χρησιμοποιώντας στο αριστερό μέρος τον κανόνα αλυσωτής παραγώγισης, βρίσκουμε:


[image: image189.wmf]κκ

xxxxx

[f(tx,ty)][tf(x,y)]f(tx,ty)[tx]tf(x,y)

=Þ=



[image: image190.wmf]κκ1

xxxx

f(tx,ty)ttf(x,y)f(tx,ty)tf(x,y)

-

Þ=Þ=


Δηλαδή η 
[image: image191.wmf]x

f

 ικανοποιεί την αντίστοιχη εξίσωση βαθμού 
[image: image192.wmf]κ1

-

 και επομένως είναι ομογενής βαθμού 
[image: image193.wmf]κ1

-

. Αντίστοιχο αποτέλεσμα ισχύει για την 
[image: image194.wmf]y

f

. Το 2 είναι άμεση συνέπεια του 1, διότι εφόσον οι 
[image: image195.wmf]xy

{f,f}

 είναι ομογενείς του ίδιου βαθμού, ο λόγος τους θα είναι ομογενής μηδενικού βαθμού.

[image: image196.wmf]#


Όσον αφορά τις ισοσταθμικές, υπενθυμίζουμε καταρχήν ότι οι ομογενείς συναρτήσεις μηδενικού βαθμού έχουν τις ίδιες ισοσταθμικές με τη συνάρτηση 


[image: image197.wmf]g(x,y)y/xcycx

==Þ=

,

δηλαδή ακτίνες, διότι είναι εξαρτημένες με αυτή τη συνάρτηση. Στη γενική περίπτωση ισχύει το παρακάτω: 

 Οι διάφορες ισοσταθμικές μιας ομογενούς συνάρτησης είναι παράλληλες μεταξύ τους με τις παρακάτω έννοιες:
1. Αν πολλαπλασιάσουμε τα σημεία 
[image: image198.wmf](x,y)

 μιας ισοσταθμικής με τον ίδιο συντελεστή 
[image: image199.wmf]t

 τότε τα σημεία 
[image: image200.wmf](tx,ty)

που προκύπτουν ανήκουν όλα στην ίδια ισοσταθμική.

2. Έχουν όλες την ίδια κλίση στα σημεία μιας ακτίνας.

Απόδειξη.

1. Αν 
[image: image201.wmf]f(x,y)c

=

 τότε η 
[image: image202.wmf]κκ

f(tx,ty)tf(x,y)tc

==

 είναι επίσης ισοσταθμική, για κάθε 
[image: image203.wmf]t

.

2. Είναι άμεση συνέπεια της ιδιότητας ότι ο ρυθμός υποκατάστασης εξαρτάται μόνο από το λόγο 
[image: image204.wmf]y/x

 και επομένως είναι σταθερός κατά μήκος μιας ακτίνας.


[image: image205.wmf]#



[image: image206]
ισοσταθμικές ομογενών βαθμού 
[image: image207.wmf]κ0

¹
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