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2β.3  Διανυσματική Κλίση (Grad)

1. Σταθμικές περιοχές.  Κάθε ισοσταθμική μιας συνάρτησης χωρίζει το πεδίο ορισμού της στο επίπεδο 
[image: image1.wmf]Oxy

, σε δύο περιοχές οι οποίες περιγράφονται με αντίστοιχες ανισότητες:
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Στην πρώτη περιοχή η συνάρτηση έχει τιμές μεγαλύτερες ή ίσες με το 
[image: image5.wmf]c

 και καλείται πάνω σταθμική (upper level). Στη δεύτερη περιοχή έχει τιμές μικρότερες ή ίσες με το 
[image: image6.wmf]c

 και καλείται κάτω σταθμική (lower level). Ειδικά η μηδενική ισοσταθμική (zero level):
[image: image7.wmf]f(x,y)0,
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 χωρίζει την περιοχή όπου η συνάρτηση έχει θετικές τιμές από την περιοχή με αρνητικές  τιμές. Έτσι ξεκινώντας από τα σημεία μιας ισοσταθμικής στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης, οι τιμές της αυξάνουν αν μετακινηθούμε προς την πάνω σταθμική περιοχή και ελαττώνονται αν μετακινηθούμε προς την κάτω σταθμική, ενώ παραμένουν οι ίδιες αν μετακινηθούμε επάνω στην ίδια την ισοσταθμική. 

2. Διανυσματική παράγωγος-Ιακωβιανή. Στις συναρτήσεις μιας μεταβλητής η μονοτονία χαρακτηρίζεται από το πρόσημο της παραγώγου. Για συναρτήσεις δύο μεταβλητών έχουμε δύο μερικές παραγώγους και η μονοτονία χαρακτηρίζεται ως προς την κάθε μεταβλητή χωριστά. Έτσι μια συνάρτηση 
[image: image8.wmf]f(x,y)

, θα είναι:

1. 
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2. 
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Αν οι ανισότητες είναι γνήσιες τότε λέμε ότι η συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα ή φθίνουσα αντίστοιχα. Για τον γραφικό χαρακτηρισμό των παραπάνω ιδιοτήτων μονοτονίας χρησιμοποιούμε το επίπεδο διάνυσμα που ορίζεται με συντεταγμένες τις δύο μερικές παραγώγους. Παριστάνεται με ένα από τα σύμβολα:
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και καλείται διανυσματική ή Ιακωβιανή (Jacobian) παράγωγος της συνάρτησης. Γενικά μεταβάλλεται από σημείο σε σημείο ενώ είναι σταθερή μόνο για τις γραμμικές συναρτήσεις. Διαπιστώνουμε ότι:

Σε κάθε σημείο η διανυσματική παράγωγος είναι κάθετη στην ισοσταθμική που διέρχεται από αυτό το σημείο και δείχνει προς την κατεύθυνση της αντίστοιχης πάνω σταθμικής περιοχής, δηλαδή προς την κατεύθυνση αύξησης των τιμών της συνάρτησης.
Στα Ειδικά Θέματα {Θ11(1), Θ12(1,2)}, δίνεται μια σύντομη εισαγωγή στα διανύσματα.
Απόδειξη.  Σε κάθε σημείο 
[image: image20.wmf](x,y)

 το διάνυσμα 
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 έχει κλίση 
[image: image22.wmf]yx
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, ενώ η ισοσταθμική έχει κλίση 
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.  Οι δύο κλίσεις έχουν γινόμενο 
[image: image24.wmf]1
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 και επομένως είναι κάθετες μεταξύ τους.  Δείχνει προς την κατεύθυνση αύξησης των τιμών διότι αν μετακινηθούμε προς την ίδια κατεύθυνση παίρνοντας μεταβολές που είναι το ίδιο θετικό πολλαπλάσιο των συντεταγμένων:
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τότε το διαφορικό της συνάρτησης θα έχει πρόσημο γνήσια θετικό:
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Επομένως η μεταβολή της θα έχει το ίδιο πρόσημο και η συνάρτηση θα αυξάνει.


[image: image28.wmf]#


3. Κατεύθυνση αύξησης . Διαπιστώσαμε ότι σε κάθε μη στάσιμο σημείο το διάνυσμα της παραγώγου 
[image: image29.wmf]f
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 δείχνει την κατεύθυνση αύξησης των τιμών της στο πεδίο ορισμού. Ανάλογα με το πρόσημο των μερικών παραγώγων διακρίνουμε τις παρακάτω τέσσερις βασικές κατευθύνσεις. 
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Η διακεκομμένη γραμμή δείχνει την κλίση της ισοσταθμικής, το μαύρο διάνυσμα δείχνει την κατεύθυνση αύξησης 
[image: image43.wmf]f

¢

, ενώ με διακεκομμένα διανύσματα δείχνουμε τις συντεταγμένες του: 
[image: image44.wmf]xy
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. Εκτός των παραπάνω αναφέρουμε και τις τέσσερις ειδικές περιπτώσεις όπου η μία από τις μερικές παραγώγους είναι μηδενική, οπότε:

η κατεύθυνση αύξησης είναι οριζόντια αν 
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, κατακόρυφη αν 
[image: image46.wmf]x

f0

=

.
Παρατήρηση. Η διανυσματική παράγωγος καλείται επίσης διανυσματική κλίση (gradient), και τότε παριστάνεται ως διάνυσμα στήλη με τον συμβολισμό: 
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Παράδειγμα.  Η συνάρτηση  
[image: image50.wmf]22
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 έχει στο τυχόν σημείο 
[image: image51.wmf](x,y)

 διανυσματική παράγωγο:
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Στο καθένα από τα πρώτα τρία σημεία 
[image: image57.wmf]{A,B,
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 οι διανυσματικές κλίσεις είναι κάθετες στις αντίστοιχες ισοσταθμικές και δείχνουν προς τις αντίστοιχες πάνω σταθμικές. Στο σημείο 
[image: image58.wmf]Δ

 η διανυσματική παράγωγος είναι μηδενική και δεν ορίζει κατεύθυνση αύξησης. Εξάλλου σαυτό το σημείο η συνάρτηση έχει ελάχιστη τιμή οπότε οι τιμές της αυξάνουν προς όλες τις κατευθύνσεις. 
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Παράδειγμα. Για τις παρακάτω συναρτήσεις δίνουμε το γράφημα των ισοσταθμικών και των αντίστοιχων πάνω σταθμικών περιοχών μαζί με τις διανυσματικές κλίσεις, στη θετική περιοχή: 
[image: image60.wmf]{x0,y0}

³³


1. 
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Η διανυσματική κλίση δείχνει κάτω δεξιά προς την πάνω σταθμική που είναι η περιοχή κάτω από την ευθεία: 
[image: image64.wmf]x2y1cyx/2(1c)/2
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2. 
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Η διανυσματική κλίση δείχνει πάνω δεξιά προς την πάνω σταθμική που είναι η περιοχή εκτός του κύκλου: 
[image: image69.wmf]22
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Η διανυσματική κλίση δείχνει πάνω αριστερά προς την πάνω ισοσταθμική που είναι η περιοχή εντός της παραβολής: 
[image: image73.wmf]22
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4. 
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φθίνουσα, 
[image: image76.wmf]y
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φθίνουσα.
Η διανυσματική κλίση δείχνει κάτω αριστερά προς την πάνω ισοσταθμική που είναι η περιοχή κάτω από την υπερβολή.
5. Η  
[image: image77.wmf]111
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 είναι εξαρτημένη με την προηγούμενη οπότε έχουν τις ίδιες ισοσταθμικές. Αλλά η εξάρτηση είναι φθίνουσα οπότε αλλάζουν τα πρόσημα των δύο παραγώγων, δηλαδή η συνάρτηση είναι τώρα 
[image: image78.wmf]x
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αύξουσα, 
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αύξουσα, και η διανυσματική κλίση δείχνει πάνω δεξιά.
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4.  Στάσιμα σημεία. Τα παραπάνω δεν ισχύουν στα σημεία όπου μηδενίζονται αμφότερες οι μερικές παράγωγοι:
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Τα σημεία αυτά καλούνται στάσιμα (stationary) της συνάρτησης. Στα στάσιμα σημεία η διανυσματική παράγωγος είναι μηδενική και δεν ορίζονται ούτε η κατεύθυνση αύξησης των τιμών ούτε η κλίση της ισοσταθμικής ούτε ο ρυθμός υποκατάστασης. 

Παράδειγμα. 

1. Οι γραμμικές συναρτήσεις:
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δεν έχουν στάσιμα σημεία εκτός αν 
[image: image89.wmf]{
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 οπότε όλα τα σημεία είναι στάσιμα, και η ισοσταθμική αποτελείται από ολόκληρο το επίπεδο.

2. Η συνάρτηση 
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 έχει το στάσιμο:



[image: image91.wmf]xy

{f2x40,f2y20}(2,1)

=-+==-+=Þ


Η αντίστοιχη ισοσταθμική 
[image: image92.wmf]f1
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 αποτελείται μόνο από αυτό το σημείο.

3. Η συνάρτηση 
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Η αντίστοιχη ισοσταθμική αποτελείται από ευθείες που τέμνονται στο σημείο.
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5. Μονότονες συναρτήσεις. Μια συνάρτηση 
[image: image96.wmf]f(x,y)

 μπορεί να είναι αύξουσα ως προς τη μία μεταβλητή και φθίνουσα ως προς την άλλη οπότε οι μερικές παράγωγοι θα έχουν αντίθετο πρόσημο. Αν οι δύο μερικές παράγωγοι έχουν το ίδιο πρόσημο τότε λέμε ότι η συνάρτηση είναι μονότονη (monotone). Ειδικότερα, λέμε ότι είναι αύξουσα (increasing) αν αμφότερες είναι θετικές, φθίνουσα (decreasing) αν αμφότερες είναι αρνητικές. Από τη θεμελιώδη σχέση ή από τον τύπο του διαφορικού, διαπιστώνουμε ότι μια συνάρτηση 
[image: image97.wmf]f(x,y)

 είναι:

1. Αύξουσα:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image99.wmf]Û

η τιμή της αυξάνει όταν αυξάνουν αμφότερα τα 
[image: image100.wmf]{x,y}

, δηλαδή:
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2. Φθίνουσα:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]Û

η τιμή της ελαττώνεται όταν αυξάνουν αμφότερα τα 
[image: image104.wmf]{x,y}

, δηλαδή:
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Επίσης, από τον τύπο πλεγμένης παραγώγου διαπιστώνουμε ότι γραφικά η ύπαρξη μονοτονίας χαρακτηρίζεται από την κλίση των ισοσταθμικών. Έτσι μια συνάρτηση 
[image: image106.wmf]f(x,y)

είναι:

Μονότονη
[image: image107.wmf]Û

οι ισοσταθμικές της έχουν αρνητική κλίση. Σαυτή την περίπτωση είναι αύξουσα αν η διανυσματική κλίση δείχνει πάνω δεξιά, φθίνουσα αν δείχνει κάτω αριστερά. 

Παράδειγμα. Η γραμμική συνάρτηση 
[image: image108.wmf]f
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 είναι μονότονη 
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οι συντελεστές 
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 έχουν το ίδιο πρόσημο. Ειδικότερα, είναι αύξουσα αν είναι αμφότεροι θετικοί, φθίνουσα αν είναι αμφότεροι αρνητικοί. 
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6. Oιονεί κυρτές/κοίλες συναρτήσεις. Η κυρτότητα των σταθμικών περιοχών είναι ιδιαίτερα σημαντική στις εφαρμογές και ορίζει δύο ειδικές κατηγορίες συναρτήσεων.  Λέμε ότι μια συνάρτηση 
[image: image112.wmf]f(x,y)

 είναι:

1. Οιονεί κυρτή (quasiconvex) αν οι κάτω σταθμικές είναι κυρτές. Σ΄ αυτή την περίπτωση για κάθε ζεύγος συνδυασμών 
[image: image113.wmf]00

(x,y)

 και 
[image: image114.wmf]11
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 στην  ίδια ισοσταθμική, η συνάρτηση θα έχει μικρότερη τιμή στους ενδιάμεσους (κυρτούς) συνδυασμούς διότι θα βρίσκονται όλοι στην αντίστοιχη κάτω σταθμική:

 
[image: image115.wmf]0011tt
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, για οιονεί κυρτή
2. Οιονεί κοίλη (quasiconcave) αν οι πάνω σταθμικές είναι κυρτές. Τώρα για κάθε ζεύγος συνδυασμών 
[image: image116.wmf]00

(x,y)

 και 
[image: image117.wmf]11
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 στην  ίδια ισοσταθμική, η συνάρτηση θα έχει μεγαλύτερη τιμή στους ενδιάμεσους (κυρτούς) συνδυασμούς διότι θα βρίσκονται όλοι στην αντίστοιχη πάνω σταθμική:

[image: image118.wmf]0011tt
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, για οιονεί κοίλη
Η συνάρτηση θα καλείται γνήσια οιονεί κυρτή/οιονεί κοίλη αντίστοιχα, αν επιπλέον οι ισοσταθμικές δεν έχουν ευθύγραμμο τμήμα, ή ισοδύναμα αν οι παραπάνω ανισότητες είναι γνήσιες  για κάθε γνήσια ενδιάμεσο συνδυασμό. Από τον ορισμό και από την ιδιότητα ότι οι αύξοντες μετασχηματισμοί συναρτήσεων διατηρούν τις ισοσταθμικές καθώς και τις σταθμικές περιοχές, προκύπτει και η παρακάτω ιδιότητα:

Αύξων μετασχηματισμός οιονεί κυρτής/οιονεί κοίλης συνάρτησης είναι επίσης οιονεί κυρτή/κοίλη, γνήσια αν ο μετασχηματισμός είναι γνήσια αύξων και η συνάρτηση γνήσια οιονεί κυρτή/κοίλη. Αντίθετα, ο φθίνων μετασχηματισμός αντιστρέφει τις δύο ιδιότητες.

Παράδειγμα. 
1. Η 
[image: image119.wmf]22
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 είναι γνήσια οιονεί κυρτή διότι οι κάτω σταθμικές της είναι οι κυρτές περιοχές που ορίζονται από το εσωτερικό των κύκλων.  
1. Η C-D συνάρτηση 
[image: image120.wmf]fxy
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 στη θετική περιοχή 
[image: image121.wmf]{x0,y0}
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 είναι  οιονεί κοίλη διότι η πάνω σταθμική είναι η κυρτή περιοχή που βρίσκεται πάνω από την υπερβολή της ισοσταθμικής. Είναι γνήσια οιονεί κοίλη μόνο στη γνήσια θετική περιοχή:
[image: image122.wmf]{x0,y0}
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, διότι η ισοσταθμική 
[image: image123.wmf]f0
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 έχει ευθύγραμμα τμήματα. 

2. Η 
[image: image124.wmf]1/21/21/2
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 είναι επίσης οιονεί κοίλη ως αύξων μετασχηματισμός της προηγούμενης,  γνήσια οιονεί κοίλη στη περιοχή: 
[image: image125.wmf]{x0,y0}
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3. Η 
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 είναι γνήσια οιονεί κοίλη στη περιοχή 
[image: image127.wmf]{x0,y0}
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, όπως διαπιστώνουμε από το γράφημα των ισοσταθμικών της. 

4. Η 
[image: image128.wmf]1/21/2
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 με 
[image: image129.wmf]α0
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 είναι επίσης γνήσια οιονεί κοίλη ως γνήσια αύξων μετασχηματισμός της προηγούμενης.

5. Η 
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 με 
[image: image131.wmf]α0
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 είναι γνήσια οιονεί κυρτή ως γνήσια φθίνων μετασχηματισμός της 3. 
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7. Μετατόπιση καμπύλων. Οι ισοσταθμικές μιας συνάρτησης αποτελούν μια οικογένεια καμπύλων:

    
[image: image133.wmf]f(x,y)c
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με παράμετρο 
[image: image134.wmf]c

.  Τα διανύσματα:

    
[image: image135.wmf]xy
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δείχνουν την κατεύθυνση της αντίστοιχης πάνω σταθμικής της συνάρτησης, δηλαδή την κατεύθυνση αύξησης της παραμέτρου 
[image: image136.wmf]c

. Συμπεραίνουμε ότι:

Όταν το 
[image: image137.wmf]c

 μεταβάλλεται, η αντίστοιχη καμπύλη μετακινείται προς την  κατεύθυνση της διανυσματικής κλίσης  
[image: image138.wmf]f
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 αν το 
[image: image139.wmf]c

 αυξάνει, προς την αντίθετη κατεύθυνση αν το 
[image: image140.wmf]c

ελαττώνεται.
[image: image152.wmf]A

Παράδειγμα. Θεωρούμε την οικογένεια ευθειών με παράμετρο 
[image: image141.wmf]c

, και εξίσωση:
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Αν αυξηθεί το 
[image: image143.wmf]c

, θα έχουμε μετατόπιση της ευθείας προς τα πάνω δεξιά στην κατεύθυνση του διανύσματος:
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8. Περισσότερες μεταβλητές. Όλα τα παραπάνω γενικεύονται σε περισσότερες μεταβλητές. Έτσι αν έχουμε μια συνάρτηση τριών μεταβλητών:


[image: image146.wmf]f(x,y,z)


οι πάνω και κάτω σταθμικές ορίζουν περιοχές του τρισδιάστατου χώρου 
[image: image147.wmf]Oxyz

 που χωρίζονται από την αντίστοιχη ισοσταθμική επιφάνεια:
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Η διανυσματική παράγωγος είναι τώρα διάνυσμα τριών διαστάσεων:



[image: image149.wmf]xyz
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κάθετο στην ισοσταθμική επιφάνεια με κατεύθυνση προς την πάνω σταθμική περιοχή. Στάσιμα καλούνται τα σημεία στα οποία μηδενίζονται όλες οι μερικές παράγωγοι:
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{f0,f0,f0}

===


� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���








� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���








[image: image153.wmf]B

[image: image154.wmf]y

[image: image155.wmf]Γ

[image: image156.wmf]x

[image: image157.wmf]f

¢

[image: image158.wmf]f

¢

[image: image159.wmf]f

¢

[image: image160.wmf]f

¢

[image: image161.wmf]f

¢

[image: image162.wmf]x

[image: image163.wmf]y

_1182747406.unknown

_1204116266.unknown

_1252826495.unknown

_1252831227.unknown

_1279793682.unknown

_1279793707.unknown

_1279793806.unknown

_1280035357.unknown

_1280035575.unknown

_1279793807.unknown

_1279793804.unknown

_1279793805.unknown

_1279793731.unknown

_1279793695.unknown

_1253085240.unknown

_1253085303.unknown

_1253085511.unknown

_1253085638.unknown

_1253085663.unknown

_1253085612.unknown

_1253085354.unknown

_1253085258.unknown

_1252831557.unknown

_1252908045.unknown

_1252831446.unknown

_1252829658.unknown

_1252829730.unknown

_1252831203.unknown

_1252829687.unknown

_1252828462.unknown

_1252829513.unknown

_1252826846.unknown

_1252827530.unknown

_1252827560.unknown

_1252826851.unknown

_1252826735.unknown

_1241288024.unknown

_1252824634.unknown

_1252824744.unknown

_1252824865.unknown

_1252824888.unknown

_1252824936.unknown

_1252824816.unknown

_1252824646.unknown

_1241290959.unknown

_1241291054.unknown

_1241291952.unknown

_1241288727.unknown

_1241290083.unknown

_1241288687.unknown

_1241287360.unknown

_1241287447.unknown

_1241287883.unknown

_1241287946.unknown

_1241287920.unknown

_1241287535.unknown

_1241287403.unknown

_1222323074.unknown

_1222323087.unknown

_1220358299.unknown

_1220358553.unknown

_1204114045.unknown

_1204114245.unknown

_1204116120.unknown

_1204116196.unknown

_1204115240.unknown

_1204115298.unknown

_1204114260.unknown

_1204114188.unknown

_1204114224.unknown

_1204114053.unknown

_1188059260.unknown

_1188059381.unknown

_1190192741.unknown

_1204113926.unknown

_1204113937.unknown

_1204114026.unknown

_1194071536.unknown

_1194072099.unknown

_1194070548.unknown

_1194070689.unknown

_1194021005.unknown

_1188059475.unknown

_1188065892.unknown

_1190189395.unknown

_1188065871.unknown

_1188059403.unknown

_1188059291.unknown

_1188059306.unknown

_1188059275.unknown

_1187358263.unknown

_1187847015.unknown

_1188056032.unknown

_1187847069.unknown

_1187358904.unknown

_1187359009.unknown

_1187358895.unknown

_1187358473.unknown

_1184393304.unknown

_1187340634.unknown

_1183263153.unknown

_1183263172.unknown

_1182747434.unknown

_1181799398.unknown

_1182664230.unknown

_1182664407.unknown

_1182664411.unknown

_1182664413.unknown

_1182664416.unknown

_1182664409.unknown

_1182664373.unknown

_1182664375.unknown

_1182664280.unknown

_1182664291.unknown

_1182664362.unknown

_1182664262.unknown

_1181801358.unknown

_1181804030.unknown

_1181804740.unknown

_1181804770.unknown

_1181804906.unknown

_1181804756.unknown

_1181804726.unknown

_1181801373.unknown

_1181800267.unknown

_1181800287.unknown

_1181799417.unknown

_1181771310.unknown

_1181796720.unknown

_1181799272.unknown

_1181799349.unknown

_1181799234.unknown

_1181799271.unknown

_1181771327.unknown

_1181771331.unknown

_1181771337.unknown

_1181771339.unknown

_1181771344.unknown

_1181771335.unknown

_1181771329.unknown

_1181771314.unknown

_1181771325.unknown

_1181771312.unknown

_1181771199.unknown

_1181771241.unknown

_1181771243.unknown

_1181771208.unknown

_1181771223.unknown

_1181771093.unknown

_1181771095.unknown

_1181771088.unknown

