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2β.2  Ρυθμός Υποκατάστασης 
1. Κλίση ισοσταθμικών. Οι ισοσταθμικές μιας συνάρτησης 
[image: image1.wmf]zf(x,y)

=

 ταυτίζονται με τις εξισώσεις υποκατάστασης.  Επομένως η κλίση τους στο επίπεδο 
[image: image2.wmf]Oxy

 συμπίπτει με τον ρυθμό υποκατάστασης και δίνεται από τον τύπο πλεγμένης παραγώγισης. 
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y

f

dy

f(x,y)cy(x)

dxf

¢

=Þ==-


Συμπεραίνουμε ειδικά ότι:

Oι ισοσταθμικές μιας συνάρτησης 
[image: image4.wmf]f(x,y)

 έχουν:

1. αρνητική κλίση αν τα 
[image: image5.wmf]xy

{f,f}

 έχουν το ίδιο πρόσημο

2. θετική κλίση αν τα 
[image: image6.wmf]xy

{f,f}

 έχουν αντίθετο πρόσημο.
Πράγματι, αν τα 
[image: image7.wmf]xy

{f,f}

 έχουν το ίδιο πρόσημο τότε τα 
[image: image8.wmf]{x,y}

 επηρεάζουν την 
[image: image9.wmf]f

 με τον ίδιο τρόπο. Σ’ αυτή την περίπτωση αν θέλουμε να μείνουμε σε μια ισοσταθμική ώστε να μην μεταβληθεί η τιμή της συνάρτησης, θα πρέπει όταν αυξάνουμε τη μία μεταβλητή να ελαττώνουμε την άλλη, οπότε η ισοσταθμική θα έχει αρνητική κλίση. Την διαδικασία αυτή την ονομάζουμε  υποκατάσταση (substitution). Αντίθετα,  αν τα 
[image: image10.wmf]xy

{f,f}

 έχουν αντίθετο πρόσημο, τότε τα 
[image: image11.wmf]{x,y}

 επηρεάζουν την 
[image: image12.wmf]f

 με αντίθετο τρόπο. Τώρα για να μη μεταβληθεί η τιμή της συνάρτησης, αυξάνοντας τη μια μεταβλητή πρέπει να αυξήσουμε και την άλλη για αντιστάθμισμα, και έτσι η ισοσταθμική θα έχει θετική κλίση. Δηλαδή η υποκατάσταση αντιστοιχεί σε αντιστάθμιση.

Παρατήρηση. Σε πολλές εφαρμογές ο ρυθμός υποκατάστασης ορίζεται ως το μέτρο:



[image: image13.wmf]y(x)

¢
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οπότε είναι πάντοτε θετικός. Σαυτή την περίπτωση θεωρούμε ότι το πρόσημο είναι γνωστό.  


[image: image14.wmf]#


Παράδειγμα. 

1. Η 
[image: image15.wmf]f(x,y)xy

=-

 έχει 
[image: image16.wmf]xy

f1,f1
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, με αντίθετο πρόσημο. Η υποκατάσταση αντιστοιχεί σε αντιστάθμιση και οι ισοσταθμικές έχουν παντού θετική κλίση, όπως φαίνεται στο πρώτο γράφημα παρακάτω..

2.  Η  
[image: image17.wmf]2

f(x,y)yxx
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  έχει:

 

[image: image18.wmf]x
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 όταν 
[image: image19.wmf]x1/2
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, 
[image: image20.wmf]y

f10

=>
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Επομένως οι ισοσταθμικές της έχουν κλίση:

αρνητική αν 
[image: image21.wmf]x1/2,

<

 θετική αν 
[image: image22.wmf]x1/2

>

, μηδενική αν 
[image: image23.wmf]x1/2

=

.
Είναι οι παραβολές στο δεύτερο γράφημα παρακάτω.
3. Η 
[image: image24.wmf]2

f(x,y)xyy
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 έχει:


[image: image25.wmf]x
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[image: image26.wmf]y

f2y10
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 όταν 
[image: image27.wmf]y1/2
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Επομένως οι ισοσταθμικές έχουν κλίση:

αρνητική αν 
[image: image28.wmf]y1/2

<

,  θετική αν 
[image: image29.wmf]y1/2

>

,  άπειρη αν 
[image: image30.wmf]y1/2
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Είναι οι πλάγιες παραβολές στο τρίτο γράφημα παρακάτω.
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fyxxc

=-+=


          
[image: image34.wmf]2
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[image: image35.wmf]yxc
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κλίση ισοσταθμικών

4. Η 
[image: image38.wmf]f(x,y)y
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 έχει 
[image: image39.wmf]xy

f0,f1y0
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, μηδενικό ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image40.wmf]y

 από το 
[image: image41.wmf]x

, δηλαδή το 
[image: image42.wmf]x

 δεν μπορεί να υποκαταστήσει το 
[image: image43.wmf]y

. Οι ισοσταθμικές είναι οριζόντιες: 
[image: image44.wmf]yc
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.

5. Η 
[image: image45.wmf]f(x,y)x
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 έχει 
[image: image46.wmf]xy

f1,f0y
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, άπειρο ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image47.wmf]y

 από το 
[image: image48.wmf]x

, και επομένως μηδενικό ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image49.wmf]x

 από το 
[image: image50.wmf]y

, δηλαδή το 
[image: image51.wmf]y

 δεν μπορεί να υποκαταστήσει το 
[image: image52.wmf]x

. Οι ισοσταθμικές είναι κατακόρυφες: 
[image: image53.wmf]xc

=

.


[image: image54.wmf]#


2. Κυρτότητα ισοσταθμικών. Εκτός από την κλίση τους οι ισοσταθμικές χαρακτηρίζονται και από την κυρτότητά τους. Θεωρούμε τη συνάρτηση 
[image: image55.wmf]f(x,y)

 και μια ισοσταθμική της 
[image: image56.wmf]f(x,y)c

=

. Κάθε αύξηση του 
[image: image57.wmf]x

 κατά μία μονάδα μπορεί να υποκαταστήσει ή να αντισταθμίσει οριακά μία ποσότητα του 
[image: image58.wmf]y

  ίση με το μέτρο του ρυθμού υποκατάστασης 
[image: image59.wmf]y(x)

¢

. Λέμε ότι η συνάρτηση 
[image: image60.wmf]f(x,y)

 ορίζει φθίνοντα ρυθμό υποκατάστασης (decreasing substitution rate) του 
[image: image61.wmf]y

 από το 
[image: image62.wmf]x

 αν το 
[image: image63.wmf]y(x)
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 είναι φθίνουσα συνάρτηση του 
[image: image64.wmf]x

, δηλαδή καθώς το 
[image: image65.wmf]x

αυξάνει κάθε επιπλέον μοναδιαία αύξησή του υποκαθιστά ή αντισταθμίζει όλο και μικρότερη 
[image: image66.wmf]y

-

ποσότητα, οριακά.  Αν συμβαίνει το αντίθετο τότε λέμε ότι η συνάρτηση ορίζει αύξοντα ρυθμό υποκατάστασης (increasing substitution rate).  Διαπιστώνουμε ότι:

Η συνάρτηση 
[image: image67.wmf]f(x,y)

 ορίζει:

1. Φθίνοντα ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image68.wmf]y

 από το 
[image: image69.wmf]x

 αν η πρώτη και η δεύτερη πλεγμένη παράγωγος: 
[image: image70.wmf]y(x)

¢

και 
[image: image71.wmf]y(x)

¢¢

, έχουν αντίθετο πρόσημο

2. Αύξοντα ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image72.wmf]y

 από το 
[image: image73.wmf]x

 αν η πρώτη και η δεύτερη πλεγμένη παράγωγος : 
[image: image74.wmf]y(x)

¢

και 
[image: image75.wmf]y(x)

¢¢

, έχουν το ίδιο πρόσημο.

Οι γραμμικές συναρτήσεις, καθώς και οι εξαρτημένες από αυτές ορίζουν σταθερό ρυθμό υποκατάστασης.
Απόδειξη. Θα δείξουμε το 2, υπολογίζοντας την παράγωγο της 
[image: image76.wmf]y(x)

¢

 ως προς 
[image: image77.wmf]x
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[image: image78.wmf]y 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image79.wmf]y
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Η 
[image: image80.wmf]y
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 αυξάνει αν έχουμε 
[image: image81.wmf]y0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image82.wmf]{y0  &  y0}
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 ή  
[image: image83.wmf]{y0&y0}

¢¢¢

<->

, δηλαδή αν τα 
[image: image84.wmf]{y,y}

¢¢¢

  έχουν το ίδιο πρόσημο.


[image: image85.wmf]#


Παίρνοντας υπόψη τις διάφορες περιπτώσεις διακρίνουμε τους παρακάτω τέσσερις βασικούς τύπους ισοσταθμικών:

[image: image86]
      αύξοντα              φθίνοντα
           αύξοντα                φθίνοντα

           (υποκατάσταση)
                           (αντιστάθμιση)

Παράδειγμα. Στη γνήσια θετική περιοχή:
[image: image87.wmf]{x0,y0}

>>

, βρίσκουμε:

1. 
[image: image88.wmf]1/21/442

fxycyc/x

==Þ=

, υπερβολή με 
[image: image89.wmf]{y0,y0}

¢¢¢
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 και επομένως φθίνοντα ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image90.wmf]y

 από το  
[image: image91.wmf]x

.
2. 
[image: image92.wmf]22

fxyc
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 τέταρτο κύκλου με 
[image: image93.wmf]{y0,y0}

¢¢¢
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 και επομένως  αύξοντα ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image94.wmf]y

 από το 
[image: image95.wmf]x

.

3. 
[image: image96.wmf]22

fxycyxc
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, παραβολή με 
[image: image97.wmf]{y0,y0}

¢¢¢

>>

 και επομένως  αύξοντα ρυθμό υποκατάστασης του 
[image: image98.wmf]y

 από το 
[image: image99.wmf]x

. Έχουμε αντιστάθμιση διότι η κλίση είναι θετική.


[image: image100.wmf]#


Στην υποκατάσταση αν το 
[image: image101.wmf]y(x)

¢

 είναι αύξον ή φθίνον, το ανάστροφο 
[image: image102.wmf]x(y)

¢

 θα έχει την ίδια ιδιότητα. Όπως διαπιστώνουμε και γραφικά, στην αντιστάθμιση ισχύει το αντίθετο. 
Παρατήρηση. Στα παραδείγματα βρήκαμε τα πρόσημα των παραγώγων με απευθείας παραγώγιση διότι μπορούμε να λύσουμε τις εξισώσεις των ισοσταθμικών. Στη γενική περίπτωση αρχίζοντας με τη συνάρτηση 
[image: image103.wmf]f(x,y)

 μπορούμε να βρούμε το πρόσημο της 
[image: image104.wmf]y

¢

 από τις πρώτες μερικές παραγώγους της 
[image: image105.wmf]f(x,y)

 χρησιμοποιώντας τον τύπο πλεγμένης παραγώγου όπως κάναμε προηγουμένως. Ο αντίστοιχος τύπος για την δεύτερη πλεγμένη παράγωγο 
[image: image106.wmf]y

¢¢

 χρησιμοποιώντας τις δεύτερες μερικές παραγώγους της 
[image: image107.wmf]f(x,y)

 είναι περισσότερο σύνθετος και δίνεται σε χωριστή ενότητα στα Ειδικά Θέματα {Θ1(8,9)}.

[image: image108.wmf]#


3. Περισσότερες μεταβλητές. Όλα τα παραπάνω γενικεύονται άμεσα σε πολλές μεταβλητές. Ειδικά ο ρυθμός υποκατάστασης ορίζεται για κάθε ζεύγος μεταβλητών κρατώντας τις υπόλοιπες σταθερές, οπότε ισχύουν όλες οι παραπάνω ιδιότητες.

Παράδειγμα. Θεωρούμε την παρακάτω συνάρτηση και την αντίστοιχη εξίσωση υποκατάστασης:



[image: image109.wmf]0.20.40.30.20.40.3
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Ο ρυθμός υποκατάστασης του 
[image: image110.wmf]x

 ως προς 
[image: image111.wmf]z

 κρατώντας το 
[image: image112.wmf]y

 σταθερό δίνεται από την πλεγμένη παράγωγο:



[image: image113.wmf]0.20.40.7

z

0.80.40.3

x

w

x0.3xyz3x

y

zw2z

0.2xyz

-

-

¶

=-=-==-

¶


 Μπορούμε να υπολογίσουμε την παραπάνω πλεγμένη παράγωγο και απευθείας βρίσκοντας την αντίστοιχη πλεγμένη συνάρτηση:
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Οι δύο εκφράσεις είναι ίσες όπως διαπιστώνουμε αν αντικαταστήσουμε την παράσταση 
[image: image115.wmf]xx(y,z)

=

 στην πρώτη έκφραση. Από την τελευταία παράσταση διαπιστώνουμε επίσης ότι ο ρυθμός υποκατάστασης του 
[image: image116.wmf]x

 από το 
[image: image117.wmf]z

 κρατώντας το 
[image: image118.wmf]y

 σταθερό είναι φθίνων. Δηλαδή καθώς το 
[image: image119.wmf]z

 αυξάνει, κρατώντας το 
[image: image120.wmf]y

 σταθερό, κάθε επιπλέον αύξηση του 
[image: image121.wmf]z

 υποκαθιστά όλο και μικρότερη ποσότητα 
[image: image122.wmf]x

 για σταθερό 
[image: image123.wmf]wc

=
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[image: image124.wmf]#
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