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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



2β.1  Γραφήματα Ισοσταθμικών
1. Γραφήματα συναρτήσεων. Θεωρούμε μια συνάρτηση δύο μεταβλητών 
[image: image2.wmf]zf(x,y)

=

 και παριστάνουμε γραφικά τις τιμές της 
[image: image3.wmf]z

 ως ύψη πάνω από τα αντίστοιχα σημεία 
[image: image4.wmf](x,y)

 του επιπέδου.  Σχηματίζεται έτσι μια επιφάνεια στον τρισδιάστατο χώρο  
[image: image5.wmf]Oxyz

 που αποτελεί και το γράφημα (graph) της συνάρτησης. Ειδικά για τις γραμμικές συναρτήσεις τα γραφήματα αυτά σχηματίζουν επίπεδα του τριδιάστατου χώρου:


[image: image6]
γραφήματα συναρτήσεων
Μπορούμε να μελετήσουμε την επιφάνεια του γραφήματος εξετάζοντας τις καμπύλες που προκύπτουν παίρνοντας τις τομές της με διάφορα επίπεδα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχουν οι τομές της με επίπεδα που είναι κάθετα σε κάποιον από τους τρεις άξονες συντεταγμένων. Τις βρίσκουμε αντικαθιστώντας μία σταθερά για την αντίστοιχη συντεταγμένη. Έτσι, για τις κατακόρυφες τομές που είναι κάθετες στον 
[image: image7.wmf]x

-

άξονα βρίσκουμε:


[image: image8.wmf]x

αzf(α,y)

=Þ=

 
Ομοίως για τις κατακόρυφες τομές κάθετες στον 
[image: image9.wmf]y

-

άξονα, βρίσκουμε: 


[image: image10.wmf]y

βzf(x,β)

=Þ=


Η μελέτη των παραπάνω καμπύλων γίνεται με την χρήση των μερικών παραγώγων 
[image: image11.wmf]y

z

 και 
[image: image12.wmf]x

z

 αντίστοιχα. Τέλος έχουμε και τις οριζόντιες τομές:



[image: image13.wmf]zcf(x,y)c

=Þ=


που είναι κάθετες στον 
[image: image14.wmf]z

-

άξονα και επομένως παράλληλες στο  οριζόντιο επίπεδο συντεταγμένων 
[image: image15.wmf]Oxy

, δηλαδή στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Η μελέτη αυτών των καμπύλων γίνεται με τη χρήση των πλεγμένων παραγώγων. 

[image: image120.wmf]x


[image: image16]
τομές επιφάνειας με επίπεδα
2. Ισοσταθμικές. Η τομή της επιφάνειας 
[image: image17.wmf]zf(x,y)

=

 με το οριζόντιο επίπεδο  
[image: image18.wmf]zc

=

 είναι γενικά μια οριζόντια καμπύλη στο χώρο, όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφημα παραπάνω. Η προβολή της  στο επίπεδο 
[image: image19.wmf]Oxy

 παριστάνεται με την εξίσωση:

      
[image: image20.wmf]f(x,y)c

=


Καλείται ισοσταθμική (isolevel) της 
[image: image21.wmf]f

 διότι στα σημεία της η συνάρτηση 
[image: image22.wmf]f

 έχει τη σταθερή τιμή 
[image: image23.wmf]c

. Για διαφορετικά 
[image: image24.wmf]c

 βρίσκουμε και διαφορετικές ισοσταθμικές. Δίνουμε παρακάτω τα γραφήματα ορισμένων συναρτήσεων καθώς και των αντίστοιχων ισοσταθμικών στη θετική περιοχή: 
[image: image25.wmf]x0,y0

³³

.

1. 
[image: image26.wmf]z22x2y

=--

 


[image: image27]
Το γράφημά της είναι ένα επίπεδο του οποίου οι τομές με τους άξονες συντεταγμένων βρίσκονται αντικαθιστώντας:


[image: image28.wmf](x0,y0)z2

==Þ=

: τομή με τον 
[image: image29.wmf]z

-

άξονα


[image: image30.wmf](x0,z0)y1

==Þ=

: τομή με τον 
[image: image31.wmf]y

-

άξονα


[image: image32.wmf](y0,z0)x1

==Þ=

: τομή με τον 
[image: image33.wmf]x

-

άξονα

Οι ισοσταθμικές της είναι οι παράλληλες ευθείες:



[image: image34.wmf]22x2ycxy1c/2

--=Þ+=-


2. 
[image: image35.wmf]zxy

=



[image: image36]
Η συνάρτηση παίρνει μόνο θετικές τιμές και το ίδιο θα ισχύει για τις ισοσταθμικές: 
[image: image37.wmf]zc0

=³

. Η μηδενική ισοσταθμική

 
[image: image38.wmf]zxy0x0

==Þ=

 ή 
[image: image39.wmf]y0

=

, 

αποτελείται από τους θετικούς ημιάξονες. Οι υπόλοιπες ισοσταθμικές είναι υπερβολικές καμπύλες:



[image: image40.wmf]2

xycyc/x

=Þ=


3.  
[image: image41.wmf]2222

z1(x2)(y1)42x2yxy

=----=-++--



[image: image42]

[image: image43.wmf]W


H συνάρτηση έχει μέγιστη τιμή:
[image: image44.wmf]z1

=

, όταν 
[image: image45.wmf](x2,y1)

==

.  H αντίστοιχη ισοσταθμική 
[image: image46.wmf]c1

=

 αποτελείται μόνο από αυτό το σημείο. 
Οι ισοσταθμικές ορίζονται για τιμές 
[image: image47.wmf]zc1

=£

:


[image: image48.wmf]2222

z1(x2)(y1)c(x2)(y1)1c

=----=Þ-+-=-


Είναι ομόκεντροι κύκλοι με κέντρο 
[image: image49.wmf](2,1)

 και ακτίνα 
[image: image50.wmf]1c

-

. Η μηδενική ισοσταθμική είναι ο κύκλος με ακτίνα 1.
4. Δίνουμε παρακάτω και τα γραφήματα των ισοσταθμικών ορισμένων συναρτήσεων, χωρίς τις αντίστοιχες επιφάνειες, στη θετική περιοχή 
[image: image51.wmf]x0,y0

³³

.

[image: image52]
  
[image: image53.wmf]zxyc

=+=



          
[image: image54.wmf]11

zc

xy

=+=

        
           
[image: image55.wmf]z(x1)yc

=+=



[image: image56]
     
[image: image57.wmf]zlnxyc

=+=


                  
[image: image58.wmf]z(x1)(y2)c

=++=

              
[image: image59.wmf]2

y

zc

x

æö

==

ç÷

èø


Παρατήρηση. Η ισοσταθμική που διέρχεται από το τυχόν σημείο 
[image: image60.wmf]00

(x,y)

 θα έχει την τιμή 
[image: image61.wmf]00

cf(x,y)

=

, και επομένως την εξίσωση:


[image: image62.wmf]00

f(x,y)f(x,y)

=


Γενικά η ισοσταθμική που διέρχεται από ένα σημείο είναι μια απλή καμπύλη. Σε ειδικές περιπτώσεις μπορεί να είναι ένα μεμονωμένο σημείο ή τεμνόμενες καμπύλες ή μια ολόκληρη περιοχή του επιπέδου, κλπ.  Αναφέρουμε μερικά παραδείγματα:

1. Οι γραμμικές συναρτήσεις 
[image: image63.wmf]z

αxβyγ

=++

 έχουν ως ισοσταθμικές παράλληλες ευθείες εκτός αν αμφότεροι οι συντελεστές είναι μηδενικοί: 
[image: image64.wmf]{

α0,β0}

==

 οπότε το γράφημα της επιφάνειας είναι οριζόντιο επίπεδο. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει μόνο μία ισοσταθμική 
[image: image65.wmf]z

γ

=

 που αποτελείται από ολόκληρο το πεδίο ορισμού. 

2. Η ισοσταθμική:


[image: image66.wmf]2222

z1(x2)(y1)1(x2)(y1)0

=----=Þ---=


αποτελείται μόνο από το σημείο 
[image: image67.wmf](2,1)


3. Η ισοσταθμική 



[image: image68.wmf]22

zxy0yx

=-=Þ=±


σχηματίζει στο σημείο 
[image: image69.wmf](0,0)

 τεμνόμενες ευθείες.


[image: image70.wmf]#


Γενικά, οι ισοσταθμικές σχηματίζουν μια οικογένεια διακριτών καμπύλων στο επίπεδο 
[image: image71.wmf]Oxy

. Το γράφημα των ισοσταθμικών αποτελεί μια πλήρη γεωμετρική περιγραφή της συνάρτησης και εκλαμβάνεται ως η επίπεδη παράσταση της αντίστοιχης επιφάνειας, όπως ακριβώς οι ανάγλυφοι χάρτες παριστάνονται με τις ισοϋψείς τους. Σημεία συνάντησης διαφορετικών ισοσταθμικών είναι σημεία ασυνέχειας της συνάρτησης διότι στα σημεία αυτά βρίσκουμε διαφορετικό όριο των τιμών της συνάρτησης καθώς τα πλησιάζουμε από διαφορετικές κατευθύνσεις.  
3. Εξαρτημένες συναρτήσεις.  Δύο συναρτήσεις 
[image: image72.wmf]f(x,y)

 και 
[image: image73.wmf]g(x,y)

 μπορεί να έχουν διαφορετικές τιμές αλλά τις ίδιες ισοσταθμικές. Αυτό συμβαίνει όταν οι δύο συναρτήσεις   είναι εξαρτημένες (dependent) με την έννοια ότι οι τιμές της μιας είναι συνάρτηση των τιμών της άλλης: 

     
[image: image74.wmf]fH(g)

=Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]f(x,y)H(g(x,y))

=

, 

όπου η 
[image: image76.wmf]H

 είναι συνάρτηση μιας μεταβλητής. Σ’ αυτή την περίπτωση οι ισοσταθμικές της 
[image: image77.wmf]g

 είναι ισοσταθμικές και της 
[image: image78.wmf]f

 διότι όταν η 
[image: image79.wmf]g

 έχει σταθερή τιμή η 
[image: image80.wmf]f

 θα έχει επίσης σταθερή τιμή. Συνήθως υποθέτουμε ότι 
[image: image81.wmf]H

 είναι γνήσια μονότονη αύξουσα,  οπότε ισχύει και η αντίστροφη σχέση:

      
[image: image82.wmf]1

g(x,y)H(f(x,y))

-

=


Λέμε σαυτή την περίπτωση ότι η κάθε συνάρτηση είναι γνήσια μονότονος και ειδικότερα γνήσια αύξων μετασχηματισμός της άλλης.  Διαπιστώνουμε ότι: 

Οι συναρτήσεις 
[image: image83.wmf]{f(x,y),



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image84.wmf]g(x,y)}

 με κοινό πεδίο ορισμού, είναι εξαρτημένες
[image: image85.wmf]Û




[image: image86.wmf]y

x

xy

f

f

gg

º


σε όλα τα σημεία. 

Απόδειξη. 


[image: image87.wmf]()

Þ

 Από τον απλό κανόνα αλυσωτής παραγώγισης, βρίσκουμε



[image: image88.wmf]xxyyxxyy

{fHg&fHg}f/gf/g

¢¢

==Þ=



[image: image89.wmf]()

Ü

Αν ισχύει η συνθήκη τότε η 
[image: image90.wmf]f

είναι τοπικά σταθερή στις ισοσταθμικές της 
[image: image91.wmf]g

 και αντιστρόφως.  Πράγματι αν  
[image: image92.wmf]g(x,y)c

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image93.wmf]yy(x)

Þ=

, τότε χρησιμοποιώντας αλυσωτή και πλεγμένη παραγώγιση και αντικαθιστώντας στην 
[image: image94.wmf]f

 βρίσκουμε:


[image: image95.wmf]xyxyxyxxxyy

f(x)ffyff(g/g)g(f/gf/g)0

¢¢

=+=+-=--º


Δηλαδή η 
[image: image96.wmf]f

 έχει μηδενική παράγωγο και επομένως είναι σταθερή στα σημεία μιας ισοσταθμικής της 
[image: image97.wmf]g

.


[image: image98.wmf]#


Παράδειγμα. 

1. Οι συναρτήσεις 
[image: image99.wmf]{flnxlnyln(y/x),gy/x}

=-=-=

  είναι εξαρτημένες στη γνήσια θετική περιοχή 
[image: image100.wmf]{x0,y0}

>>

, διότι έχουμε:


[image: image101.wmf]flng

=-

 και 
[image: image102.wmf]f

ge

-

=

.  

Επαληθεύουμε και την συνθήκη:


[image: image103.wmf]xy

2

2

xy

ff

1/x1/y

111y

0

xxyx

ggy/x1/x

-

==-º

-


2. Oι συναρτήσεις 
[image: image104.wmf]2

{f(2xy),

=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image105.wmf]g2xy}

=-

 είναι εξαρτημένες:
[image: image106.wmf]2

fg

=

. Κάθε ισοσταθμική της 
[image: image107.wmf]g

 είναι ισοσταθμική και της 
[image: image108.wmf]f

.  Αν μάλιστα περιοριστούμε στη περιοχή με 
[image: image109.wmf]g2xy0y2x

=-³Þ³

 τότε ή εξάρτηση είναι μονότονη αύξουσα, οπότε ισχύει και η αντίστροφη σχέση: 
[image: image110.wmf]gf

=

. Παρατηρούμε ότι η 
[image: image111.wmf]f

 έχει ως ισοσταθμικές παράλληλες ευθείες όπως και η γραμμική 
[image: image112.wmf]g

. Έτσι  εκτός των γραμμικών και  όλες οι συναρτήσεις που είναι εξαρτημένες από τις γραμμικές έχουν ως ισοσταθμικές παράλληλες ευθείες.

[image: image113.wmf]#


4. Περισσότερες μεταβλητές. Τα παραπάνω γενικεύονται σε συναρτήσεις περισσοτέρων μεταβλητών. Έτσι για συναρτήσεις τριών μεταβλητών οι  ισοσταθμικές ορίζονται με τις αντίστοιχες εξισώσεις υποκατάστασης:



[image: image114.wmf]f(x,y,z)f(x,y,z)c

Þ=


Τα γραφήματά τους είναι επιφάνειες του τρισδιάστατου χώρου. Δύο τέτοιες συναρτήσεις 
[image: image115.wmf]f(x,y,z)

 και 
[image: image116.wmf]g(x,y,z)

 θα είναι εξαρτημένες μεταξύ τους αν η μία είναι συνάρτηση της άλλης, οπότε και θα έχουν τις ίδιες ισοσταθμικές:


[image: image117.wmf]fH(g)

=Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image118.wmf]f(x,y,z)H(g(x,y,z))

=


Σαυτή την περίπτωση θα ικανοποιείται και η συνθήκη:


[image: image119.wmf]y

xz

xyz

f

ff

ggg

ºº
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2B 


Ισοσταθμικές
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