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2α.4  Ιακωβιανές Ορίζουσες

1. Συστήματα εξισώσεων.  Στην προηγούμενη ενότητα διαπιστώσαμε ότι αν μια συνάρτηση ορίζεται πλεγμένα μέσω μιας εξίσωσης, τότε οι παράγωγές της δίνονται από τους τύπους πλεγμένης παραγώγισης:
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Οι σχέσεις αυτές γενικεύονται άμεσα σε περισσότερες μεταβλητές που συνδέονται μεταξύ τους μέσω μιας εξίσωσης. Θεωρούμε ότι η εξίσωση ορίζει τη μία από τις μεταβλητές ως συνάρτηση των υπολοίπων, και βρίσκουμε ότι:

Οι πλεγμένες μερικές παράγωγοι εκφράζονται μένα κλάσμα που εκτός από το αρνητικό πρόσημο έχει για παρανομαστή πάντοτε την μερική παράγωγο ως προς την εξαρτημένη μεταβλητή και για αριθμητή την μερική παράγωγο ως προς την ανεξάρτητη για την οποία υπολογίζεται η μερική παράγωγος στο αριστερό μέρος.

Π.χ. αν θεωρήσουμε ότι η εξίσωση 
[image: image3.wmf]f(u,v,w,p)c
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 ορίζει πλεγμένα μία συνάρτηση 
[image: image4.wmf]uu(v,w,p)

=

, τότε θα έχουμε:
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Τα παραπάνω αφορούν μεταβλητές που συνδέονται μεταξύ τους με μια μόνο εξίσωση.  Γενικότερα μπορεί να έχουμε ένα πλήθος μεταβλητών οι οποίες συνδέονται μεταξύ τους με περισσότερες από μία εξισώσεις, όπου:

το πλήθος 
[image: image6.wmf]m

 των εξισώσεων είναι γνήσια μικρότερο από το πλήθος 
[image: image7.wmf]n

 των μεταβλητών:
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Υπό ορισμένες γενικές συνθήκες, ένα τέτοιο σύστημα εξισώσεων μπορεί να θεωρηθεί ότι ορίζει 
[image: image10.wmf]m

 από τις μεταβλητές τις οποίες ονομάζουμε εξαρτημένες ή ενδογενείς (dependent, exogenous) ως πλεγμένες συναρτήσεις των υπολοίπων 
[image: image11.wmf]nm
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 τις οποίες ονομάζουμε ανεξάρτητες ή εξωγενείς (independent, endogenous). Οι συναρτήσεις αυτές αποτελούν και τη λύση του συστήματος. Λέμε ότι το σύστημα έχει τάξη 
[image: image12.wmf]m

 (rank) και βαθμό ελευθερίας 
[image: image13.wmf]nm
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 (degree of freedom).
Παρατήρηση. Αν 
[image: image14.wmf]mn

=

 τότε γενικά όλες οι μεταβλητές  έχουν καθορισμένη τιμή, δηλαδή δεν ορίζονται συναρτήσεις  και το σύστημα έχει βαθμό ελευθερίας 
[image: image15.wmf]0

. Αν οι εξισώσεις είναι περισσότερες από τις μεταβλητές: 
[image: image16.wmf]mn

>

, τότε γενικά το σύστημα δεν έχει λύση. Λέμε ότι είναι υπερπροσδιορισμένο (overdetermined). 


[image: image17.wmf]#


2. Δύο εξισώσεις. Θα μελετήσουμε ειδικά την περίπτωση ενός συστήματος  δύο εξισώσεων, οπότε και οι μεταβλητές πρέπει να είναι περισσότερες από δύο. Αν είναι τρεις 
[image: image18.wmf]{x,y,z}

, τότε ισχύουν οι παρακάτω τύποι όπου θεωρήσαμε ότι το σύστημα εξισώσεων ορίζει πλεγμένα τα 
[image: image19.wmf]{x,y}

 ως συναρτήσεις του 
[image: image20.wmf]z

. 
Τύποι πλεγμένης παραγώγισης για 3 μεταβλητές με 2 εξισώσεις.
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Παρατήρηση. Στα Ειδικά Θέματα {Θ11}, δίνονται ορισμένα στοιχεία σχετικά με τον υπολογισμό οριζουσών και τον κανόνα Cramer για τη λύση γραμμικών συστημάτων. Υπενθυμίζουμε τον υπολογισμό ορίζουσας διάστασης 2:
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Απόδειξη. Θεωρούμε την κάθε εξίσωση ως εξίσωση υποκατάστασης και παίρνουμε την σύνθεση της συνάρτησης 
[image: image24.wmf]f(x,y,z)

 με τις συναρτήσεις 
[image: image25.wmf]{xx(z),yy(z)}
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 που ορίζονται πλεγμένα από το σύστημα. Εξορισμού βρίσκουμε τις σταθερές συναρτήσεις:


[image: image26.wmf]f(x,y,z)

 με 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]yy(z)
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[image: image30.wmf]g(x,y,z)

 με 
[image: image31.wmf]xx(z),
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image32.wmf]yy(z)
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Οι τύποι αλυσωτής παραγώγισης μας δίνουν:
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Λύνοντας το παραπάνω γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων ως προς τα 
[image: image36.wmf]{x,y}
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 με τον κανόνα Cramer βρίσκουμε τους τύπους πλεγμένης παραγώγισης υποθέτοντας μη μηδενική ορίζουσα συντελεστών:
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3. Ιακωβιανές ορίζουσες.   Οι ορίζουσες μερικών παραγώγων που εμφανίζονται στους παραπάνω τύπους καλούνται Ιακωβιανές ορίζουσες (Jacobian determinants) των συναρτήσεων 
[image: image39.wmf]{f,g}

 ως προς τις μεταβλητές 
[image: image40.wmf]{x,y,z}

 ανά δύο, και παριστάνονται με: 
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Οι παραπάνω κανόνες πλεγμένης παραγώγισης μπορούν τώρα να διατυπωθούν  ως εξής:

Στο δεξιό μέρος του κάθε  τύπου πλεγμένης παραγώγισης εκτός από το αρνητικό πρόσημο έχουμε ένα κλάσμα, όπου:

1. Στον παρανομαστή εμφανίζεται πάντοτε η Ιακωβιανή ορίζουσα των συναρτήσεων ως προς τις εξαρτημένες μεταβλητές, και είναι πάντοτε η ίδια.  Την υποθέτουμε μη μηδενική.

2. Στον αριθμητή εμφανίζεται η Ιακωβιανή που προκύπτει από την ορίζουσα στον παρανομαστή αν αντικαταστήσουμε την εξαρτημένη που εμφανίζεται στο αριστερό μέρος με την ανεξάρτητη που  εμφανίζεται στο αριστερό μέρος:
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  εφόσον  
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3. Έτσι για την παράγωγο 
[image: image47.wmf]dx/dz

, στον παρανομαστή έχουμε την Ιακωβιανή 
[image: image48.wmf](f,g)/(x,y)
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, και στον αριθμητή έχουμε την Ιακωβιανή 
[image: image49.wmf](f,g)/(z,y)
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 που προκύπτει από την προηγούμενη αν αντικαταστήσουμε το 
[image: image50.wmf]x

 με το 
[image: image51.wmf]z

, εφόσον το ζητούμενο είναι η παράγωγος 
[image: image52.wmf]dx/dz

. Αντίστοιχα για την παράγωγο 
[image: image53.wmf]dy/dz

. 

Ο παραπάνω λεκτικός κανόνας γενικεύεται και ισχύει ως έχει για οιοδήποτε αριθμό εξισώσεων 
[image: image54.wmf]m

 και μεταβλητών 
[image: image55.wmf]n

 με 
[image: image56.wmf]nm
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, όπου θεωρούμε 
[image: image57.wmf]m

από αυτές ως συναρτήσεις των υπολοίπων 
[image: image58.wmf]nm

-

.  Για τις 
[image: image59.wmf]m

 που θεωρούμε ως εξαρτημένες υποθέτουμε ότι η αντίστοιχη Ιακωβιανή ορίζουσα είναι μη μηδενική.

Παράδειγμα.  Θεωρούμε το σύστημα δύο εξισώσεων με τρεις μεταβλητές: 
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και υποθέτουμε ότι ορίζει πλεγμένα τα 
[image: image61.wmf](x,y)

 ως συναρτήσεις του 
[image: image62.wmf]z

.  Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις στο αριστερό μέρος των εξισώσεων:

 
[image: image63.wmf]f(x,y,x)xy,

=+

 
[image: image64.wmf]2

g(x,y,z)xyz,

=--

 

υπολογίζουμε τις ορίζουσες:
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Από τους κανόνες πλεγμένης παραγώγισης βρίσκουμε:
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[image: image70.wmf]#


Παράδειγμα.  Θεωρούμε ότι το παρακάτω σύστημα δύο εξισώσεων με τέσσερις μεταβλητές 
[image: image71.wmf](x,y,u,v)

:
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ορίζει πλεγμένα τα 
[image: image73.wmf](x,y)

 ως συναρτήσεις των 
[image: image74.wmf](u,v).

 Έχουμε τέσσερις  πλεγμένες μερικές παραγώγους: 

     
[image: image75.wmf]uv

{x,x}

 & 
[image: image76.wmf]uv

{y,y}


τις οποίες μπορούμε να υπολογίσουμε σύμφωνα με τον παραπάνω κανόνα, χρησιμοποιώντας τις Ιακωβιανές ορίζουσες των συναρτήσεων: 
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Π.χ. για την μερική παράγωγο της 
[image: image79.wmf]x

 ως προς 
[image: image80.wmf]u

 με σταθερό 
[image: image81.wmf]v

, βρίσκουμε:
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[image: image83.wmf]#


4. Εξισώσεις διαφορικών. Οι τύποι πλεγμένης παραγώγισης μπορούν να προκύψουν επίσης από τις αντίστοιχες εξισώσεις διαφορικών με τις οποίες είναι ισοδύναμοι. 

Παράδειγμα. Θεωρούμε το παρακάτω σύστημα εξισώσεων και το αντίστοιχο σύστημα των εξισώσεων διαφορικών:
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Αν το λύσουμε ως προς 
[image: image85.wmf](dx,dy)

 θεωρώντας τα 
[image: image86.wmf](x,y)

 ως συναρτήσεις του 
[image: image87.wmf]z

, βρίσκουμε:     

[image: image88.wmf]xyz

xyz

fdxfdyfdz

gdxgdygdz

+=-

ü

ï

ý

+=-

ï

þ

 
[image: image89.wmf]Þ
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Προκύπτουν οι τύποι πλεγμένης παραγώγισης λόγω των γνωστών σχέσεων:
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