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2α.3  Πλεγμένη Παράγωγος
1. Ρυθμός υποκατάστασης. Θεωρούμε μια συνάρτηση δύο μεταβλητών 
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και εξετάζουμε τη σχέση μεταξύ των 
[image: image2.wmf](x,y)

 για σταθερό 
[image: image3.wmf]z

.  Η σχέση αυτή παριστάνεται με μια εξίσωση.
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η οποία καλείται εξίσωση υποκατάστασης (substitution equation) και εκφράζει τη μια από τις μεταβλητές 
[image: image5.wmf](x,y)

 ως πλεγμένη συνάρτηση (implicit function) της άλλης. Tώρα τα 
[image: image6.wmf](x,y)

 δεν είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.  Καθώς το ένα μεταβάλλεται το άλλο επίσης μεταβάλλεται έτσι ώστε το 
[image: image7.wmf]z

 να παραμένει σταθερό.  Ο (οριακός) ρυθμός αυτής της μεταβολής καλείται ρυθμός υποκατάστασης (substitution rate) και παριστάνεται με τις πλεγμένες παραγώγους (implicit derivative):
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αντίστοιχα.  Λέμε σ’ αυτή τη περίπτωση ότι:

Για σταθερό 
[image: image10.wmf]z

 αρχίζοντας από κάποια αρχικά 
[image: image11.wmf](x,y)

, μια επιπλέον μονάδα του 
[image: image12.wmf]x

 μπορεί να υποκαταστήσει μεταβολή του 
[image: image13.wmf]y

 κατά 
[image: image14.wmf]y(x)
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 μονάδες οριακά, ή αντίστροφα μια επιπλέον μονάδα του 
[image: image15.wmf]y

 μπορεί να υποκαταστήσει μεταβολή του 
[image: image16.wmf]x

 κατά 
[image: image17.wmf]x(y)
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 μονάδες, οριακά.

Θα δείξουμε ότι σε κάθε 
[image: image18.wmf](x,y)

 ο ρυθμός υποκατάστασης και οι μερικές παράγωγοι της αρχικής συνάρτησης συνδέονται με την σχέση: 
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αντίστοιχα. Οι παραπάνω σχέσεις καλούνται τύποι πλεγμένης παραγώγισης (implicit derivative formulas). Η σημασία τους είναι ότι ενώ για να υπολογίσουμε το αριστερό μέρος πρέπει πρώτα να λύσουμε την εξίσωση 
[image: image23.wmf]f(x,y)c
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 ως προς 
[image: image24.wmf]x

 ή 
[image: image25.wmf]y

, το δεξιό μέρος μπορούμε να το υπολογίσουμε απευθείας από την αρχική συνάρτηση 
[image: image26.wmf]f(x,y)

. 
Απόδειξη.  Αν στην συνάρτηση 
[image: image27.wmf]zf(x,y)
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 θεωρήσουμε το 
[image: image28.wmf]y

 ως τη συνάρτηση του 
[image: image29.wmf]x

 που ορίζεται πλεγμένα από την εξίσωση 
[image: image30.wmf]f(x,y)cyy(x)
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,  τότε η σύνθεση θα δώσει τελικά συνάρτηση του 
[image: image31.wmf]x

, που θα είναι εξορισμού σταθερή: 
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Ο κανόνας αλυσωτής παραγώγισης με την 
[image: image34.wmf]x

 ως ανεξάρτητη και ενδιάμεση, μας δίνει:
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που είναι και το ζητούμενο.

[image: image38.wmf]#


Παράδειγμα. Θα επαληθεύσουμε τον τύπο πλεγμένης παραγώγισης: 

1.  
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δεξιό: 
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Αντικαθιστώντας το 
[image: image44.wmf]y

 βρίσκουμε την ίδια παράσταση.
2. 
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αριστερό:
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δεξιό: 
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Αντικαθιστώντας το 
[image: image50.wmf]y

 βρίσκουμε την ίδια παράσταση.
Παρατήρηση. Για συγκεκριμένες εξισώσεις όπως οι παραπάνω, η πλεγμένη παράγωγος μπορεί να υπολογιστεί και απευθείας με τη γνωστή τεχνική από τη θεωρία συναρτήσεων μιας μεταβλητής, παραγωγίζοντας τη σχέση 
[image: image51.wmf]f(x,y)c
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 όπου θεωρούμε τη μια μεταβλητή ως συνάρτηση της άλλης. Π.χ. παραγωγίζοντας πλεγμένα ως προς 
[image: image52.wmf]x

 βρίσκουμε: 

1. 
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Η τελευταία πλεγμένη παράγωγος μπορεί να υπολογιστεί ευκολότερα αν πρώτα μετασχηματίσουμε την εξίσωση παίρνοντας λογαρίθμους:
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Παρατήρηση. Οι παραπάνω τύποι πλεγμένης παραγώγισης ορίζονται μόνο στα σημεία της εξίσωσης 
[image: image57.wmf]f(x,y)c
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 στα οποία έχουμε είτε 
[image: image58.wmf]x
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 είτε 
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. Τα σημεία αυτά καλούνται  κανονικά (regular). Σημεία της εξίσωσης στα οποία αμφότερες οι μερικές παράγωγοι είναι μηδενικές: 
[image: image60.wmf]x
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 & 
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, καλούνται μη κανονικά ή ιδιάζοντα (singular). Στα σημεία αυτά δεν ορίζονται οι παραπάνω τύποι πλεγμένης παραγώγισης. Η εξίσωση 
[image: image62.wmf]22
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 έχει το σημείο 
[image: image63.wmf](0,0)

 μη κανονικό, διότι στο σημείο αυτό ικανοποιείται η εξίσωση και επιπλέον οι μερικές παράγωγοι της αντίστοιχης συνάρτησης  
[image: image64.wmf]22
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 είναι μηδενικές. Αντίθετα, στην εξίσωση 
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 όλα τα σημεία είναι κανονικά διότι το σημείο 
[image: image66.wmf](0,0)

 όπου μηδενίζονται αμφότερες οι μερικές παράγωγοι δεν είναι σημείο της εξίσωσης. 
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2. Επιμέρους ρυθμοί υποκατάστασης.  Η έννοια της πλεγμένης παραγώγισης  και του ρυθμού υποκατάστασης επεκτείνεται σε περισσότερες μεταβλητές.  Έτσι σε μια συνάρτηση τριών μεταβλητών          
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το 
[image: image69.wmf]w

 παραμένει σταθερό αν τα 
[image: image70.wmf](x,y,z)

  ικανοποιούν την εξίσωση 


[image: image71.wmf]wcf(x,y,z)c
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Η εξίσωση αυτή εκφράζει μια σχέση υποκατάστασης  μεταξύ των 
[image: image72.wmf](x,y,z)

 για σταθερό 
[image: image73.wmf]w

, η οποία ορίζει την μια από τις τρεις μεταβλητές ως πλεγμένη συνάρτηση των άλλων δύο. Τώρα έχουμε σε κάθε περίπτωση δύο επιμέρους ρυθμούς υποκατάστασης  (partial substitution rates) οι οποίοι εκφράζονται με τις αντίστοιχες δύο μερικές πλεγμένες παραγώγους.  Έτσι, αν  θεωρήσουμε ότι η παραπάνω εξίσωση υποκατάστασης ορίζει το 
[image: image74.wmf]z

 ως συνάρτηση των  
[image: image75.wmf]{x,y}

, βρίσκουμε:
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Δηλαδή για να μείνει το 
[image: image81.wmf]w

 σταθερό, αύξηση του 
[image: image82.wmf]x

 κατά μια μονάδα κρατώντας το 
[image: image83.wmf]y

 σταθερό μπορεί να υποκαταστήσει οριακά μεταβολή του 
[image: image84.wmf]z

 ίση με την αντίστοιχη πλεγμένη παράγωγο: 
[image: image85.wmf]x
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. Αντίστοιχη ερμηνεία έχει και η άλλη πλεγμένη παράγωγος.

Απόδειξη. Οι παραπάνω κανόνες πλεγμένης  παραγώγισης προκύπτουν από τον προηγούμενο αν στην εξίσωση 
[image: image86.wmf]f(x,y,z)c
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 θεωρήσουμε το 
[image: image87.wmf]z

 ως συνάρτηση μόνο του 
[image: image88.wmf]x

 ή μόνο του 
[image: image89.wmf]y

, κρατώντας το άλλο σταθερό. Εναλλακτικά, μπορούμε να εφαρμόσουμε τους κανόνες αλυσωτής παραγώγισης στη σύνθεση της 
[image: image90.wmf]w(x,y,z)

 με την συνάρτηση 
[image: image91.wmf]zz(x,y)
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 που εκφράζεται πλεγμένα από την εξίσωση υποκατάστασης:
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. 
Αντικαθιστώντας βρίσκουμε εξορισμού την σταθερή συνάρτηση: 
[image: image93.wmf]ww(x,y,z(x,y))c
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. Επομένως:
[image: image136.wmf]x
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που είναι οι ζητούμενοι τύποι.

[image: image96.wmf]#

 
Παράδειγμα. Θα υπολογίσουμε τις πλεγμένες παραγώγους για τη συνάρτηση 
[image: image97.wmf]zz(x,y)
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 που ορίζεται πλεγμένα από την εξίσωση:
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Θεωρώντας την ως εξίσωση υποκατάστασης για την συνάρτηση τριών μεταβλητών:
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έχουμε τις μερικές παραγώγους: 
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,
οπότε οι τύποι μας δίνουν:
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, όπου 
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Παρατήρηση. Εναλλακτικά μπορούμε να υπολογίσουμε τις πλεγμένες παραγώγους απευθείας από την αρχική εξίσωση παραγωγίζοντας ως προς 
[image: image106.wmf]x

 ή ως προς 
[image: image107.wmf]y

, θεωρώντας το 
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 συνάρτηση των 
[image: image109.wmf](x,y)

.
Ως προς 
[image: image110.wmf]x

, με σταθερό 
[image: image111.wmf]y
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Ως προς 
[image: image113.wmf]y

, με σταθερό 
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Παράδειγμα. Θεωρούμε ότι η εξίσωση 
[image: image117.wmf]xzyz1
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 ορίζει πλεγμένα το 
[image: image118.wmf]z

 ως συνάρτηση των 
[image: image119.wmf](x,y).

 Μπορούμε να υπολογίσουμε τις αντίστοιχες πλεγμένες παραγώγους χρησιμοποιώντας την συνάρτηση 
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Βρίσκουμε: 
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Οι παραπάνω τύποι ισχύουν μόνο στα σημεία 
[image: image126.wmf](x,y,z)

 που ικανοποιούν την αρχική εξίσωση.
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3. Διαφορικά. Όταν κάποιες μεταβλητές συνδέονται με μια εξίσωση, τότε οι οριακές μεταβολές τους που εκφράζονται με τα διαφορικά, συνδέονται με τις αντίστοιχες εξισώσεις διαφορικών, ως εξής:
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Οι παραπάνω εξισώσεις διαφορικών είναι ισοδύναμες με τους τύπους πλεγμένης παραγώγισης. Π.χ. από την πρώτη βρίσκουμε τον τύπο πλεγμένης παραγώγισης, και αντιστρόφως:
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Λύνοντας την δεύτερη ως προς 
[image: image130.wmf]dz

 βρίσκουμε: 
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Αλλά για την συνάρτηση 
[image: image132.wmf]zz(x,y)
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 που ορίζεται πλεγμένα από την εξίσωση έχουμε το γνωστό διαφορικό:
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Εφόσον τα 
[image: image134.wmf]{dx

Δx,dyΔy}

==

 είναι ανεξάρτητα, οι δύο παραστάσεις του 
[image: image135.wmf]dz

 είναι ίσες όταν οι αντίστοιχοι συντελεστές είναι ίσοι, που είναι ακριβώς οι αντίστοιχοι τύποι πλεγμένης παραγώγισης.
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