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2α.2  Αλυσωτή Παράγωγος
1. Απλή Σύνθεση.  Για τον υπολογισμό των μερικών παραγώγων χρησιμοποιούμε συχνά τον παρακάτω απλό κανόνα σύνθεσης.  Αν το 
[image: image1.wmf]z

 είναι συνάρτηση του 
[image: image2.wmf]u

, και το 
[image: image3.wmf]u

 είναι συνάρτηση των 
[image: image4.wmf](x,y)

, τότε αντικαθιστώντας εκφράζουμε το 
[image: image5.wmf]z

 επίσης ως συνάρτηση των 
[image: image6.wmf](x,y)

:


[image: image7.wmf]zz(u)&uu(x,y)zz(u(x,y))z(x,y)

==Þ==


Κρατώντας σταθερή τη μία από τις μεταβλητές 
[image: image8.wmf](x,y)

 έχουμε τη γνωστή σύνθεση για συναρτήσεις μιας μεταβλητής, και βρίσκουμε τους τύπους αλυσωτής παραγώγισης στη μορφή:



[image: image9.wmf]zdzu

xdux
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 ,   
[image: image10.wmf]zdzu

yduy
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Διακρίνουμε με διαφορετικό συμβολισμό τη συνήθη παράγωγο (ordinary derivative) της 
[image: image11.wmf]z

 ως συνάρτηση της μιας μεταβλητής 
[image: image12.wmf]u

, από τις μερικές παραγώγους ως προς 
[image: image13.wmf]{x,y}

.

Παράδειγμα. Η συνάρτηση:


[image: image14.wmf]xy

ze

=


μπορεί να γραφεί ως σύνθεση: 
[image: image15.wmf]u

ze

οπουuxy

==

. Βρίσκουμε:



[image: image16.wmf]uxyuxy
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eyey,exex
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[image: image17.wmf]#

 
Ο παραπάνω τύπος αλυσωτής παραγώγισης είναι άμεση συνέπεια της αντίστοιχης θεωρίας για συναρτήσεις μιας μεταβλητής. Περισσότερο ενδιαφέρον για συναρτήσεις πολλών μεταβλητών έχει ο επόμενος βασικός τύπος αλυσωτής παραγώγισης.

2. Αλυσωτή Παραγώγιση. Αν το 
[image: image18.wmf]z

 είναι συνάρτηση δύο μεταβλητών 
[image: image19.wmf](x,y)

, όπου και το 
[image: image20.wmf]x

 και το 
[image: image21.wmf]y

 είναι συναρτήσεις μιας άλλης μεταβλητής  
[image: image22.wmf]t

, τότε η σύνθεσή τους μας δίνει το 
[image: image23.wmf]z

 επίσης ως συνάρτηση  του 
[image: image24.wmf]t

.  Γράφουμε :

      
[image: image25.wmf]{zz(x,y)

=

 με 
[image: image26.wmf]xx(t)

=

 και 
[image: image27.wmf]yy(t)}

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]Þ

 
[image: image29.wmf]zz(x(t),y(t))z(t)

==


Σ’ αυτή την περίπτωση η παράγωγος του 
[image: image30.wmf]z

 ως προς 
[image: image31.wmf]t

 είναι μια συνήθης παράγωγος. Καλείται ολική παράγωγος (total derivative), και συνδέεται με τις επιμέρους παραγώγους, σύμφωνα με τον παρακάτω βασικό τύπο αλυσωτής παραγώγισης (chain derivative), ο οποίος είναι άμεση συνέπεια της θεμελιώδους σχέσης που θα δώσουμε στο τέλος αυτής της ενότητας.  

[image: image172.wmf]Γ


     
[image: image32.wmf]dzzdxzdy

dtxdtydt
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Η σημασία του παραπάνω κανόνα είναι ότι ενώ για να υπολογίσουμε το αριστερό μέρος που μας ενδιαφέρει πρέπει πρώτα να αντικαταστήσουμε, αντίθετα μπορούμε να υπολογίσουμε το δεξιό μέρος απευθείας από τις δοθείσες συναρτήσεις. Στις παραπάνω σχέσεις καλούμε την 
[image: image33.wmf]z

 εξαρτημένη (dependent), την 
[image: image34.wmf]t

 ανεξάρτητη (independent) και τις 
[image: image35.wmf]{x,y}

 ενδιάμεσες (intermediate). Εκφράζουμε την παραπάνω σχέση λέγοντας ότι η ανεξάρτητη μεταβλητή 
[image: image36.wmf]t

 επηρεάζει την 
[image: image37.wmf]z

 μέσω δύο διαδρομών, μέσω του 
[image: image38.wmf]x

 και μέσω του 
[image: image39.wmf]y

, όπου οριακά:

1. Oι δύο επιρροές δρουν προσθετικά, δίνοντας τους δύο όρους στο δεξιό μέρος. 

2. Στη κάθε διαδρομή η επιρροή συντελείται μέσω σύνθεσης σε δύο στάδια δίνοντας το γινόμενο των αντίστοιχων παραγώγων.  

Παράδειγμα. Θα επαληθεύσουμε τον κανόνα αλυσωτής παραγώγισης.

1. Η σύνθεση της 
[image: image40.wmf]2
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 με 
[image: image41.wmf]2
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==

 δίνει  
[image: image42.wmf]22
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.  Βρίσκουμε:

αριστερά: 
[image: image43.wmf]2
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δεξιά: 
[image: image44.wmf]2
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2. Η σύνθεση: 
[image: image45.wmf]1/21/4

zxy
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 με  
[image: image46.wmf]2

{x4t,yt}

==

, μας δίνει τη συνάρτηση:



[image: image47.wmf]1/221/41/21/2

z(4t)(t)2tt2t
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. 
Βρίσκουμε: 

αριστερά: 
[image: image48.wmf]z2
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δεξιά: 
[image: image49.wmf]1/21/41/23/4
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[image: image52.wmf]#

    

3. Τελικές και ενδιάμεσες μεταβλητές. Θεωρούμε το 
[image: image53.wmf]z

 ως συνάρτηση δύο μεταβλητών, αλλά τώρα υποθέτουμε  ότι η κάθε μια είναι συνάρτηση επίσης δύο μεταβλητών. Συνθέτοντας βρίσκουμε το 
[image: image54.wmf]z

 ως συνάρτηση αυτών των μεταβλητών:

      
[image: image55.wmf]zz(x,y)

=

 όπου 
[image: image56.wmf]{xx(s,t),yy(s,t)}zz(s,t)

==Þ=


Παραγωγίζοντας χωριστά ως προς κάθε μια  από τις τελικά ανεξάρτητες μεταβλητές 
[image: image57.wmf]{s,t}

 κρατώντας την άλλη σταθερή, αναγόμαστε στη προηγούμενη περίπτωση, αλλά με μερικές παραγώγους αντί τις ολικής.  Βρίσκουμε έτσι τον παρακάτω κανόνα αλυσωτής παραγώγισης:
[image: image173.wmf]t
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[image: image59.wmf]txtyt
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Οι παραπάνω σχέσεις συνδέουν τις τελικές μερικές παραγώγους της  σύνθεσης στο αριστερό μέρος με τις μερικές παραγώγους των επιμέρους συναρτήσεων στο δεξιό μέρος.

Παράδειγμα.  Αν 
[image: image60.wmf]zxy

=

 και 
[image: image61.wmf]2

{xtlns,yts}

==+

, η σύνθεση  μας δίνει:

 
[image: image62.wmf]222

zxy(tlns)(ts)tlnstslns

==×+=+


Επαληθεύοντας τον τύπο αλυσωτής παραγώγισης ως προς 
[image: image63.wmf]s

, βρίσκουμε για τα δύο μέρη:

αριστερό: 
[image: image64.wmf]2

s
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δεξιό: 
[image: image65.wmf]2
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[image: image66.wmf]2

t/sst2stlns
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Αντίστοιχα για τον τύπο αλυσωτής παραγώγισης ως προς 
[image: image67.wmf]t

, βρίσκουμε:

αριστερό: 
[image: image68.wmf]2

t

z2tlnsslns
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δεξιό: 
[image: image69.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image70.wmf]2
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[image: image71.wmf]#


4. Δένδρο εξάρτησης.  Τα παραπάνω γενικεύονται άμεσα σε περισσότερα στάδια εξάρτησης και περισσότερες μεταβλητές.  Μπορούμε να εκφράσουμε τις σχέσεις αυτές μ’ ένα δένδρο (tree), όπου:

Σε κάθε τελική ανεξάρτητη μεταβλητή αντιστοιχεί και ένας τύπος αλυσωτής παραγώγισης, ο οποίος: 

1. Έχει τόσους όρους όσες είναι οι διαδρομές που καταλήγουν σ’ αυτή την τελική μεταβλητή, αρχίζοντας από την κορυφή

2. Ο κάθε τέτοιος όρος αποτελείται από το γινόμενο των παραγώγων που αντιστοιχούν στους  κλάδους της διαδρομής.

[image: image174.wmf]y

Παράδειγμα. 

[image: image175.wmf]t

[image: image176.wmf]x

[image: image177.wmf]z

[image: image178.wmf]Δx

[image: image179.wmf]A

[image: image180.wmf]w

                                                        
[image: image72.wmf]w

: εξαρτημένη




                                    
[image: image73.wmf]{x,y,z}

: ενδιάμεσες

[image: image181.wmf]x

[image: image182.wmf]y

[image: image183.wmf]z

[image: image184.wmf]t

[image: image185.wmf]z

                                                        
[image: image74.wmf]{s,t,v}

: ανεξάρτητες

[image: image186.wmf]s

[image: image187.wmf]v

[image: image188.wmf]s

[image: image189.wmf]s

[image: image190.wmf]y





Για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή έχουμε και έναν τύπο αλυσωτής παραγώγισης:

      
[image: image75.wmf]wwdxwywz

sxdsyszs
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¶¶¶¶¶¶

:  τρεις διαδρομές  
[image: image76.wmf]ws

®


      
[image: image77.wmf]wwy

tyt
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: μια διαδρομή 
[image: image78.wmf]wt

®



[image: image79.wmf]wwz

vzv
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: μια διαδρομή 
[image: image80.wmf]wv

®


Παρατηρούμε ότι στη συνάρτηση μιας μεταβλητής 
[image: image81.wmf]xx(s)

=

 αντιστοιχεί η συνήθης παράγωγος 
[image: image82.wmf]dx/ds

.


[image: image83.wmf]#


Σε κάθε στάδιο μερικής παραγώγισης οι μεταβλητές που αντιστοιχούν στο ίδιο επίπεδο εξάρτησης θεωρούνται σταθερές εκτός από τη μία που μεταβάλλεται.  Αν όμως κάποια μεταβλητή εμφανίζεται σε δύο επίπεδα, δηλαδή και ως ενδιάμεση και ως ανεξάρτητη, τότε ο παραπάνω συμβολισμός πρέπει να εξειδικευτεί ώστε να διακρίνει μεταξύ των δύο ρόλων αυτής της μεταβλητής.  Ειδικά αυτό εμφανίζεται στα παρακάτω προβλήματα σύνθεσης:

Παράδειγμα. Η σύνθεση:



[image: image84.wmf]{zz(x,y)

μεyy(x)}zz(x,y(x))z(x)

==Þ==

,

δίνει τελικά συνάρτηση μιας μεταβλητής , με ολική παράγωγο:

[image: image191.wmf]x

                      
  
[image: image85.wmf]dzzzdy
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Εδώ το 
[image: image86.wmf]z

 είναι τελικά συνάρτηση μόνο της 
[image: image87.wmf]x

, με δύο διαδρομές, μια άμεση, και μια μέσω της 
[image: image88.wmf]y

. Έχουμε δύο ειδών παραγώγους ως προς 
[image: image89.wmf]x

, την ολική στο αριστερό μέρος και την μερική στο δεξιό μέρος:


[image: image90.wmf]dz

dx

: καθώς το 
[image: image91.wmf]x

μεταβάλλεται, το 
[image: image92.wmf]yy(x)

=

 επίσης μεταβάλλεται


[image: image93.wmf]z

x

¶

¶

: καθώς το 
[image: image94.wmf]x

μεταβάλλεται, το 
[image: image95.wmf]y

 παραμένει σταθερό.
Η πρώτη εμφανίζεται στο αριστερό μέρος του τύπου όπου έχει ήδη γίνει η αντικατάσταση και επομένως αναφέρεται στην τελικά ανεξάρτητη μεταβλητή 
[image: image96.wmf]x

, ενώ η δεύτερη εμφανίζεται στο δεξιό μέρος όπου δεν έγινε ακόμη η αντικατάσταση και αναφέρεται στις ενδιάμεσες 
[image: image97.wmf]{x,y}

 ως ανεξάρτητες μεταξύ τους. Δηλαδή στη δεύτερη περίπτωση αγνοούμε τη σχέση 
[image: image98.wmf]yy(x)

=

. Οι δύο ρόλοι του 
[image: image99.wmf]x

 διακρίθηκαν λόγω του διαφορετικού συμβολισμού για συνήθη και για μερική παράγωγο. Στο επόμενο παράδειγμα θα χρειαστεί να εξειδικεύσουμε τον συμβολισμό μας, για να διακρίνουμε το ρόλο της ίδιας μεταβλητής, ως ενδιάμεσης και ως ανεξάρτητης.


[image: image100.wmf]#


Παράδειγμα. Θεωρούμε τη σύνθεση:



[image: image101.wmf]ww(x,y,z)

=

  με 
[image: image102.wmf]zz(x,y)

=

 
[image: image103.wmf]ww(x,y,z(x,y))w(x,y)

Þ==


[image: image192.wmf]x

και τους αντίστοιχους τύπους αλυσωτής παραγώγισης: 

[image: image104.wmf]yy,zx,yy
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[image: image105.wmf]x,y
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Τώρα τα 
[image: image106.wmf]{x,y}

 εμφανίζονται και ως ενδιάμεσες, και ως ανεξάρτητες. Εδώ χρειάστηκε να προσδιορίσουμε το επίπεδο παραγώγισης ώστε να διακρίνουμε μεταξύ των μερικών παραγώγων:


[image: image107.wmf]x
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[image: image108.wmf]x
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Η πρώτη εμφανίζεται στο αριστερό μέρος του πρώτου τύπου όπου έχει ήδη γίνει η αντικατάσταση και επομένως αναφέρεται στις τελικά ανεξάρτητες μεταβλητές 
[image: image109.wmf]{x,y}

, ενώ η δεύτερη εμφανίζεται στο δεξιό μέρος όπου δεν έγινε ακόμη η αντικατάσταση και επομένως αναφέρεται στις ενδιάμεσες 
[image: image110.wmf]{x,y,z}

 ως ανεξάρτητες μεταξύ τους. Αντίστοιχα για την μερική παράγωγο ως προς 
[image: image111.wmf]y

 στον δεύτερο τύπο.


[image: image112.wmf]#


Παράδειγμα. Θα επαληθεύσουμε τους τύπους αλυσωτής παραγώγισης:
1. 
[image: image113.wmf]{zxy

=

 με 
[image: image114.wmf]ylnx}
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image115.wmf]zxlnx
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αριστερό: 
[image: image116.wmf]z(x)lnx1
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δεξιό: 
[image: image117.wmf]xy
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2. 
[image: image118.wmf]{wxyz
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  με 
[image: image119.wmf]z2xy}
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image120.wmf]22
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Ως προς 
[image: image121.wmf]x

, βρίσκουμε:

αριστερό: 
[image: image122.wmf]2

x

w(x,y)4xyy

=+


δεξιό: 
[image: image123.wmf]xzx
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.wmf]2
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Ως προς 
[image: image125.wmf]y

 βρίσκουμε: 

αριστερό: 
[image: image126.wmf]2
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 δεξιό:
[image: image127.wmf]2
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[image: image128.wmf]#


5. Λογισμός διαφορικών. Θεωρούμε μια συνάρτηση δύο μεταβλητών:



[image: image129.wmf]zf(x,y)

=


και την αντίστοιχη εξίσωση διαφορικών:



[image: image130.wmf]xy

dzfdxfdy
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όπου για ανεξάρτητες μεταβλητές 
[image: image131.wmf]{x,y}

 παίρνουμε τα διαφορικά ίσα με τις μεταβολές τους:



[image: image132.wmf]dx

Δx,dyΔy

==


Προκύπτει από τους κανόνες αλυσωτής παραγώγισης ότι η παραπάνω εξίσωση διαφορικών ισχύει γενικότερα ακόμη και αν οι μεταβλητές 
[image: image133.wmf]{x,y}

 είναι ενδιάμεσες, δηλαδή αν εξαρτώνται από άλλες μεταβλητές οπότε τα 
[image: image134.wmf]{dx,dy}

 δεν είναι οι μεταβολές αλλά τα αντίστοιχα διαφορικά τους. Εκτός από την απλή σχέση τους, το βασικό πλεονέκτημα των διαφορικών σε σχέση με τις μεταβολές είναι ότι κληρονομούν τον απλό λογισμό των παραγώγων, όσον αφορά τις διάφορες πράξεις. Έτσι αν έχουμε:



[image: image135.wmf]uu(x,y)&vv(x,y)

==


τότε τα διαφορικά τους ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:



[image: image136.wmf]d(
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, 



[image: image137.wmf]d(uv)vduudv
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, 
[image: image138.wmf]2
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[image: image139.wmf]uu
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, 
[image: image140.wmf]dlnudu/u
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[image: image141.wmf]M

 
6. Θεμελιώδης σχέση. Ο βασικός τύπος αλυσωτής παραγώγισης προκύπτει από την παρακάτω σχέση που αντιστοιχεί σε ένα θεώρημα μέσης τιμής για συναρτήσεις δύο μεταβλητών. Θεωρούμε τη συνάρτηση 
[image: image142.wmf]f(x,y)

 σε κάποιο
[image: image143.wmf](x,y)

.  Αν μεταβάλλουμε μόνο το 
[image: image144.wmf]x

 κατά 
[image: image145.wmf]Δx

, η μόνο το 
[image: image146.wmf]y

 κατά 
[image: image147.wmf]Δy

 τότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής για συναρτήσεις μιας μεταβλητής η τιμή της συνάρτησης θα μεταβληθεί αντίστοιχα κατά 

      
[image: image148.wmf]xx

Δf(x,y)f(xΔx,y)f(x,y)f(ξ,y)Δx

=+-=


      
[image: image149.wmf]yy
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για κάποιο 
[image: image150.wmf]ξ

  μεταξύ των 
[image: image151.wmf]{x,x

Δx}
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 και για κάποιο 
[image: image152.wmf]ζ

 μεταξύ των 
[image: image153.wmf]{y,y

Δy}
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. Αν όμως τα μεταβάλλουμε αμφότερα κατά 
[image: image154.wmf](

Δx,Δy)

, τότε εκτελώντας τη μεταβολή 
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 σε δύο διαδοχικά στάδια, πρώτα κατά 
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 και στη συνέχεια κατά 
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, βρίσκουμε:
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Ο παραπάνω τύπος αποτελεί ένα θεώρημα μέσης τιμής για συναρτήσεις δύο μεταβλητών και καλείται θεμελιώδης σχέση (fundamental relation).  Αν έχουμε σύνθεση
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τότε  μια μεταβολή 
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 προκαλεί μεταβολές 
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Δx,Δy}

 οι οποίες στη συνέχεια προκαλούν μεταβολή στην τιμή της συνάρτησης κατά 
[image: image165.wmf]Δf

.  Διαιρώντας την παραπάνω θεμελιώδη σχέση με 
[image: image166.wmf]Δt

 βρίσκουμε στο όριο όταν 
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, επίσης 
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 και επομένως: 
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, οπότε:
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που είναι ακριβώς ο βασικός κανόνας αλυσωτής παραγώγισης.    
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