
115



120
                                   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2A   ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

2α.1 Μερική Παραγώγιση
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2α.1  Μερική Παραγώγιση
1. Συναρτήσεις δύο μεταβλητών.  Aν έχουμε τρεις μεταβλητές 
[image: image2.wmf]{x,y,z}

, όπου η 
[image: image3.wmf]z

 είναι συνάρτηση των 
[image: image4.wmf]{x,y}

, λέμε ότι έχουμε συνάρτηση δύο μεταβλητών (function of two variables), και γράφουμε:


[image: image5.wmf]zz(x,y)
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Π.χ. 
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Συχνά χρησιμοποιούμε χωριστό σύμβολο για την ίδια την συνάρτηση, και γράφουμε:

     
[image: image9.wmf]zf(x,y)
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 ή  
[image: image10.wmf]zg(x,y)
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  κλπ

Στην παραπάνω διατύπωση οι μεταβλητές 
[image: image11.wmf]{x,y}

 παίρνουν τιμές ανεξάρτητα μεταξύ τους και τις ονομάζουμε ανεξάρτητες ή  εξωγενείς (independent, exogenous). Οι επιτρεπτές τιμές τους σχηματίζουν ένα σύνολο σημείων D του επιπέδου 
[image: image12.wmf]Oxy

 το οποίο ονομάζουμε περιοχή  ή πεδίο ορισμού (domain) της συνάρτησης. Μπορεί να είναι ολόκληρο το επίπεδο 
[image: image13.wmf]2
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, ή ένα υποσύνολό του. Αναφέρουμε ειδικά τις περιοχές:
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: γνήσια θετική περιοχή

Η  μεταβλητή 
[image: image16.wmf]z

 της οποίας η τιμή καθορίζεται από τη συνάρτηση καλείται εξαρτημένη ή ενδογενής (dependent, endogenous).   

Παράδειγμα. Δίνουμε τις περιοχές ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων δύο μεταβλητών: 
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, εντός του μοναδιαίου κύκλου
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, ημιεπίπεδο
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Εκτός των περιορισμών που τίθενται από τις αλγεβρικές παραστάσεις το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης μπορεί να περιορίζεται και με επιπλέον συνθήκες οι οποίες δίνονται συνήθως στη μορφή κάποιων ανισοτήτων. Μεταξύ των συναρτήσεων δύο μεταβλητών ορίζονται όλες οι γνωστές αλγεβρικές πράξεις: άθροισμα, διαφορά, γινόμενο, πηλίκο. Επίσης μια συνάρτηση μπορεί να ορίζεται και τμηματικά με διαφορετικές αλγεβρικές παραστάσεις σε διάφορες περιοχές του επιπέδου, π.χ. 
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2. Ceteris paribus. Η μελέτη μιας σχέσης που περιέχει περισσότερες από δύο μεταβλητές βασίζεται στην παρακάτω πρακτική: 

Εξετάζουμε κάθε φορά την σχέση μόνο μεταξύ δύο μεταβλητών, κρατώντας τις άλλες σταθερές.

Αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε τη γνωστή θεωρία για συναρτήσεις μιας μεταβλητής. Ειδικά στη περίπτωση τριών μεταβλητών όπου η μια είναι συνάρτηση των άλλων δύο.
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διακρίνουμε δύο διαφορετικές περιπτώσεις:

1. Κρατούμε σταθερή τη μια ανεξάρτητη: 
[image: image30.wmf]x
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, οπότε μελετούμε την 
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 ως συνάρτηση της άλλης: 
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, αντίστοιχα. Η θεώρηση αυτή μας δίνει τις μερικές παραγώγους που θα εξετάσουμε παρακάτω.

2. Κρατούμε σταθερή την εξαρτημένη: 
[image: image35.wmf]zc
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, οπότε μελετούμε τη σχέση μεταξύ των άλλων δύο σε πλεγμένη μορφή εξίσωσης: 
[image: image36.wmf]f(x,y)c

=

. Η θεώρηση αυτή μας δίνει τις πλεγμένες παραγώγους που θα εξετάσουμε σε επόμενη ενότητα.

3. Μερικές παράγωγοι.  Θεωρούμε μια συνάρτηση δύο μεταβλητών: 


[image: image37.wmf]zf(x,y)
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Κρατώντας σταθερή τη μία ανεξάρτητη μεταβλητή μπορούμε να παραγωγίσουμε την συνάρτηση ως προς την άλλη. Βρίσκουμε έτσι δύο μεγέθη τα οποία ονομάζουμε μερικές παραγώγους (partial derivatives): 
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: μερική παράγωγος  ως προς 
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: μερική παράγωγος  ως προς 
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Για την ερμηνεία των μερικών παραγώγων θεωρούμε ότι εφόσον τα 
[image: image44.wmf]{x,y}

 είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους μπορούν και να μεταβάλλονται ανεξάρτητα.  Έτσι, αρχίζοντας από κάποιες αρχικές τιμές 
[image: image45.wmf](x,y)

, ορίζουμε την μερική παράγωγο ως προς 
[image: image46.wmf]x

 με το όριο: 
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Αντίστοιχα ορίζουμε την μερική παράγωγο ως προς 
[image: image50.wmf]y

 με το όριο: 
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Παράδειγμα.

1. 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image55.wmf]x
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3. 
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4. 
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[image: image63.wmf]#


Παρατήρηση. Στον τύπο μιας συνάρτησης δύο μεταβλητών μπορεί να εμφανίζεται μόνο η μία μεταβλητή, οπότε η μερική παράγωγος ως προς την άλλη θα είναι μηδενική. Π.χ. 
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Η συνάρτηση 
[image: image65.wmf]2
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 είναι διαφορετική από την 
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f(x)2x
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, διότι έχουν διαφορετικό πεδίο ορισμού. 
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4. Διαφορικά. Οι μερικές παράγωγοι καθορίζουν τις οριακές μεταβολές στην τιμή της συνάρτησης 
[image: image68.wmf]zf(x,y)

=

, όταν μεταβάλλεται μόνο η μία ανεξάρτητη μεταβλητή. Στη γενική περίπτωση που μπορεί να μεταβάλλονται αμφότερες, οι μεταβολές από κάποιες αρχικές τιμές συνδέονται με τη σχέση:



[image: image69.wmf]{
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Σε αντιστοιχία με τις συναρτήσεις μιας μεταβλητής, ορίζουμε και τα διαφορικά που συνδέονται με την απλή γραμμική σχέση:



[image: image70.wmf]xy
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Από την θεμελιώδη σχέση που δίνεται στο τέλος της επόμενης ενότητας 2α.2, προκύπτει ότι αν για τις ανεξάρτητες πάρουμε τα διαφορικά να είναι ίσα με τις μεταβολές τους, τότε το διαφορικό της εξαρτημένης προσεγγίζει την μεταβολή της με την παρακάτω έννοια:


Αν 
[image: image71.wmf]{dx
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 τότε 
[image: image72.wmf]Δz
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  εφόσον 
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Συμπεραίνουμε ειδικά ότι:

Για μικρά 
[image: image74.wmf]{

Δx,Δy}

 το πρόσημο της μεταβολής 
[image: image75.wmf]Δz

 συμπίπτει με το πρόσημο του διαφορικού 
[image: image76.wmf]dz

 όταν αυτό είναι μη μηδενικό, δηλαδή εφόσον δεν μηδενίζονται αμφότερες οι μερικές παράγωγοι.

Λόγω της παραπάνω ιδιότητας τα διαφορικά καλούνται και οριακές μεταβολές (marginal changes). Το βασικό πλεονέκτημά τους, όπως και για συναρτήσεις μιας μεταβλητής, είναι ότι δίνουν μια πρώτη εκτίμηση των μεταβολών χρησιμοποιώντας απλό λογισμό.  Π.χ. οι οριακές μεταβολές ως προς τις διάφορες μεταβλητές προστίθενται, πράγμα που δεν ισχύει για τις ίδιες τις μεταβολές. 

Παράδειγμα. Για τη συνάρτηση 
[image: image77.wmf]2
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 στο τυχόν σημείο 
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 βρίσκουμε:
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Η μεταβολή διαφέρει από το διαφορικό μόνο σε όρους δεύτερης τάξης οι οποίοι οριακά, δηλαδή για μικρά 
[image: image81.wmf]{

Δx,Δy}

, είναι ασήμαντοι σε σχέση με τους όρους πρώτης τάξης που περιέχονται στο διαφορικό, αρκεί το τελευταίο να είναι μη μηδενικό. Το διαφορικό είναι μηδενικό όταν μηδενίζονται αμφότερες οι μερικές παράγωγοι, δηλαδή στο σημείο:
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Παράδειγμα. Γεωμετρικά, το γινόμενο δύο μεγεθών παριστάνει το εμβαδόν ενός ορθογώνιου παραλληλογράμμου: 
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Οι μεταβολές των 
[image: image85.wmf]{x,y,z}

 συνδέονται με την εξίσωση:
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Τα διαφορικά τους συνδέονται με την γραμμική εξίσωση:
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Έτσι, στο διαφορικό παραλείπουμε τον τετραγωνικό όρο 
[image: image88.wmf]ΔxΔy

 που είναι το εμβαδό του πάνω δεξιά τμήματος στο σχήμα, και είναι σχετικά ασήμαντο για μικρά 
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, αρκεί να μην έχουμε 
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, δηλαδή να μην αρχίζουμε με 
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5.  Eιδικές συναρτήσεις.  Στις εφαρμογές εμφανίζονται συχνά οι παρακάτω συναρτήσεις δύο μεταβλητών:

1. Γραμμική (linear)  καλείται η συνάρτηση της μορφής:
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με συντελεστές 
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 και προσθετικό όρο 
[image: image96.wmf]γ

. Οι γραμμικές συναρτήσεις έχουν σταθερές μερικές παραγώγους:
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Ως ειδικές περιπτώσεις αναφέρουμε, την γραμμική ομογενή (linear homogeneous)  όπου ο προσθετικός όρος είναι μηδενικός:
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αxβy

=+

 

και την σταθερή (constant) συνάρτηση όπου οι συντελεστές είναι μηδενικοί:
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2. Τετραγωνική ή παραβολική (quadratic, parabolic) καλείται η συνάρτηση που είναι πολυώνυμο δευτέρου βαθμού:
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όπου τα 
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 δεν είναι όλα μηδενικά. Οι μερικές παράγωγοι των τετραγωνικών συναρτήσεων είναι γραμμικές συναρτήσεις 
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Ειδικά η τετραγωνική συνάρτηση που έχει μόνο τετραγωνικούς όρους
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καλείται τετραγωνική ομογενής (quadratic homogeneous), ή και τετραγωνική μορφή (quadratic forms) με δύο μεταβλητές.
3.  Cobb-Douglas (C-D) καλούνται οι συναρτήσεις της μορφής 
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Έχουν μερικές παραγώγους:
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4. Leontιef, καλούνται οι τμηματικά γραμμικές συναρτήσεις, που προκύπτουν ως max ή min γραμμικών, π.χ. 
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6. Περισσότερες μεταβλητές.  Όλα τα παραπάνω γενικεύονται άμεσα σε περισσότερες μεταβλητές, όπου σε κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή αντιστοιχεί και μια μερική παράγωγος.  Έτσι για συναρτήσεις τριών μεταβλητών, έχουμε τρεις μερικές παραγώγους. Χρησιμοποιώντας δείκτες για να διακρίνουμε τις μεταβλητές, έχουμε:
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Το διαφορικό δίνεται από την παράσταση:
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Παράδειγμα. Η συνάρτηση
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έχει τις μερικές παραγώγους:
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Αναφέρουμε ειδικά τις παρακάτω συναρτήσεις τριών μεταβλητών:

1. 
[image: image121.wmf]112233

αxαxαxβ

+++

: γραμμικές

2. 
[image: image122.wmf]ijijii

iji

αxxβxγ

++

ååå

  
[image: image123.wmf]i,j1,2,3

=

: τετραγωνικές

3. 
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4. 
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: Leontief  

Γενικά, αν μια συνάρτηση έχει δύο ή περισσότερες μεταβλητές λέμε ότι είναι συνάρτηση πολλών μεταβλητών (multivariable function). 
� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





� EMBED Equation.DSMT4 ���





ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2A 


Μερικές Παράγωγοι
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