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1β.4  Σχετικός Ρυθμός 
1. Σχετικός ρυθμός. Θεωρούμε δύο μεταβλητές 
[image: image1.wmf]{x,y}

 που συνδέονται με μια εξίσωση. Ορίσαμε την παράγωγο παίρνοντας τον λόγο των μεταβολών και την ελαστικότητα παίρνοντας τον λόγο των σχετικών ή ποσοστιαίων μεταβολών. Σε πολλές εφαρμογές, π.χ. όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή 
[image: image2.wmf]x

 είναι ο χρόνος (time),  μας ενδιαφέρει ο λόγος της σχετικής μεταβολής του 
[image: image3.wmf]y

 προς τη μεταβολή του 
[image: image4.wmf]x

.  Στο όριο βρίσκουμε το μέγεθος:


[image: image5.wmf]Δy/yΔy1y(x)
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: σχετικός ρυθμός (relative rate)

που μετράει τη σχετική μεταβολή του 
[image: image6.wmf]y

 ανά μοναδιαία αύξηση του 
[image: image7.wmf]x

, οριακά.  Αν το πολλαπλασιάσουμε με 
[image: image8.wmf]100

 βρίσκουμε το ισοδύναμο ποσοστιαίο μέγεθος που στις εφαρμογές καλείται και ρυθμός ανάπτυξης (growth rate): 

      
[image: image9.wmf]y(x)

100
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Μετράει την ποσοστιαία μεταβολή του 
[image: image10.wmf]y

 ανά μοναδιαία αύξηση του 
[image: image11.wmf]x

, οριακά. Έτσι έχουμε τελικά τρία μεγέθη που μετράνε τη σχέση μεταξύ οριακών μεταβολών:

1. 
[image: image12.wmf]x
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, ρυθμός

2. 
[image: image13.wmf]x
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, ελαστικότητα

3. 
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  ή 
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, σχετικός ρυθμός 

Παρατηρούμε ότι μηδενίζονται στα ίδια σημεία, δηλαδή τα στάσιμα σημεία είναι τα ίδια και στις τρεις περιπτώσεις. Επίσης αν τα μεγέθη 
[image: image16.wmf]{x,y}

 είναι αμφότερα θετικά, τότε όλοι οι ρυθμοί έχουν το ίδιο πρόσημο.

Παράδειγμα. Η  συνάρτηση 
[image: image17.wmf]2
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, έχει:
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εxy/y2x/1x

¢

==+

, 
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Π.χ. στο 
[image: image21.wmf]=

x2

, βρίσκουμε: 


[image: image22.wmf]m(2)4
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Επομένως, οι οριακές μεταβολές των 
[image: image25.wmf]{x,y}

 από αρχικές τιμές: 
[image: image26.wmf]{x2,y5}
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,  θα συνδέονται με τις σχέσεις:


[image: image27.wmf]dy4dx
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[image: image28.wmf]%dy(8/5)%dx
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[image: image29.wmf]%dy80dx
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[image: image30.wmf]#


2. Σταθεροί ρυθμοί. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι συναρτήσεις που έχουν κάποιον από τους ρυθμούς σταθερό. Διαπιστώνουμε ότι:

1. Οι γραμμικές: 
[image: image31.wmf]ymx
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, έχουν σταθερό ρυθμό 
[image: image32.wmf]m


2. Οι δυνάμεις: 
[image: image33.wmf]ε

ycx
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,  έχουν σταθερή ελαστικότητα 
[image: image34.wmf]ε


3. Οι εκθετικές: 
[image: image35.wmf]rx

yce
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,  έχουν σταθερό σχετικό ρυθμό 
[image: image36.wmf]r


 Παράδειγμα. Για οιοδήποτε αρχικό 
[image: image37.wmf]x

:

1. Aν 
[image: image38.wmf]y2x
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 τότε 
[image: image39.wmf]dy2dx
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2. Αν 
[image: image40.wmf]1/2
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 τότε  
[image: image41.wmf](%dy)0.5(%dx)
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3. Αν 
[image: image42.wmf]0.02x
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 τότε  
[image: image43.wmf]%dy100(0.02)dx2dx
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[image: image44.wmf]#

 

3. Λογαριθμική κλίμακα.  Η παράγωγος μιας σχέσης παριστάνεται γραφικά με την κλίση της αντίστοιχης καμπύλης στο κανονικό σύστημα συντεταγμένων. Για να παραστήσουμε γραφικά την ελαστικότητα χρησιμοποιούμε αντί των αρχικών μεταβλητών:
[image: image45.wmf]{x,y}

, τους λογαρίθμους των απόλυτων τιμών τους:

 
[image: image46.wmf]ulogx&vlogy

==


Έτσι μια εξίσωση του ζεύγους 
[image: image47.wmf]{x,y}

 μπορούμε να την παραστήσουμε ως εξίσωση του ζεύγους:


[image: image48.wmf]{u,v}

 

Δηλαδή στους δύο άξονες τοποθετούμε αντί των τιμών των μεταβλητών τις τιμές των λογαρίθμων των απόλυτων τιμών τους. Λέμε ότι χρησιμοποιούμε λογαριθμικό σύστημα συντεταγμένων ή λογαριθμική κλίμακα (logarithmic scale). Διαπιστώνουμε τώρα ότι η κλίση του γραφήματος στην λογαριθμική κλίμακα μας δίνει την ελαστικότητα. Δηλαδή:

Η ελαστικότητα του 
[image: image49.wmf]y

 ως προς 
[image: image50.wmf]x

 ισούται με την παράγωγο του 
[image: image51.wmf]logy

 ως προς 
[image: image52.wmf]logx

, σε οιαδήποτε βάση.

Πράγματι, ειδικά για τη βάση 
[image: image53.wmf]e

 έχουμε:



[image: image54.wmf]x
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Παράδειγμα. Στη λογαριθμική κλίμακα, οι δυνάμεις που είναι οι ομογενείς συναρτήσεις γίνονται γραμμικές με σταθερή κλίση 
[image: image55.wmf]ε

 ίση με την ελαστικότητα:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image57.wmf]lnylnc
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[image: image58.wmf]#


4. Ημιλογαριθμική κλίμακα. Με το ίδιο τρόπο μπορούμε να παραστήσουμε γραφικά τον σχετικό ρυθμό, παίρνοντας τον λογάριθμο μόνο της εξαρτημένης μεταβλητής. Τώρα αντί των αρχικών μεταβλητών:
[image: image59.wmf]{x,y}

, έχουμε τις νέες μεταβλητές:

[image: image60.wmf]{x,v}

  όπου: 
[image: image61.wmf]vlny
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Λέμε ότι χρησιμοποιούμε ημιλογαριθμική κλίμακα (semilogarithmic scale). Η κλίση του γραφήματος στην ημιλογαριθμική κλίμακα παριστάνει τον σχετικό ρυθμό. Πράγματι:


 
[image: image62.wmf]x
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Παράδειγμα. 

Σε ημιλογαριθμική κλίμακα η εκθετική συνάρτηση γίνεται γραμμική με σταθερή κλίση 
[image: image63.wmf]r

 ίση με τον σχετικό ρυθμό. :
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]lnylncrxvrxlnc
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[image: image66.wmf]#


5. Αρνητικά μεγέθη.   Όσον αφορά τη χρήση των απόλυτων τιμών στις παραπάνω σχέσεις, παρατηρούμε ότι η σχετική μεταβολή ενός μεγέθους συμπίπτει με την σχετική μεταβολή του αρνητικού του, επομένως και με τη σχετική μεταβολή της απόλυτης τιμής του. Το ίδιο ισχύει και για τις ποσοστιαίες μεταβολές:
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Πράγματι αν το 
[image: image69.wmf]x

 μεταβληθεί από την τιμή 
[image: image70.wmf]1
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 στην τιμή 
[image: image71.wmf]2
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 τότε το 
[image: image72.wmf]x
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 θα μεταβληθεί από την τιμή 
[image: image73.wmf]1
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[image: image74.wmf]2
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.  Έχουμε:
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Τα δύο είναι ίσα. Συμπεραίνουμε ειδικά ότι:

1. Η ελαστικότητα μεταξύ μεταβλητών συμπίπτει με την ελαστικότητα μεταξύ των απόλυτων τιμών τους. 

2. Ο σχετικός ρυθμός μιας μεταβλητής συμπίπτει με το σχετικό ρυθμό της απόλυτης τιμής της.

Έτσι όσον αφορά ελαστικότητες και σχετικούς ρυθμούς μπορούμε να παίρνουμε τα μεγέθη πάντοτε θετικά. 

6. Εκτιμήσεις ρυθμών. Θεωρούμε μια σχέση 
[image: image77.wmf]yy(x)
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, και δύο  γειτονικά σημεία που την ικανοποιούν: 


[image: image78.wmf]1122
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Σύμφωνα με τους ορισμούς οι τρεις ρυθμοί αναφέρονται στα μεγέθη:
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Όσον αφορά την ελαστικότητα και τον σχετικό ρυθμό, σε πολλές εφαρμογές χρησιμοποιούνται εναλλακτικά τα μεγέθη που προκύπτουν από την χρήση των λογαριθμικών μεταβλητών:



[image: image82.wmf]21
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Μάλιστα οι παραπάνω δύο τύποι δίνουν ακριβώς τους αντίστοιχους ρυθμούς αν αυτοί είναι σταθεροί. Η σχέση μεταξύ των δύο εναλλακτικών διατυπώσεων δίνεται από τη γνωστή γραμμική προσέγγιση του λογαρίθμου:



[image: image84.wmf]ln(1h)h
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  για μικρά 
[image: image85.wmf]h0

»


Έτσι τα αρχικά προκύπτουν από τα λογαριθμικά αντικαθιστώντας:
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και αντίστοιχα για το 
[image: image87.wmf]y

. Στη δεύτερη ισότητα καταργήσαμε τις απόλυτες τιμές διότι υποθέτουμε κοντινά σημεία οπότε θα έχουμε θετικό λόγο:  
[image: image88.wmf]21
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. Στο όριο 
[image: image89.wmf]21
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, οι δύο διατυπώσεις δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα.

7. Πράξεις ρυθμών. Οι παραπάνω τρεις  ρυθμοί ορίζονται επίσης για συναρτήσεις και αφορούν τη σχέση μεταξύ οριακών μεταβολών στην τιμή της ανεξάρτητης μεταβλητής και στην τιμή της συνάρτησης. Έτσι έχουμε τους τρεις ρυθμούς μεταβολής συναρτήσεων:
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Θα αναφερθούμε τώρα σε ορισμένες ιδιότητες των ρυθμών που αφορούν πράξεις μεταξύ συναρτήσεων. Έτσι, αν έχουμε δύο μεταβλητές που εξαρτώνται από την ίδια μεταβλητή:


[image: image91.wmf]uu(x)
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[image: image92.wmf]vv(x)
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τότε ενώ η παράγωγος έχει απλές ιδιότητες ως προς γραμμικούς συνδυασμούς, η ελαστικότητα και ο σχετικός ρυθμός έχουν απλές ιδιότητες ως προς το γινόμενο και το πηλίκο:
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Π.χ. για την ελαστικότητα του γινομένου βρίσκουμε: 
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Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύονται και οι άλλοι τύποι.

8. Σύνθεση ρυθμών. Αν έχουμε σύνθεση συναρτήσεων τότε στην ελαστικότητα, όπως και στην παράγωγο, πολλαπλασιάζονται οι επιμέρους ελαστικότητες, ενώ στον σχετικό ρυθμό πολλαπλασιάζεται ο σχετικός ρυθμός με την ελαστικότητα:

Αν: 
[image: image101.wmf]zz(y)
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Τότε: 
[image: image104.wmf]xyx
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Οι παραπάνω σχέσεις προκύπτουν από τους τύπους της παραγώγου, αλλά και απευθείας από τους ορισμούς, παίρνοντας όρια, οπότε βρίσκουμε:


[image: image107.wmf]dzdzdy
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Όσον αφορά την αντιστροφή συναρτήσεων, ως γνωστόν οι παράγωγοι και οι ελαστικότητες αναστρέφονται. Οι σχετικοί ρυθμοί των αντίστροφων δεν σχετίζονται διότι αφορούν διαφορετικά μεγέθη.  
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