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1β.3  Ελαστικότητα

1. Ελαστικότητα. Θεωρούμε δύο μεταβλητές  
[image: image1.wmf]{x,y}

 που συνδέονται με κάποια σχέση συνάρτησης ή γενικότερα εξίσωσης. Σε πολλές εφαρμογές αντί των μεγεθών:


[image: image2.wmf]Δx,Δy

: μεταβολές (changes)
από κάποιες αρχικές τιμές, μας ενδιαφέρουν τα σχετικά μεγέθη:



[image: image3.wmf]ΔxΔy
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: σχετικές μεταβολές (relative changes)

ή εναλλακτικά οι ποσοστιαίες μεταβολές (percentage changes) που προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουμε τις σχετικές με τον συντελεστή 
[image: image4.wmf]100

:


[image: image5.wmf]ΔxΔy
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Σ΄ αυτή την περίπτωση αντί του λόγου των μεταβολών παίρνουμε τον λόγο των σχετικών μεταβολών που είναι ίσος και με τον λόγο των ποσοστιαίων μεταβολών. Στο όριο 
[image: image6.wmf]Δx0
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 βρίσκουμε ένα μέγεθος αντίστοιχο της παραγώγου το οποίο καλείται ελαστικότητα (elasticity):

[image: image7.wmf]%
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: ελαστικότητα του 
[image: image8.wmf]y

 ως προς 
[image: image9.wmf]x


Παρατηρούμε ότι:

1. Η παράγωγος μετράει την μεταβολή του 
[image: image10.wmf]y

 για αύξηση του 
[image: image11.wmf]x

 κατά 1, οριακά.

2. Η ελαστικότητα  μετράει την ποσοστιαία μεταβολή του 
[image: image12.wmf]y

 για αύξηση του 
[image: image13.wmf]x

 κατά 1%, οριακά.

Θα διακρίνουμε τα δύο μεγέθη χρησιμοποιώντας τους παρακάτω εναλλακτικούς συμβολισμούς για το κάθε μέγεθος:

1. 
[image: image14.wmf]x
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, για την παράγωγο του 
[image: image15.wmf]y

ως προς 
[image: image16.wmf]x


2. 
[image: image17.wmf]x
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, για την ελαστικότητα του 
[image: image18.wmf]y

 ως προς 
[image: image19.wmf]x


Παράδειγμα. Η γραμμική συνάρτηση έχει σταθερή παράγωγο, αλλά μεταβαλλόμενη ελαστικότητα:



[image: image20.wmf]x
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[image: image21.wmf]#


Παράδειγμα. Θεωρούμε την εξίσωση 
[image: image22.wmf]αβ
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 σε κάποιο σημείο της 
[image: image23.wmf](x,y)

. Παραγωγίζοντας πλεγμένα ως προς 
[image: image24.wmf]x

, βρίσκουμε την παράγωγο:
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Η ελαστικότητα του 
[image: image26.wmf]y

 ως προς 
[image: image27.wmf]x

 είναι: 
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: σταθερή

Συμπεραίνουμε ότι το μέγεθος 
[image: image29.wmf]αβ

xy

  θα παραμείνει σταθερό οριακά, αν αύξηση του 
[image: image30.wmf]x

 κατά 1% συνοδευτεί με μείωση του 
[image: image31.wmf]y

 κατά 
[image: image32.wmf](

α/β)%

, ή ισοδύναμα αύξηση του 
[image: image33.wmf]x

 κατά 
[image: image34.wmf]β%

 συνοδευτεί με μείωση του 
[image: image35.wmf]y

 κατά 
[image: image36.wmf]α%

, ανεξάρτητα των αρχικών τιμών τους.


[image: image37.wmf]#


2. Ισοελαστικότητα. Σε κάθε 
[image: image38.wmf](x,y)

 το πρόσημο της ελαστικότητας καθορίζεται από αυτό της παραγώγου. Στις εφαρμογές ιδιαίτερη σημασία έχει το μέτρο της ελαστικότητας. Παρατηρούμε σχετικά ότι ενώ τα μέτρα των μεταβολών:


 
[image: image39.wmf]Δx,Δy

 

δεν είναι συγκρίσιμα διότι εξαρτώνται από τις χρησιμοποιούμενες μονάδες μέτρησης, αντίθετα τα μέτρα των σχετικών και των ποσοστιαίων μεταβολών

    
[image: image40.wmf]%

Δx,%Δy


είναι συγκρίσιμα ως ανεξάρτητα της μονάδας μέτρησης.  Η σύγκριση αφορά το λόγο τους, ο οποίος οριακά ισούται με το μέτρο της ελαστικότητας:



[image: image41.wmf]x
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Λέμε ότι η εξάρτηση του 
[image: image42.wmf]y

 από το 
[image: image43.wmf]x

 είναι: 

1. ελαστική (elastic) αν           
[image: image44.wmf]x
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2. ανελαστική (inelastic) αν    
[image: image45.wmf]x
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3. ισοελαστική (isoelastic) αν 
[image: image46.wmf]x
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Έτσι, είναι:

ελαστική αν οριακά μια ποσοστιαία μεταβολή του 
[image: image47.wmf]x

 προκαλεί γνήσια μεγαλύτερη ποσοστιαία μεταβολή του 
[image: image48.wmf]y

 σε απόλυτες τιμές, και ανελαστική αν προκαλεί γνήσια μικρότερη.

Παρατήρηση. Συχνά η ελαστικότητα ορίζεται ως το μέτρο:



[image: image49.wmf]εxy/y
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οπότε είναι πάντοτε θετική. Σαυτές τις περιπτώσεις θεωρούμε ότι το πρόσημο είναι γνωστό

[image: image50.wmf]#


3. Γράφημα ελαστικότητας. Προκειμένου να εκτιμήσουμε γραφικά την ελαστικότητα γράφουμε το μέτρο της στην παρακάτω εναλλακτική  μορφή:

     
[image: image51.wmf]x
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Δηλαδή η ελαστικότητα συγκρίνει  τον οριακό ρυθμό μεταβολής προς την μέση τιμή. Σε κάθε σημείο της καμπύλης 
[image: image52.wmf]yy(x)
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 τα δυο αυτά μεγέθη έχουν την παρακάτω γεωμετρική παράσταση. 

            
[image: image53.wmf]dy
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[image: image54.wmf]y
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



μέτρο ελαστικότητας

Έτσι στο τυχόν σημείο 
[image: image56.wmf](x,y)

 της καμπύλης του γραφήματος:

Η εξάρτηση του 
[image: image57.wmf]y

από το 
[image: image58.wmf]x

 είναι ελαστική αν η εφαπτόμενη είναι περισσότερο απότομη από την ακτίνα όπως στα δύο πάνω γραφήματα του παραπάνω σχήματος, ανελαστική αν είναι λιγότερο απότομη όπως στα δύο κάτω γραφήματα, ισοελαστική αν είναι το ίδιο απότομη.
Τα τμήματα ελαστικότητας και ανελαστικότητας χωρίζονται μεταξύ τους από τα σημεία ισοελαστικότητας:


[image: image59.wmf]ε1xy/y1
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Αν δεν υπάρχουν τέτοια τότε έχουμε παντού ελαστικότητα ή παντού ανελαστικότητα.

Παράδειγμα. Θα εξετάσουμε γραφικά την ελαστικότητα των παρακάτω συναρτήσεων στη θετική περιοχή 
[image: image60.wmf]{x0,y0}
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. Εφόσον τα 
[image: image61.wmf]{x,y}

 είναι θετικά το πρόσημο της ελαστικότητας συμπίπτει με το πρόσημο της παραγώγου. Ειδικότερα, η ισοελαστικότητα καθορίζεται από τη σχέση 
[image: image62.wmf]ε1

=

 αν η συνάρτηση είναι είναι αύξουσα, 
[image: image63.wmf]ε1
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 αν είναι φθίνουσα. Ως προς το μέτρο της ελαστικότητας βρίσκουμε τα εξής:

1. Η 
[image: image64.wmf]y2x
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 έχει σταθερή ελαστικότητα ίση με 1. Όλα τα σημεία της είναι ισοελαστικά.

2. Η 
[image: image65.wmf]2
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 είναι φθίνουσα με 
[image: image66.wmf]222
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. Είναι

ισοελαστική όταν 
[image: image67.wmf]22
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, ανελαστική όταν 
[image: image68.wmf]1

ε00x1/3
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,  ελαστική όταν 
[image: image69.wmf]ε11/3x1

<-Þ<£

, όπως στο πρώτο γράφημα του παρακάτω σχήματος.

[image: image70]
        
[image: image71.wmf]2

y1x

=-

                          
[image: image72.wmf]x
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[image: image73.wmf]2
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ισοελαστικότητα

3. Η 
[image: image74.wmf]x

ye
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 είναι αύξουσα, με 
[image: image75.wmf]xx

εxe/ex
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. Είναι ισοελαστική όταν 
[image: image76.wmf]ε1x1
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, ανελαστική όταν 
[image: image77.wmf]0x1

£<

, ελαστική όταν  
[image: image78.wmf]x1

>

, όπως στο δεύτερο γράφημα του παραπάνω σχήματος.

4. Η 
[image: image79.wmf]2
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 είναι αύξουσα με 
[image: image80.wmf]222
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. Είναι ισοελαστική όταν 
[image: image81.wmf]222

2x/x11x1
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, δεν έχει λύση. Είναι παντού ελαστική, όπως στο τρίτο γράφημα του παραπάνω σχήματος.

[image: image82.wmf]#


4. Ομογένεια. Οι γραμμικές είναι οι μόνες συναρτήσεις που έχουν σταθερή παράγωγο. Αντίστοιχα, οι δυνάμεις είναι οι μόνες συναρτήσεις που έχουν σταθερή ελαστικότητα. Καλούνται και ομογενείς συναρτήσεις (homogeneous):
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H ελαστικότητα είναι ίση με τη δύναμη. Λέμε ότι η συνάρτηση είναι ομογενής βαθμού 
[image: image84.wmf]ε

. Μια ομογενής συνάρτηση είναι παντού ελαστική, ανελαστική ή ισοελαστική, διότι έχει σταθερή ελαστικότητα. Ανάλογα με το βαθμό  λέμε ότι η ομογενής συνάρτηση είναι:


[image: image85.wmf]ε1
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: αύξουσας απόδοσης κλίμακας (increasing returns to scale) 

[image: image86.wmf]ε1

<

: φθίνουσας απόδοσης κλίμακας (decreasing returns to scale) 


[image: image87.wmf]ε1
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: σταθερής απόδοσης κλίμακας (constant returns to scale) 

Αγνοώντας τα πρόσημα, μια μεταβολή του 
[image: image88.wmf]x

 θα προκαλέσει μεταβολή του 
[image: image89.wmf]y

, σε μεγαλύτερο ποσοστό αν η σχέση είναι αύξουσας απόδοσης, σε μικρότερο ποσοστό αν είναι φθίνουσας απόδοσης,  στο ίδιο ποσοστό αν είναι σταθερής απόδοσης δηλαδή αν είναι γραμμική ομογενής:
[image: image90.wmf]y
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Παράδειγμα. Αν έχουμε 
[image: image91.wmf]2/3
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 και το 
[image: image92.wmf]x

 αυξηθεί κατά 1% από οιαδήποτε αρχική τιμή, το 
[image: image93.wmf]y

 θα μεταβληθεί οριακά κατά 
[image: image94.wmf]2/3%0.666...%
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, δηλαδή θα ελαττωθεί οριακά κατά  
[image: image95.wmf]0.666...%

.  Σε απόλυτες τιμές η μεταβολή του 
[image: image96.wmf]y

 είναι μικρότερη από την μεταβολή του 
[image: image97.wmf]x

. Η συνάρτηση είναι ομογενής βαθμού 
[image: image98.wmf]2/3
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, και επομένως φθίνουσας απόδοσης κλίμακας. 

[image: image99.wmf]#


5. Ελαστικότητα αντίστροφης. Όλα τα παραπάνω γραφήματα αφορούν την ελαστικότητα του 
[image: image100.wmf]y

 στον κατακόρυφο άξονα ως προς το 
[image: image101.wmf]x

 στον οριζόντιο άξονα. Από τον ορισμό της ως ο λόγος των ποσοστιαίων μεταβολών συμπεραίνουμε ότι στα ίδια 
[image: image102.wmf](x,y)

 η ελαστικότητα του 
[image: image103.wmf]x

 ως προς 
[image: image104.wmf]y

 θα είναι το ανάστροφο του παραπάνω, όπως και για την παράγωγο:
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Πράγματι, έχουμε:
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, διότι 
[image: image107.wmf]1
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Ειδικότερα:

Μεταξύ των σχέσεων 
[image: image108.wmf]yy(x)
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 και 
[image: image109.wmf]xx(y)
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, έχουμε ισοελαστικότητα στα ίδια σημεία, ενώ εναλλάσσονται τα τμήματα ελαστικότητας και ανελαστικότητας.  
Παράδειγμα. Επαληθεύουμε τον κανόνα της αντιστροφής: 

1. Η 
[image: image110.wmf]2
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 έχει 
[image: image111.wmf]x

Ey2

=

, ως ομογενής. 

2. Οι αντίστροφές της 
[image: image112.wmf]1/2
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  έχουν  
[image: image113.wmf]y
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, ως ομογενείς.


[image: image114.wmf]#


Παράδειγμα. Θεωρούμε τη γραμμική εξίσωση:
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Οι δύο ελαστικότητες είναι ανάστροφες μεταξύ τους. Στα δύο γραφήματα παρακάτω δίνουμε τα σημεία ισοελαστικότητας, ελαστικότητας και ανελαστικότητας για τις δύο σχέσεις. Επίσης τα σημεία όπου η ελαστικότητα είναι μηδενική ή άπειρη για την κάθε σχέση.


[image: image116]
                        
[image: image117.wmf]x
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[image: image118.wmf]y
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ελαστικότητα αντίστροφων σχέσεων
6. Ελαστικότητα γραμμικών. Θεωρούμε μια γραμμική εξίσωση:


[image: image119.wmf]αxβyc
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και εξετάζουμε την ελαστικότητα του 
[image: image120.wmf]x

 στον οριζόντιο άξονα, ως προς το 
[image: image121.wmf]y

 στον κατακόρυφο. Αν η εξίσωση είναι ομογενής τότε έχουμε παντού ισοελαστικότητα:



[image: image122.wmf]β
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[image: image123.wmf]ε1
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Αν δεν είναι ομογενής, τότε έχει ένα μοναδικό σημείο ισοελαστικότητας το οποίο βρίσκεται πάντοτε στο ενδιάμεσο της τομής με τους δύο άξονες:
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Στο παρακάτω σχήμα δείχνουμε το μέτρο της ελαστικότητας του 
[image: image125.wmf]x

 ως προς 
[image: image126.wmf]y

, για τις διάφορες περιπτώσεις, στη θετική περιοχή.

[image: image127]
μέτρο ελαστικότητας του 
[image: image128.wmf]x

 ως προς 
[image: image129.wmf]y


Αναφέρουμε τις ειδικές περιπτώσεις στο δεύτερο και στο τρίτο γράφημα του παραπάνω σχήματος.
1. Οριζόντια ευθεία με 
[image: image130.wmf]y
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. Λέμε ότι η εξάρτηση του 
[image: image131.wmf]x

 από το 
[image: image132.wmf]y

 είναι πλήρως ελαστική (totally elastic)

2. Κατακόρυφη ευθεία με 
[image: image133.wmf]y

Ex0
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.  Λέμε ότι η εξάρτηση του 
[image: image134.wmf]x

 από το 
[image: image135.wmf]y

 είναι πλήρως ανελαστική (totally inelastic). 

Παράδειγμα. 

1. Η 
[image: image136.wmf]y2x4
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 αντιστοιχεί στο δεύτερο από τα παραπάνω γραφήματα. Συμπεραίνουμε ειδικά ότι στη θετική περιοχή: 
[image: image137.wmf]{x0,y0}
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 το 
[image: image138.wmf]x

 είναι παντού ελαστικό ως προς το 
[image: image139.wmf]y

, δηλαδή η ποσοστιαία μεταβολή του είναι μεγαλύτερη σε απόλυτη τιμή.

2. Η 
[image: image140.wmf]y2x4
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 αντιστοιχεί στο τρίτο από τα παραπάνω γραφήματα. Συμπεραίνουμε ειδικά ότι στη θετική περιοχή: 
[image: image141.wmf]{x0,y0}
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 το 
[image: image142.wmf]x

 είναι παντού ανελαστικό ως προς το 
[image: image143.wmf]y

, δηλαδή η ποσοστιαία μεταβολή του είναι μικρότερη σε απόλυτη τιμή.


[image: image144.wmf]#


7. Ποσοστιαία διαφορικά. Σε αντιστοιχία με τα διαφορικά που αναφέραμε σε προηγούμενη ενότητα, ορίζονται και τα σχετικά διαφορικά ή ισοδύναμα τα ποσοστιαία διαφορικά ως προσεγγίσεις των αντίστοιχων σχετικών ή ποσοστιαίων μεταβολών:
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Από τον ορισμό τους διαπιστώνουμε ότι η ελαστικότητα ισούται με το λόγο των σχετικών ή ισοδύναμα των ποσοστιαίων διαφορικών:



[image: image146.wmf]x
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Παράδειγμα. Η  συνάρτηση 
[image: image147.wmf]2
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, έχει παράγωγο και ελαστικότητα:


[image: image148.wmf]my2x
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[image: image149.wmf]22

εxy/y2x/(1x)

¢

==+


αντίστοιχα. Π.χ. στο 
[image: image150.wmf]x2
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, βρίσκουμε: 
[image: image151.wmf]m(2)4
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, 
[image: image152.wmf]ε(2)8/5
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. Επομένως οι μεταβολές και οι ποσοστιαίες μεταβολές από τις τιμές:
[image: image153.wmf](x2,y5)
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, θα συνδέονται οριακά με τις σχέσεις: 


[image: image154.wmf](dy)4(dx)
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, 
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[image: image156.wmf]#
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