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1β.2  Κυρτές Περιοχές

1. Ευθεία. Μια ευθεία (line) στο επίπεδο παριστάνεται με μια γραμμική εξίσωση (linear equation):



[image: image131.bmp]
Ειδικότερα, η ευθεία που διέρχεται από κάποιο σημείο 
[image: image2.wmf]00

(x,y)

 θα έχει την παράσταση:



[image: image3.wmf]0000
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Η εξίσωση και η αντίστοιχη ευθεία καλείται ομογενήςς (homogeneous) αν διέρχεται από το σημείο 
[image: image4.wmf](0,0)

, οπότε θα γράφεται:



[image: image5.wmf]αxβy0
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Μια ευθεία στο επίπεδο μπορεί να παρασταθεί και παραμετρικά, με δύο παραμετρικές γραμμικές εξισώσεις:



[image: image6.wmf]{x
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 με παράμετρο 
[image: image7.wmf]t


Αν έχουμε ένα σημείο της 
[image: image8.wmf]00

(x,y)

, τότε οι παραμετρικές εξισώσεις μπορούν να γραφούν στη μορφή:
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οπότε το σημείο 
[image: image10.wmf]00

(x,y)

 αντιστοιχεί στη τιμή της παραμέτρου 
[image: image11.wmf]t0

=

. Παραμετρική ευθεία μπορεί να οριστεί και με μη γραμμικές παραμετρικές εξισώσεις. Π.χ. οι παρακάτω παραβολικές εξισώσεις ορίζουν παραμετρική ευθεία:

[image: image1.wmf]αxβyc
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2. Έλλειψη.  Θεωρούμε τον κύκλο με κέντρο 
[image: image13.wmf](0,0)

 και ακτίνα 
[image: image14.wmf]α

:
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Η γενική μορφή της παραπάνω εξίσωσης όπου οι παρανομαστές μπορεί να είναι και διαφορετικοί, καλείται έλλειψη (ellipse):

  
[image: image16.wmf]22
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Οι τομές με τους άξονες είναι: 


[image: image17.wmf]{x0y
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Τα 
[image: image19.wmf]{

α,β}

 καλούνται ακτίνες της έλλειψης, μία μικρή και μία μεγάλη. Αν είναι ίσες έχουμε την ειδική περίπτωση του κύκλου.  Η παραπάνω έλλειψη έχει το κέντρο της στο σημείο 
[image: image20.wmf](0,0)

. Γενικότερα, η έλλειψη με κέντρο 
[image: image21.wmf]00

(x,y)

 και ακτίνες 
[image: image22.wmf]{
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, παριστάνεται με την εξίσωση:
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Προκύπτει από την παραπάνω κανονική με μετατόπιση κατά το διάνυσμα 
[image: image24.wmf]00

(x,y)

. Αντίστροφα, συμπληρώνοντας τα τετράγωνα βρίσκουμε ότι:

Κάθε τετραγωνική εξίσωση δύο μεταβλητών της μορφής:

     
[image: image25.wmf]22

AxBy

ΓxΔyZ0

++++=

  με 
[image: image26.wmf]AB0
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,

όπου τα 
[image: image27.wmf]{A,B}

 έχουν γνήσια το ίδιο πρόσημο, παριστάνει έλλειψη (κύκλο αν 
[image: image28.wmf]AB

=

) ή σημείο ή κενό.

Παράδειγμα. 

1. Η 
[image: image29.wmf]2222

xyxc(x1)yc1
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, παριστάνει:

κύκλο αν 
[image: image30.wmf]c1
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, το σημείο 
[image: image31.wmf](1,0)

 αν 
[image: image32.wmf]c1
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, το κενό αν 
[image: image33.wmf]c1
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2. Η 
[image: image34.wmf]22

2xyxyc

++-=

, γράφεται: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]22
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Παριστάνει έλλειψη
[image: image38.wmf]c3/80c3/8

Û+>Þ>-

. Οι ελλείψεις είναι ομόκεντρες, με κέντρο: 
[image: image39.wmf]00

(x1/4,y1/2)
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, και ακτίνες:
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Η μεγάλη ακτίνα είναι στη κατεύθυνση του 
[image: image41.wmf]y

-

άξονα.
Αν 
[image: image42.wmf]c3/8

=-

, βρίσκουμε την εκφυλισμένη έλλειψη με μηδενική ακτίνα και η εξίσωση παριστάνει ένα σημείο, το κέντρο. 
Αν 
[image: image43.wmf]c3/8

<-

, η εξίσωση δεν ικανοποιείται από κανένα σημείο και είναι κενή.   


[image: image44.wmf]#


3. Ανισότητες. Κάθε εξίσωση:
[image: image45.wmf]f(x,y)c

=

, εκτός από μια καμπύλη στο επίπεδο καθορίζει γενικά και δύο περιοχές εκατέρωθεν της καμπύλης. Αποτελούνται από τα σημεία των οποίων οι συντεταγμένες ικανοποιούν τη μια από τις ανισότητες (inequality):


[image: image46.wmf]f(x,y)c
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  ή  
[image: image47.wmf]f(x,y)c
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Για να αντιστοιχήσουμε μια περιοχή με την αντίστοιχη ανισότητα αρκεί να ελέγξουμε ένα σημείο της. Ειδικά στη περίπτωση που η εξίσωση έχει τη μορφή συνάρτησης:
[image: image48.wmf]yf(x)
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, τότε οι περιοχές πάνω και κάτω από την καμπύλη της ικανοποιούν τις ανισότητες:


[image: image49.wmf]yf(x)

³

  &  
[image: image50.wmf]yf(x)
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αντίστοιχα. Αν η συνάρτηση δίνεται στη μορφή 
[image: image51.wmf]xf(y)

=

, τότε η δεξιά και η αριστερή περιοχή θα ικανοποιούν τις ανισότητες:


[image: image52.wmf]xf(y)
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[image: image53.wmf]xf(y)
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αντίστοιχα. Στις παραπάνω ανισότητες κάθε περιοχή περιλαμβάνει και την καμπύλη που αντιστοιχεί στην ισότητα. Λέμε ότι η περιοχή είναι κλειστή (closed). Η ίδια η καμπύλη αποτελεί το σύνορο (boundary) της περιοχής. Αν αφαιρέσουμε το σύνορο αυτό που μένει καλείται εσωτερικό (interior)της περιοχής και περιγράφεται με την αντίστοιχη γνήσια ανισότητα (strict inequality):



[image: image54.wmf]f(x,y)c

>

 ή 
[image: image55.wmf]f(x,y)c
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Τέτοιες περιοχές καλούνται ανοικτές (open).  
Παράδειγμα.

1. Μια ευθεία 
[image: image56.wmf]αxβy1
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, χωρίζει το επίπεδο σε δύο ημιεπίπεδα που ικανοποιούν τις ανισότητες:



[image: image57.wmf]αxβyc
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  και  
[image: image58.wmf]αxβyc
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αντίστοιχα. Για να αντιστοιχήσουμε ένα ημιεπίπεδο σε μια ανισότητα αρκεί να ελέγξουμε ένα σημείο, π.χ. το 
[image: image59.wmf](0,0)

. Ειδικά αν και οι τρεις σταθερές 
[image: image60.wmf]{

α,β,c}

 είναι θετικές, όπως στο πρώτο γράφημα παρακάτω, τότε η περιοχή που περιέχει το 
[image: image61.wmf](0,0)

 αντιστοιχεί στην ανισότητα 
[image: image62.wmf]αxβyc
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. 
2. Μια έλλειψη χωρίζει το επίπεδο σε δύο περιοχές, την εντός και την εκτός με ανισότητες:
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αντίστοιχα. Στο δεύτερο γράφημα παρακάτω δείχνουμε την εντός περιοχή ενός κύκλου.
3. Η εξίσωση 
[image: image65.wmf]1/43/4

xy4
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 ορίζει μια υπερβολική καμπύλη που χωρίζει τη θετική περιοχή σε δύο υποπεριοχές. Ειδικά η ανισότητα 
[image: image66.wmf]1/43/4
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 αντιστοιχεί στη περιοχή η οποία δεν περιέχει το 
[image: image67.wmf](0,0)

 διότι το σημείο αυτό ικανοποιεί την άλλη ανισότητα. Εξάλλου η ανισότητα μπορεί να γραφεί ως πάνω περιοχή υπερβολικής καμπύλης:
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[image: image69]
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[image: image71.wmf]22

(x1)y1

-+£

                
[image: image72.wmf]1/43/4

xy4

³


γραφήματα ανισοτήτων

[image: image73.wmf]#


4. Κυρτή (convex) καλείται μια περιοχή του επιπέδου αν για κάθε δύο σημεία της περιλαμβάνει και όλα τα ενδιάμεσα, δηλαδή ολόκληρο το ευθύγραμμο τμήμα που τα ενώνει. Μια κυρτή περιοχή μπορεί να είναι  φραγμένη ή μη φραγμένη. Επίσης μπορεί να είναι κλειστή οπότε περιλαμβάνει την καμπύλη του συνόρου της, ή ανοικτή  οπότε δεν την περιλαμβάνει.
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-

[image: image113.wmf]1
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       κυρτή περιοχή                            μη κυρτή περιοχή
Παράδειγμα. Εκτός από ολόκληρο το επίπεδο, οι παρακάτω είναι κλειστές κυρτές περιοχές:

1. Η θετική περιοχή:
[image: image74.wmf]{x0,y0}

³³

.

2. Τα ημιεπίπεδα που ορίζονται με γραμμικές ανισότητες, στη μορφή:


[image: image75.wmf]αxβyc
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 ή 
[image: image76.wmf]αxβyc
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.

3. Οι πολυγωνικές περιοχές που ορίζονται ως τομές ημιεπιπέδων, δηλαδή από ένα σύνολο γραμμικών ανισοτήτων. Π.χ. 


[image: image77.wmf]{xy4,xy1,x0}
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4. Το εντός του κύκλου, π.χ. 
[image: image78.wmf]222
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5. Το εντός της παραβολής, π.χ. 
[image: image79.wmf]22
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[image: image80.wmf]#


Ειδικά το 3 προκύπτει από το 2 και την παρακάτω γενική ιδιότητα που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού της κυρτότητας: 

Η τομή κυρτών περιοχών είναι κυρτή περιοχή.   

5. Κυρτός συνδυασμός. Δύο σημεία στο επίπεδο:

[image: image118.wmf]1
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[image: image81.wmf]00

(x,y)

  &  
[image: image82.wmf]11
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ορίζουν μια ευθεία με κλίση:
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Η εξίσωση της ευθείας μπορεί να γραφτεί με διάφορους τρόπους, π.χ.
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Θα ασχοληθούμε με την τρίτη μορφή. Συμβολίζοντας τον κοινό λόγο με 
[image: image85.wmf]t

, μπορούμε να εκφράσουμε την εξίσωση της ευθείας παραμετρικά με τις εξισώσεις:
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Η παράμετρο 
[image: image87.wmf]t

 μετράει την προσημασμένη απόσταση του σημείου 
[image: image88.wmf](x,y)

 από το σημείο 
[image: image89.wmf]00

(x,y)

, ως ποσοστό της συνολικής απόστασης μεταξύ των δύο αρχικών σημείων. Έτσι, τα σημεία που βρίσκονται ανάμεσά τους, δηλαδή τα σημεία στο ευθύγραμμο τμήμα που τα συνδέει, προκύπτουν παίρνοντας τιμές της παραμέτρου στο διάστημα:



[image: image90.wmf]0t1
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Έτσι τα αρχικά σημεία είναι τα ακραία σημεία του διαστήματος, και αντιστοιχούν στις τιμές της παραμέτρου:



[image: image91.wmf]t{0,1}
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Οι παραπάνω συνδυασμοί των συντεταγμένων δύο σημείων που μας δίνουν τα ενδιάμεσα καλούνται κυρτοί συνδυασμοί (convex combinations) των δύο σημείων.  Αντικαθιστώντας την παράμετρο 
[image: image92.wmf]s1t

=-

, οι κυρτοί συνδυασμοί μπορούν να εκφραστούν και στη μορφή:



[image: image93.wmf]{
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με 
[image: image94.wmf]0s1,0t1,st1
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Οι συντελεστές 
[image: image95.wmf]{s,t}

 είναι θετικοί με άθροισμα 
[image: image96.wmf]1

 και αποτελούν τα βάρη (weights) με τα οποία συνδυάζονται τα αρχικά ακραία σημεία για να προκύψουν τα ενδιάμεσα. Όσο μεγαλύτερο είναι ένα βάρος τόσο πλησιέστερα βρισκόμαστε στο αντίστοιχο ακραίο σημείο. Συνδυάζοντας τις παραπάνω έννοιες, μπορούμε να πούμε ότι:

Μια περιοχή του επιπέδου είναι κυρτή αν περιέχει όλους τους κυρτούς συνδυασμούς των σημείων της.
6. Κυρτοποίηση. Σε πολλές εφαρμογές μας ενδιαφέρει οι περιοχές να είναι κυρτές. Αν μια περιοχή δεν είναι κυρτή μπορούμε να την κάνουμε κυρτή διευρύνοντάς την ώστε να περιέχει όλους τους κυρτούς συνδυασμούς των σημείων της. Η μικρότερη δυνατή τέτοια διεύρυνση καλείται κυρτό κέλυφος (convex hull) της αρχικής περιοχής, ενώ η διαδικασία σχηματισμού της καλείται κυρτοποίηση (convexification). 

Παράδειγμα.

1. Το κυρτό κέλυφος δύο σημείων είναι το ευθύγραμμο τμήμα που τα ενώνει, όπως στο πρώτο γράφημα παρακάτω.

2. Το κυρτό κέλυφος τριών σημείων είναι η τριγωνική περιοχή που τα έχει ως κορυφές, όπως στο δεύτερο γράφημα παρακάτω. 


[image: image97]
κυρτοποίηση
3. Η περιοχή που βρίσκεται στη θετική περιοχή εκτός του μοναδιαίου κύκλου δεν είναι κυρτή. Για την κυρτοποίησή της αρκεί να συμπεριλάβουμε το τμήμα της που ορίζεται από την χορδή η οποία ενώνει τα σημεία τομής του κύκλου με τους θετικούς ημιάξονες, όπως στο τρίτο γράφημα του παραπάνω σχήματος.

[image: image98.wmf]#


7.  Γραμμική παρεμβολή (linear interpolation) μιας συνάρτησης 
[image: image99.wmf]f(x)

, μεταξύ δύο σημείων της 
[image: image100.wmf]00

(x,y)

 και 
[image: image101.wmf]11
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 καλείται η γραμμική συνάρτηση της χορδής που τα συνδέει.
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  για 
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 μεταξύ των 
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, όπου 
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Παράδειγμα. Για την συνάρτηση 
[image: image106.wmf]2
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, μεταξύ των σημείων 
[image: image107.wmf]11
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 και 
[image: image108.wmf]22
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, βρίσκουμε την γραμμική παρεμβολή:
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