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1β.1  Εξισώσεις

1. Πλεγμένες συναρτήσεις. Η σχέση συνάρτησης μεταξύ δύο μεταβλητών μπορεί να εκφραστεί και ως εξίσωση στη μορφή :

    
[image: image2.wmf]yy(x)yy(x)0
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Η παραπάνω είναι ειδική περίπτωση της γενικότερης μορφής εξίσωσης:


[image: image3.wmf]f(x,y)c
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Στις εξισώσεις οι δύο μεταβλητές αντιμετωπίζονται συμμετρικά, και καταρχήν δεν γίνεται διάκριση μεταξύ εξαρτημένης και ανεξάρτητης. Το γράφημά μιας εξίσωσης αποτελείται από τα σημεία 
[image: image4.wmf](x,y)

 που την ικανοποιούν.  Αν θελήσουμε να εκφράσουμε τη μία από τις δύο μεταβλητές ως συνάρτηση της άλλης, τότε γενικά βρίσκουμε περισσότερες από μια συναρτήσεις.  Τέτοιες συναρτήσεις που ορίζονται μέσω εξισώσεων καλούνται πλεγμένες συναρτήσεις (implicit functions), ακόμη και αν δεν μπορούμε να τις εκφράσουμε αναλυτικά. Μάλιστα λύνοντας την ίδια εξίσωση ως προς 
[image: image5.wmf]y

 ή ως προς 
[image: image6.wmf]x

 βρίσκουμε συναρτήσεις που είναι αντίστροφες μεταξύ τους:


[image: image7.wmf]f(x,y)c
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image8.wmf]yy(x)
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Παράδειγμα. Δίνουμε παρακάτω τα γραφήματα μερικών απλών εξισώσεων, και βρίσκουμε τις αντίστοιχες πλεγμένες συναρτήσεις.
1. 
[image: image10.wmf]δυο συναρτησεις
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2. 
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3. 
[image: image12.wmf]δυο συναρτησεις

μια συναρτηση 

2

2

2

yx1yx1:

xy1

xy:                              

ì

=-Þ=±-

ï

-=Þ

í

=

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image13.wmf]
4. 
[image: image14.wmf]22
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ένα σημείο, καμία συνάρτηση.

5. 
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: κανένα σημείο, κενό.
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γραφήματα εξισώσεων
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Παράδειγμα. Σε πολλές εφαρμογές εμφανίζεται η εξίσωση:



[image: image22.wmf]αβ
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Λύνοντας ως προς 
[image: image25.wmf]y

 βρίσκουμε ότι η παραπάνω εξίσωση ορίζει πλεγμένα μια συνάρτηση δύναμης. Π.χ.
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Το πρόσημο της δύναμης εξαρτάται από τα πρόσημα των 
[image: image28.wmf]{

α,β}

. Είναι αρνητική αν έχουν το ίδιο πρόσημο όπως στην πρώτη εξίσωση, θετική αν έχουν αντίθετο πρόσημο όπως στη δεύτερη.

[image: image29.wmf]#


2. Πλεγμένη παραγώγιση.  Όταν έχουμε μια εξίσωση:


[image: image30.wmf]f(x,y)c
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τότε σε κάθε τιμή της μιας μεταβλητής μπορεί να αντιστοιχούν περισσότερες από μια τιμές της άλλης.  Έτσι για  να καθορίσουμε ένα σημείο 
[image: image31.wmf](x,y)

 χρειάζεται γενικά να δώσουμε τις τιμές αμφότερων των μεταβλητών, που να ικανοποιούν βέβαια την εξίσωση. Γενικά, κάθε τέτοια επιλογή σημείου ανήκει σε μια πλεγμένη συνάρτηση που ορίζεται από την εξίσωση, την οποία μπορούμε και να παραγωγίσουμε. Η παραγώγιση μπορεί να εκτελεστεί έμμεσα χωρίς να βρεθεί πρώτα η αντίστοιχη πλεγμένη συνάρτηση, παραγωγίζοντας στην εξίσωση 
[image: image32.wmf]f(x,y)c
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 ως προς την μία μεταβλητή, θεωρώντας την άλλη ως συνάρτησή της, οπότε έχουμε την ταυτότητα:
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για όλα τα 
[image: image35.wmf]x

 ή 
[image: image36.wmf]y

 αντίστοιχα. Στην παραπάνω σχέση το 
[image: image37.wmf]c

 παριστάνει σταθερή συνάρτηση. Η διαδικασία αυτή καλείται πλεγμένη παραγώγιση. Η παράγωγος που βρίσκουμε καλείται πλεγμένη παράγωγος (implicit derivative) διότι γενικά εκφράζεται μέσω των τιμών του 
[image: image38.wmf]x

 και του 
[image: image39.wmf]y

.  
Παράδειγμα. 
[image: image40.wmf]22
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.  Παραγωγίζουμε πλεγμένα ως προς 
[image: image41.wmf]x

, θεωρώντας το 
[image: image42.wmf]y

 ως την αντίστοιχη πλεγμένη συνάρτηση του 
[image: image43.wmf]x

:
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και βρίσκουμε:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image46.wmf]2x2yy0y(x)x/y
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Π.χ. στο 
[image: image47.wmf]x1
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 αντιστοιχούν δύο σημεία, όπως φαίνεται στο πρώτο από τα παρακάτω γραφήματα. Ανάλογα της τιμής του 
[image: image48.wmf]y

 που θα επιλέξουμε θα βρούμε για την αντίστοιχη πλεγμένη παράγωγο:  
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γραφήματα εξισώσεων
Παράδειγμα. Στη θετική περιοχή 
[image: image56.wmf]{x0,y0}
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, θα μελετήσουμε τις εξισώσεις της μορφής:
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  με 
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Παραγωγίζοντας πλεγμένα ως προς 
[image: image59.wmf]x

, βρίσκουμε:
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Εφόσον οι συντεταγμένες είναι θετικές έχουμε πάντοτε 
[image: image61.wmf]y0
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 και επομένως η συνάρτηση 
[image: image62.wmf]yy(x)
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 που ορίζεται πλεγμένα από την εξίσωση είναι γνήσια φθίνουσα. Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις όσον αφορά το γράφημα της εξίσωσης:

1. 
[image: image63.wmf]ρ1
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. Κόβει τους δύο άξονες καθέτως, διότι έχει: 
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2. 
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. Κόβει τους δύο άξονες εφαπτομενικά, διότι έχει: 
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3. 
[image: image69.wmf]ρ0
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. Δεν τέμνει τους άξονες. Έχει οριζόντια και κατακόρυφη ασύμπτωτο τις οποίες βρίσκουμε παίρνοντας τα όρια:
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Στο παραπάνω σχήμα δίνουμε το γράφημα της εξίσωσης στις τρεις περιπτώσεις. Για την κάθε περίπτωση δίνουμε και μια χαρακτηριστική εξίσωση.


[image: image72.wmf]#


3. Μετασχηματισμοί (transformations). Θα εξετάσουμε τρία είδη μετασχηματισμών εξισώσεων και των αντίστοιχων καμπύλων τους.

1. Αντανάκλαση (reflection) ως προς τους άξονες,  καλείται ο μετασχηματισμός της αρχικής εξίσωσης που προκύπτει αν αντικαταστήσουμε: 
[image: image73.wmf]xx
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 ή 
[image: image74.wmf]yy
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 ή αμφότερα. 

Παράδειγμα. Αν στην παραβολική εξίσωση: 
[image: image75.wmf]2
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, αντικαταστήσουμε το 
[image: image76.wmf]y

 με το 
[image: image77.wmf]y
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 θα βρούμε την εξίσωση:
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της οποίας η καμπύλη προκύπτει από την αρχική με κατακόρυφη αντανάκλαση ως προς τον 
[image: image79.wmf]x
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άξονα. Πράγματι, ένα σημείο 
[image: image80.wmf](
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 ικανοποιεί τη νέα εξίσωση 
[image: image81.wmf]Û

 το κατακόρυφα συμμετρικό του 
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 ικανοποιεί την αρχική. Αντίστοιχα αν αντικαταστήσουμε το 
[image: image83.wmf]x

 με το 
[image: image84.wmf]x
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 θα έχουμε οριζόντια αντανάκλαση ως προς τον 
[image: image85.wmf]y
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άξονα που στη συγκεκριμένη περίπτωση λόγω συμμετρίας της αρχικής θα μας δώσει την ίδια εξίσωση και την ίδια καμπύλη.


[image: image86.wmf]#


2. Μετατόπιση (Translation), καλείται ο μετασχηματισμός της αρχικής εξίσωσης που προκύπτει αν αντικαταστήσουμε: 
[image: image87.wmf]0
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 ή αμφότερα, οπότε η καμπύλη μετατοπίζεται κατά το διάνυσμα: 
[image: image89.wmf]00
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, δηλαδή οριζοντίως κατά 
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 και κατακόρυφα κατά 
[image: image91.wmf]0
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Παράδειγμα. Αν στην υπερβολική εξίσωση: 
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, αντικαταστήσουμε 
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 και 
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, τότε θα βρούμε την εξίσωση:
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η οποία προκύπτει από την αρχική μετατοπίζοντας κατά 
[image: image96.wmf]1

 στην κατακόρυφη κατεύθυνση και κατά 
[image: image97.wmf]2
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 στην οριζόντια. Έτσι έχουμε τις νέες ασύμπτωτες:

1. Κατακόρυφη: 
[image: image98.wmf]x10x1
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, μετατόπιση 1 προς τα δεξιά.

2. Οριζόντια: 
[image: image99.wmf]y20y2
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, μετατόπιση 2 προς τα κάτω.

3. Αλλαγή κλίμακας (scaling), καλείται ο μετασχηματισμός της αρχικής εξίσωσης που προκύπτει αν αντικαταστήσουμε 
[image: image100.wmf]x
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 ή αμφότερα. 

Παράδειγμα. Θεωρούμε τη εξίσωση του μοναδιαίου κύκλου:
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1. Αν αντικαταστήσουμε 
[image: image103.wmf]x2x
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, θα βρούμε την εξίσωση:
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Κόβει τον 
[image: image105.wmf]y
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άξονα στα ίδια σημεία: 
[image: image106.wmf]y1
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,  αλλά τον 
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άξονα στα σημεία 
[image: image108.wmf]x1/2
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. Δηλαδή έχουμε συστολή (contraction) στην 
[image: image109.wmf]x
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κατεύθυνση  κατά τον συντελεστή 
[image: image110.wmf]1/2

. Πράγματι ένα σημείο 
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 θα ικανοποιεί την νέα εξίσωση 
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 το 
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 ικανοποιεί την αρχική.


[image: image114]
     
[image: image115.wmf]2

2

yx

yx

=Þ

-=

           
[image: image116.wmf]1/21/3

1/21/3

xyc

(x1)(y2)4

=Þ

-+=

      
[image: image117.wmf]22

22

22

(2x)y1

xy1

(x/2)y1

ì

+=

ï

+=Þ

í

+=

ï

î


  αντανάκλαση             μετατόπιση                      αλλαγή κλίμακας
μετασχηματισμοί
2. Αν αντικαταστήσουμε 
[image: image118.wmf]xx/20.5x
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, θα βρούμε την εξίσωση:
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Τώρα κόβει τον 
[image: image120.wmf]x
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άξονα στα σημεία 
[image: image121.wmf]x2
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. Δηλαδή έχουμε διαστολή (expansion) στην 
[image: image122.wmf]x
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κατεύθυνση  κατά τον συντελεστή 
[image: image123.wmf]2

. Πράγματι, ένα σημείο 
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 θα ικανοποιεί την νέα εξίσωση 
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 το σημείο 
[image: image126.wmf](
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 ικανοποιεί την αρχική.
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Τέλος θα δώσουμε και ένα παράδειγμα όπου έχουμε συνδυασμό μετασχηματισμών

Παράδειγμα.  Η εξίσωση 
[image: image128.wmf]1/21/3
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, προκύπτει από την εξίσωση: 
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 με τους παρακάτω διαδοχικούς μετασχηματισμούς:

1. 
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: οριζόντια μετατόπιση κατά 
[image: image131.wmf]1

-


2. 
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: οριζόντια αντανάκλαση
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διαδοχικοί μετασχηματισμοί
 
[image: image137.wmf]#


4. Παραμετρικές εξισώσεις .  Σε πολλές περιπτώσεις η σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών 
[image: image138.wmf]{x,y}

 δεν εκφράζεται άμεσα σε μορφή εξίσωσης αλλά έμμεσα μέσω μιας τρίτης μεταβλητής την οποία ονομάζουμε παράμετρο (parameter): 

    
[image: image139.wmf]{xx(t),yy(t)}
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  με παράμετρο 
[image: image140.wmf]t


Για κάθε τιμή του 
[image: image141.wmf]t

 τα 
[image: image142.wmf]{x,y}

 ορίζουν ένα σημείο στο επίπεδο.  Καθώς το 
[image: image143.wmf]t

 μεταβάλλεται, το σημείο 
[image: image144.wmf](x,y)

 κινείται στο επίπεδο σχηματίζοντας μια καμπύλη, της οποίας τα σημεία καθορίζονται από τις αντίστοιχες τιμές της παραμέτρου. Καλείται παραμετρική καμπύλη (parametric curve), ενώ οι δύο εξισώσεις που την ορίζουν καλούνται παραμετρικές εξισώσεις (parametric equations). Γενικά μπορούμε να βρούμε την εξίσωσή της καμπύλης στη γνωστή μορφή απαλείφοντας το 
[image: image145.wmf]t

 από τις δύο εξισώσεις:

    
[image: image146.wmf]{xx(t),yy(t)}f{x,y}c
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π.χ. λύνοντας τη μια εξίσωση ως προς 
[image: image147.wmf]t

 και αντικαθιστώντας στην άλλη.   Η κατεύθυνση αύξησης των τιμών της παραμέτρου κατά μήκος της αντίστοιχης καμπύλης καλείται θετική φορά (positive direction).  Το γράφημα της καμπύλης μαζί με τη θετική φορά καλείται τροχιά (orbit).

Παράδειγμα.

1. 
[image: image148.wmf]222
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Παρατηρούμε τα εξής:
1. Μια τροχιά μπορεί να μην καλύπτει ολόκληρη την καμπύλη. Π.χ. αν στο  πρώτο παράδειγμα πάρουμε:
[image: image152.wmf]t0

³

, τότε η τροχιά θα καλύπτει μόνο το τμήμα της παραβολής στη θετική περιοχή όπως φαίνεται στο πρώτο γράφημα παρακάτω. Επίσης αν στο τρίτο παράδειγμα πάρουμε 
[image: image153.wmf]0t
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 τότε η τροχιά θα αποτελείται μόνο από το τόξο στη θετική περιοχή όπως φαίνεται στο τρίτο γράφημα παρακάτω.

2. Μια τροχιά μπορεί να διέρχεται από κάποιο τμήμα της καμπύλης περισσότερες φορές. Π.χ. στα παραδείγματα 3 και 4 η τροχιά καλύπτει πολλές φορές την καμπύλη καθώς η παράμετρος μεταβάλλεται. 

3. Η ίδια καμπύλη μπορεί να περιγραφεί παραμετρικά με πολλές διαφορετικές παραμετρικές εξισώσεις κάνοντας αλλαγή παραμέτρου. Π.χ. αντικαθιστώντας στις εξισώσεις 3: 
[image: image154.wmf]t2t
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, βρίσκουμε τις εξισώσεις 4 που παριστάνουν την ίδια καμπύλη του τρίτου γραφήματος παρακάτω. 
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τροχιές
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5. Σχετιζόμενοι ρυθμοί. Θεωρούμε δύο παραμετρικές εξισώσεις και την αντίστοιχη εξίσωση της τροχιάς:



[image: image160.wmf]{xx(t),yy(t)}f(x,y)c
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Οι αντίστοιχες παράγωγοι συνδέονται με την παρακάτω σχέση σχετιζόμενων ρυθμών (related rates).
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όπου με πάνω τελεία συμβολίζουμε τις παραγώγους ως προς την παράμετρο 
[image: image163.wmf]t

. Πράγματι, χρησιμοποιώντας τους τύπους αλυσωτής και αντίστροφης παραγώγισης, βρίσκουμε:
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Παράδειγμα. Θα επαληθεύσουμε την σχέση σχετιζόμενων ρυθμών στην τροχιά:
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Βρίσκουμε:


αριστερό μέρος: 
[image: image166.wmf](x1)/22yy0y(x1)/4ysint/2cost

¢¢

-+=Þ=--=



δεξιό μέρος: 
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Για την παράγωγο στο αριστερό μέρος παραγωγίσαμε πλεγμένα ως προς 
[image: image168.wmf]x

.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1B 


Ρυθμοί Μεταβολής
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