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1α.4  Ιδιότητες της Παραγώγου

1. Μονοτονία.  Η παράγωγος μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη μελέτη  των ιδιοτήτων μονοτονίας των συναρτήσεων, σύμφωνα με το παρακάτω:

Θεώρημα μέσης τιμής (mean value theorem). 
[image: image248.wmf](x,y)

Αν η συνάρτηση 
[image: image1.wmf]f(x)

 είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα 
[image: image2.wmf]αxβ
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, και η παράγωγός της είναι συνεχής στο εσωτερικό του: 
[image: image3.wmf]<<

αxβ

, τότε θα έχουμε:
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,
για κάποιο 
[image: image5.wmf]ξ

 στο εσωτερικό του: 
[image: image6.wmf]αξβ

<<
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Δηλαδή η κλίση της χορδής είναι ίση με τη κλίση της εφαπτόμενης σε κάποιο γνήσια ενδιάμεσο σημείο. Ως άμεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος, βρίσκουμε ότι:

Μια συνάρτηση 
[image: image7.wmf]f(x)

 είναι αύξουσα (φθίνουσα) σε κάποιο διάστημα 
[image: image8.wmf]Û

 έχει 
[image: image9.wmf]f(x)0(0)
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 σε όλα τα σημεία του διαστήματος. Ειδικότερα είναι γνήσια αύξουσα (φθίνουσα) αν ικανοποιεί 
[image: image10.wmf]f(x)0(0)
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, εκτός ίσως ενός πεπερασμένου πλήθους σημείων όπου η παράγωγος μπορεί να μηδενίζεται.

Συναρτήσεις με 
[image: image11.wmf]f(x)0
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 ή 
[image: image12.wmf]f(x)0
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 σε όλα τα σημεία ενός διαστήματος καλούνται ισχυρά μονότονες (strongly monotone). Έτσι μια ισχυρά μονότονη συνάρτηση είναι και γνήσια μονότονη.  

Παράδειγμα.

1. 
[image: image13.wmf]f(x)2x1f(x)20
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:  γνήσια φθίνουσα

2. 
[image: image14.wmf]2

f(x)xf(x)2x

¢

=Þ=

: γνήσια φθίνουσα για 
[image: image15.wmf]x0
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,
                                         γνήσια αύξουσα για 
[image: image16.wmf]x0
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.
3. 
[image: image17.wmf]32
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: γνήσια αύξουσα για όλα τα 
[image: image18.wmf]x


4. 
[image: image19.wmf]f(x)lnxf(x)1/x
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: γνήσια αύξουσα για 
[image: image20.wmf]x0
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[image: image21.wmf]#


Παράδειγμα. Θεωρούμε την πολυωνυμική συνάρτηση 


[image: image22.wmf]n
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με συντελεστές: 
[image: image23.wmf]0
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[image: image24.wmf]1
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[image: image25.wmf]n
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 και υποθέτουμε:



[image: image26.wmf]01n
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οπότε τα 
[image: image27.wmf]1n
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 δεν είναι όλα μηδενικά. Θα δείξουμε ότι η συνάρτηση έχει ακριβώς ένα μηδενικό 
[image: image28.wmf]0

x

 στο διάστημα 
[image: image29.wmf]0x1
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. 
1. Έχουμε: 


[image: image30.wmf]0
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 και 
[image: image31.wmf]01n
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Συμπεραίνουμε από  το θεώρημα ενδιαμέσου τιμής ότι έχει τουλάχιστον  ένα μηδενικό στο διάστημα 
[image: image32.wmf]0x1
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. 
2. Παρατηρούμε επίσης ότι η παράγωγος της είναι γνήσια θετική:


[image: image33.wmf]n1
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   για  
[image: image34.wmf]x0
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διότι τα 
[image: image35.wmf]1
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 δεν είναι όλα μηδενικά.  Συμπεραίνουμε ότι η 
[image: image36.wmf]f(x)

 είναι γνήσια αύξουσα για 
[image: image37.wmf]x0
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, και επομένως έχει το πολύ ένα μηδενικό σ’ αυτό το διάστημα.
Προκύπτει από τα παραπάνω ότι έχει ακριβώς ένα μηδενικό

[image: image38.wmf]#


2. Στάσιμα (stationary)  σημεία μιας συνάρτησης 
[image: image39.wmf]f(x)

 καλούνται τα 
[image: image40.wmf]x

 στα οποία μηδενίζεται η παράγωγος 


[image: image41.wmf]f(x)0
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Γεωμετρικά χαρακτηρίζονται από την ιδιότητα ότι στα σημεία αυτά η εφαπτόμενη στο γράφημα είναι οριζόντια.  Μια συνάρτηση μπορεί να έχει κανένα, ένα, ή περισσότερα στάσιμα σημεία ή και ολόκληρο διάστημα από στάσιμα σημεία αν έχει σταθερή τιμή στο διάστημα.  Υποθέτοντας την παράγωγο συνεχή, τα στάσιμα σημεία χωρίζουν το διάστημα ορισμού σε υποδιαστήματα, όπου σε κάθε υποδιάστημα η συνάρτηση είναι γνήσια μονότονη διότι η παράγωγος θα έχει το ίδιο πρόσημο. Ένα στάσιμο σημείο στο οποίο αλλάζει το πρόσημο της παραγώγου, είναι γνήσιο τοπικό ακρότατο, μέγιστο αν από θετική γίνεται αρνητική, ελάχιστο στην αντίθετη περίπτωση. Ένα στάσιμο σημείο στο οποίο δεν αλλάζει το πρόσημο της παραγώγου δεν είναι τοπικό ακρότατο. Λέμε ότι είναι σημείο καμπής (inflection point).

Παράδειγμα.  Θα μελετήσουμε τις μονοτονίες της συνάρτηση:
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1. Αν 
[image: image43.wmf]α0
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, τότε 
[image: image44.wmf]f(x)0
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 για όλα τα 
[image: image45.wmf]x

 και επομένως η συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα.
2. Αν 
[image: image46.wmf]α0
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, τότε 
[image: image47.wmf]2
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 . Το πρόσημο της παραγώγου δεν αλλάζει στο στάσιμο: 
[image: image48.wmf]x0
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.  Επομένως η συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα με σημείο καμπής το στάσιμο.

3. Αν 
[image: image49.wmf]α0
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, τότε 
[image: image50.wmf]2
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[image: image51.wmf]1
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[image: image52.wmf]2

x

α/3

=


Η συνάρτηση έχει δύο στάσιμα. Στο πρώτο στάσιμο το πρόσημο της παραγώγου αλλάζει από θετικό σε αρνητικό και επομένως είναι τοπικό μέγιστο της συνάρτησης. Στο δεύτερο αλλάζει από αρνητικό σε θετικό και είναι τοπικό ελάχιστο. Δίνουμε παρακάτω το γράφημα της συνάρτησης για τα διάφορα 
[image: image53.wmf]α
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[image: image54]
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[image: image56.wmf]α0
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[image: image57.wmf]α0
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κυβική συνάρτηση:
[image: image58.wmf]3
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[image: image59.wmf]#


3. Ασυνέχειες της παραγώγου.  Μια συνάρτηση 
[image: image60.wmf]f(x)

 μπορεί να είναι συνεχής αλλά η παράγωγος της να μην είναι συνεχής σε κάποιο
[image: image61.wmf]0

x

.  Διακρίνουμε δύο βασικά είδη ασυνέχειας της παραγώγου: 

1. 
[image: image62.wmf]o
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: άπειρη ασυνέχεια, όπου η εφαπτόμενη ευθεία στο γράφημα είναι κατακόρυφη με άπειρη κλίση.

2. 
[image: image63.wmf]oo
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: βηματική ασυνέχεια,  όπου το γράφημα έχει γωνία. 
Η δεύτερη περίπτωση εμφανίζεται συχνά στα σημεία ένωσης τμηματικά ορισμένων συναρτήσεων όπως οι συναρτήσεις 
[image: image64.wmf]{max,min}

. Σημεία στα οποία η παράγωγος είναι ασυνεχής καλούνται κρίσιμα (critical). Εκτός από τα στάσιμα και ένα κρίσιμο σημείο μπορεί επίσης να είναι τοπικό ακρότατο, αν αλλάζει το πρόσημο της παραγώγου.
Παράδειγμα.

1. Η 
[image: image65.wmf]f(x)x
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 είναι συνεχής στο διάστημα 
[image: image66.wmf]x0
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, αλλά η παράγωγος

[image: image67.wmf]f(x)1/2x
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  έχει άπειρη ασυνέχεια στο 
[image: image68.wmf]x0
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.

2. Η 
[image: image69.wmf]2
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 είναι συνεχής στο διάστημα 
[image: image70.wmf]x0
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, με παράγωγο 
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Στο σημείο ένωσης 
[image: image72.wmf]x1
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 έχουμε γωνία διότι η παράγωγος εμφανίζει βηματική ασυνέχεια:
[image: image73.wmf]f(1)f(1)2110
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. Η κλίση της εφαπτόμενης αυξάνει απότομα από 
[image: image74.wmf]1

 σε 
[image: image75.wmf]2
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3. 
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Στο 
[image: image78.wmf]x0
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 έχει γωνία.  Η κλίση αλλάζει απότομα από 
[image: image79.wmf]1
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  σε 
[image: image80.wmf]1
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[image: image81.wmf]#




Δίνουμε παρακάτω τα γραφήματα των τριών συναρτήσεων του παραδείγματος και των παραγώγων τους.

[image: image82]
            άπειρη                            βηματική                     βηματική
ασυνέχειες παραγώγου
Παρατήρηση.  Στο σημείο άπειρης ασυνέχειας της παραγώγου, θεωρούμε ότι η τιμή της παραγώγου είναι άπειρη, ως όριο. Στο σημείο βηματικής ασυνέχειας της παραγώγου, είτε λέμε ότι η παράγωγος δεν ορίζεται, είτε ότι είναι πολυσήμαντη με τιμές όλες της τιμές μεταξύ των δύο πλευρικών παραγώγων, οπότε την ονομάζουμε γενικευμένη παράγωγο (generalized derivative).  Έτσι στη γωνία 
[image: image83.wmf]x0
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, η συνάρτηση 
[image: image84.wmf]f(x)x
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 θα έχει ως γενικευμένη παράγωγο όλες τις τιμές στο διάστημα: 
[image: image85.wmf]1f(0)1
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[image: image86.wmf]#


Παράδειγμα. Θα δείξουμε τον τύπο: 


[image: image87.wmf](lnx)1/x
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 για 
[image: image88.wmf]x0
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. 
Η συνάρτηση είναι σύνθεση της 
[image: image89.wmf]f(x)lnx
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 και thw 
[image: image90.wmf]g(x)x
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. Από το προηγούμενο παράδειγμα και τον τύπο αλυσωτής παραγώγισης, βρίσκουμε:
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[image: image92.wmf]#


4.  Κανόνας L’ Hopital. Θεωρούμε το όριο των τιμών μιας συνάρτησης όταν 
[image: image93.wmf]0

xx
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, όπου το 
[image: image94.wmf]0
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 μπορεί να είναι και 
[image: image95.wmf]¥

.  Λέμε ότι το όριο είναι προσδιορισμένο (determinate) αν είναι πραγματικός αριθμός ή άπειρο.  Θεωρούμε τώρα δύο συναρτήσεις:
[image: image96.wmf]{f(x),g(x)}

 και υποθέτουμε ότι όταν 
[image: image97.wmf]0

xx

®

 αμφότερες έχουν όριο 
[image: image98.wmf]0

 ή 
[image: image99.wmf]¥

.  Σαυτή την περίπτωση λέμε ότι το όριο του λόγου

    
[image: image100.wmf]f(x)0
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  όταν 
[image: image101.wmf]0
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είναι απροσδιόριστο (indeterminate). Μπορούμε να απαλείψουμε την απροσδιοριστία, και να υπολογίσουμε το όριο χρησιμοποιώντας τον παρακάτω κανόνα.
Κανόνας L’ Hopital:   
[image: image102.wmf]f(x)f(x)
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όταν 
[image: image103.wmf]0
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Δηλαδή, όταν έχουμε απροσδιοριστία του τύπου: 
[image: image104.wmf]/
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 ή 
[image: image105.wmf]0/0

, τότε το όριο του λόγου των συναρτήσεων ισούται με το όριο του λόγου των παραγώγων.

Εκφράζουμε την παραπάνω σχέση όπου δύο παραστάσεις έχουν το ίδιο όριο, λέγοντας ότι είναι ασυμπτωτικά ισοδύναμες. Το παριστάνουμε με: 

    
[image: image106.wmf]f(x)f(x)
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  όταν 
[image: image107.wmf]0
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Απόδειξη. Ο κανόνας είναι άμεση συνέπεια του παρακάτω γενικευμένου θεωρήματος μέσης τιμής, :
Αν οι συναρτήσεις: 
[image: image108.wmf]{f(x),g(x)}

 είναι συνεχείς στο διάστημα: 
[image: image109.wmf]αxβ
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 ,και οι παράγωγές τους: 
[image: image110.wmf]{f(x),g(x)}
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 είναι συνεχείς στο εσωτερικό του διαστήματος:
[image: image111.wmf]αxβ
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, με  
[image: image112.wmf]g(x)0
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, τότε ισχύει η σχέση:
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[image: image114.wmf]ξ:αξβ
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Θέτοντας 
[image: image115.wmf]0
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, και παίρνοντας το όριο όταν 
[image: image116.wmf]0
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, βρίσκουμε τον κανόνα L’ Hopital για την περίπτωση 
[image: image117.wmf]f(
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. Για την περίπτωση των άπειρων ορίων χρησιμοποιούμε τις ανάστροφες συναρτήσεις: 
[image: image118.wmf]{1/f(x),1/g(x)}

.

[image: image119.wmf]#

 

Αν δύο συναρτήσεις έχουν αμφότερες άπειρο όριο, τότε διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις, ανάλογα αν το όριο του λόγου τους, όπως υπολογίζεται παραπάνω, είναι άπειρο, μηδενικό, ή κάποιος άλλος αριθμός διάφορος του μηδενός και του απείρου. Αντίστοιχη διάκριση κάνουμε όταν αμφότερες έχουν μηδενικό όριο.

Παράδειγμα.

1. Οι συναρτήσεις: 
[image: image120.wmf]x
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, έχουν όλες όριο 
[image: image121.wmf]¥

 όταν 
[image: image122.wmf]x
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.  Εφαρμόζοντας τον κανόνα L’ Hopital, βρίσκουμε:
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Και στις δύο περιπτώσεις υπερισχύει το άπειρο του αριθμητή, και λέμε ότι όταν 
[image: image125.wmf]x
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, η 
[image: image126.wmf]x
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 έχει άπειρο μεγαλύτερης τάξης από την 
[image: image127.wmf]x

, και η 
[image: image128.wmf]x

 μεγαλύτερης τάξης από την 
[image: image129.wmf]lnx

.  Αντίθετα όταν το όριο είναι 
[image: image130.wmf]0

 τότε λέμε ότι ο παρονομαστής έχει άπειρο μεγαλύτερης τάξης. 

2. Οι συναρτήσεις 
[image: image131.wmf]22
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 έχουν αμφότερες όριο το 
[image: image132.wmf]¥

 όταν 
[image: image133.wmf]x
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.  Για το λόγο τους βρίσκουμε:

     
[image: image134.wmf]2
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Όταν το όριο είναι αριθμός διάφορος του μηδενός και του άπειρου, λέμε ότι οι δύο συναρτήσεις έχουν άπειρο της ίδιας τάξης όταν 
[image: image135.wmf]x
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[image: image136.wmf]#


Παράδειγμα. Οι συναρτήσεις 
[image: image137.wmf]x
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 και 
[image: image138.wmf]x

 έχουν αμφότερες όριο το 
[image: image139.wmf]0

 όταν 
[image: image140.wmf]x0
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.  Για το λόγο τους βρίσκουμε :



[image: image141.wmf]xx

e1e

~10,

ότανx0

x1

-

®¹¥®


Εφόσον το όριο του λόγου είναι διάφορο του μηδενικού και του απείρου λέμε ότι έχουν μηδενικό της ίδιας τάξης όταν 
[image: image142.wmf]x0
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[image: image143.wmf]#


Τα παραπάνω αφορούν απροσδιοριστίες της μορφής:
[image: image144.wmf]0/0,/

¥¥

.  Απροσδιοριστία της μορφής: 
[image: image145.wmf]0

×¥

, ανάγεται στις παραπάνω.
Παράδειγμα. Θα μελετήσουμε μονοτονίες, ακρότατα, και όρια των παρακάτω συναρτήσεων.
1. Η 
[image: image146.wmf]x
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 στο θετικό διάστημα 
[image: image147.wmf]x0
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, έχει θετικές τιμές με μηδενικό στο 
[image: image148.wmf]x0
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. Έχει παράγωγο 
[image: image149.wmf]x
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 με μηδενικό στο 
[image: image150.wmf]=
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, και είναι αύξουσα μέχρι το 
[image: image151.wmf]x1
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 και στη συνέχεια γίνεται φθίνουσα. Στο όριο 
[image: image152.wmf]x
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 προκύπτει απροσδιοριστία της μορφής 
[image: image153.wmf]x
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. Την  υπολογίζουμε μετατρέποντας την  σε απροσδιοριστία της μορφής 
[image: image154.wmf]/
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. Βρίσκουμε:
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Δηλαδή το μηδενικό της 
[image: image157.wmf]x
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 υπερισχύει του απείρου της 
[image: image158.wmf]x
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2.  Η 
[image: image159.wmf]=
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[image: image160.wmf]x0
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, έχει μηδενικό στο 
[image: image161.wmf]=

x1

, αρνητικές τιμές πριν και θετικές μετά. Η παράγωγος: 
[image: image162.wmf]¢
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 έχει μηδενικό όταν 
[image: image163.wmf]-
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, αρνητικές τιμές πριν και θετικές μετά. Επομένως η συνάρτηση είναι φθίνουσα μέχρι το 
[image: image164.wmf]1
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 και αύξουσα μετά. Για 
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 έχουμε 
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, απροσδιόριστη μορφή. Βρίσκουμε:
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Δηλαδή το μηδενικό της 
[image: image168.wmf]x

 υπερισχύει του άπειρου της 
[image: image169.wmf]lnx

. Έτσι η συνάρτηση αρχίζει στο 
[image: image170.wmf]x0
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 με 
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 και 
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γραφήματα συναρτήσεων
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Παράδειγμα. Απροσδιοριστίες των μορφών: 
[image: image177.wmf]0

{0,1}
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, λύνονται παίρνοντας λογαρίθμους. Π.χ. 
1. Για να υπολογίσουμε το απροσδιόριστο όριο:
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 όταν  
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παίρνουμε πρώτα τον λογάριθμο και στη συνέχεια βρίσκουμε το όριο του λογαρίθμου εφαρμόζοντας τον κανόνα L’Hopital:
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Εφόσον ο λογάριθμος έχει όριο 
[image: image181.wmf]1

, ο αρχικός όρος θα έχει όριο:
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Με τον ίδιο τρόπο, ή με αλλαγή μεταβλητής:
[image: image183.wmf]n
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, βρίσκουμε το γενικό όριο:



[image: image184.wmf]ρ

nm

ρ

ρ1

11e

nm

éù

æöæö

+=+®

êú

ç÷ç÷

èøèø

êú

ëû


2. Για να λύσουμε την απροσδιοριστία 
[image: image185.wmf]x0
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 όταν 
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, παίρνουμε τον λογάριθμο και βρίσκουμε 
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 από προηγούμενη άσκηση. Επομένως 
[image: image188.wmf]x0

xe1

®=

. Εξάλλου έχουμε:
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5. Γραμμική προσέγγιση ή γραμμική επέκταση (linear approximation, linear extrapolation) μιας συνάρτησης 
[image: image191.wmf]f(x)

 σε κάποιο 
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 καλείται η γραμμική συνάρτηση η οποία στο 
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 έχει την ίδια τιμή και την ίδια παράγωγο με την 
[image: image194.wmf]f(x)

.  Εκφράζοντας την γραμμική προσέγγιση σε δυνάμεις του 
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, διαπιστώνουμε ότι δίνεται από τον τύπο:
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Το γράφημά της είναι η εφαπτόμενη ευθεία στο αντίστοιχο σημείο της καμπύλης. Λέμε ότι για τιμές του 
[image: image197.wmf]x

 γειτονικές του 
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, η τιμή της προσεγγίζει την τιμή της συνάρτησης, «καλλίτερα» από κάθε άλλη γραμμική συνάρτηση.  Γράφουμε:
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  όταν  
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Παράδειγμα.  Θα υπολογίσουμε τις γραμμικές προσεγγίσεις των παρακάτω συναρτήσεων σε χαρακτηριστικά σημεία τους: 

Στο 
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Στο 
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Π.χ.  
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γραμμικές προσεγγίσεις

[image: image220.wmf]#


6. Διαφορικά. Θεωρούμε μια συνάρτηση 
[image: image221.wmf]yf(x)

=

 και το γράφημά της στο επίπεδο. Αρχίζοντας από κάποιες αρχικές τιμές:
[image: image222.wmf]{x,y}

, ονομάζουμε  μεταβολές (changes, differences): 


[image: image223.wmf]{

Δx,Δy}


τις μετατοπίσεις πάνω στη καμπύλη. Αντίστοιχα, ονομάζουμε διαφορικά (differentials):


[image: image224.wmf]dx,dy


τις μετατοπίσεις πάνω στην εφαπτόμενη ευθεία της καμπύλης, στο ίδιο σημείο. 


[image: image225]
                       μεταβολές                             διαφορικά

Σε αντίθεση με τις μεταβολές τα διαφορικά έχουν μεταξύ τους απλή σχέση διότι ο λόγος τους ισούται με την παράγωγο στο συγκεκριμένο σημείο:



[image: image226.wmf]dyy(x)dx
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Οι δύο έννοιες: {μεταβολές, διαφορικά}, συμπίπτουν μόνο για τις γραμμικές εξισώσεις. Στη γενική περίπτωση τα διαφορικά θεωρούνται ως προσεγγίσεις των μεταβολών όταν αυτές είναι μικρές, με την παρακάτω έννοια που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού της παραγώγου:

Αν για την ανεξάρτητη μεταβλητή πάρουμε το διαφορικό ίσο με τη μεταβολή τότε για την εξαρτημένη μεταβλητή το διαφορικό προσεγγίζει την μεταβολή της, με την έννοια ότι ο λόγος τους τείνει στο 1:


Αν 
[image: image227.wmf]Δxdx0
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 τότε 
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 εφόσον 
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, δηλαδή 
[image: image230.wmf]f(x)0
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Με την παραπάνω έννοια τα διαφορικά ονομάζονται και οριακές μεταβολές (marginal changes). Λέμε επίσης ότι τα διαφορικά δίνουν μια εκτίμηση (estimate) των μεταβολών. Σε πολλές περιπτώσεις μας ενδιαφέρει μόνο το πρόσημο των μεταβολών.  Συμπεραίνουμε από την παραπάνω σχέση ότι:

Για μικρά 
[image: image231.wmf]Δxdx
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 το πρόσημο της μεταβολής 
[image: image232.wmf]Δy

 συμπίπτει με το πρόσημο του διαφορικού 
[image: image233.wmf]dy

 αν το τελευταίο είναι μη μηδενικό, δηλαδή στα σημεία με μη μηδενική παράγωγο. 

Παράδειγμα. Αν 
[image: image234.wmf]2
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,  βρίσκουμε: 
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Π.χ.  στο 
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 με 
[image: image238.wmf]Δxdx0.1

==

, βρίσκουμε 
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, και:
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Τα διαφορικά προσεγγίζουν τις μεταβολές με τον ίδιο τρόπο που οι γραμμικές προσεγγίσεις προσεγγίζουν τις συναρτήσεις, παραβλέποντας τους όρους ανώτερης τάξης οι οποίοι για «μικρές μεταβολές» είναι σχετικά ασήμαντοι.

Παράδειγμα. Για την εκθετική συνάρτηση 
[image: image242.wmf]x
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, θα βρούμε το διαφορικό της σε τυχόν σημείο αρχίζοντας από την μεταβολή, χρησιμοποιώντας τον γνωστό τύπο γραμμικής προσέγγισης:
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 είναι μικρό: 
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Έχουμε:
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