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1α.3  Παραγώγιση
1. Κλίση (slope) μιας ευθείας στο επίπεδο καλείται η τριγωνομετρική εφαπτομένη της γωνίας 
[image: image1.wmf]φ

:
[image: image2.wmf]tan
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, που σχηματίζει η ευθεία με τον οριζόντιο θετικό 
[image: image3.wmf]x
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ημιάξονα, όπως φαίνεται στα δύο πρώτα γραφήματα του παρακάτω σχήματος. Γεωμετρικά, μετράει την μεταβολή του 
[image: image4.wmf]y

 όταν το 
[image: image5.wmf]x

 αυξηθεί κατά μία μονάδα, ανεξάρτητα της αρχικής τιμής του, όπως φαίνεται στα παρακάτω γραφήματα. Εκτός από την κατακόρυφη ευθεία που έχει άπειρη κλίση: 
[image: image6.wmf]m
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, μια ευθεία με κλίση 
[image: image7.wmf]m

 παριστάνεται με γραμμική συνάρτηση της μορφής:


[image: image8.wmf]ymx
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Δηλαδή, ο συντελεστής 
[image: image9.wmf]m

 ισούται με την κλίση της ευθείας. 

[image: image10] 

κλίση ευθείας: 
[image: image11.wmf]mtan
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2. Μεταβολές.  Σε πολλές εφαρμογές αντί των τιμών των μεταβλητών μας ενδιαφέρουν οι μεταβολές τους  από κάποιες αρχικές τιμές.  Αν οι μεταβλητές 
[image: image12.wmf]{x,y}

 συνδέονται με μια σχέση συνάρτησης, τότε οι μεταβολές τους 
[image: image13.wmf]{

Δx,Δy}

 θα συνδέονται επίσης με μια σχέση συνάρτησης, ως εξής.

    
[image: image14.wmf]yf(x)
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Έτσι σε κάθε 
[image: image15.wmf]x

 το 
[image: image16.wmf]Δy

 είναι συνάρτηση του 
[image: image17.wmf]Δx

. Ο λόγος των μεταβολών καλείται

    
[image: image18.wmf]ΔyΔf(x)

ΔxΔx

=

:  μέσος ρυθμός μεταβολής

Γεωμετρικά παριστάνεται με την κλίση της χορδής που συνδέει το αρχικό σημείο 
[image: image19.wmf](x,y)

 με το τελικό 
[image: image20.wmf](x

Δx,yΔy)
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, όπως φαίνεται στο πρώτο γράφημα του παρακάτω σχήματος. 

[image: image21]
κλίση χορδής και κλίση εφαπτομένης
Για γραμμικές συναρτήσεις ο λόγος αυτός είναι σταθερός ανεξάρτητα του 
[image: image22.wmf]x

 και του 
[image: image23.wmf]Δx

 και δίνεται από την κλίση της ευθείας του γραφήματος:
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Έτσι για γραμμικές συναρτήσεις ο μέσος ρυθμός μεταβολής δίνεται από την κλίση της ευθείας. 
3. Ρυθμός μεταβολής. Γενικά, ο λόγος των μεταβολών:
[image: image25.wmf]Δy/Δx

, εξαρτάται από το αρχικό 
[image: image26.wmf]x

 καθώς και από την ίδια τη μεταβολή 
[image: image27.wmf]Δx

.  Στο όριο: 
[image: image28.wmf]Δx0
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, βρίσκουμε ένα μέγεθος που δεν εξαρτάται από το 
[image: image29.wmf]Δx

, το οποίο παριστάνεται με



[image: image30.wmf]y(x)
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 ή 
[image: image31.wmf]dy
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Καλείται (οριακός) ρυθμός μεταβολής ή παράγωγος της 
[image: image32.wmf]y

 ως προς 
[image: image33.wmf]x

 (marginal rate of change, derivative).  Επίσης καλείται και κλίση της καμπύλης στο συγκεκριμένο σημείο. Γεωμετρικά ισούται με την κλίση της εφαπτόμενης ευθείας στη καμπύλη της συνάρτησης στο αντίστοιχο σημείο:
[image: image34.wmf](x,y)

, όπως φαίνεται στο δεύτερο γράφημα του παραπάνω σχήματος. Συχνά μελετούμε τις παραγώγους συναρτήσεων 
[image: image35.wmf]f(x)

 ανεξάρτητα από τις σχέσεις μεταξύ μεταβλητών, οπότε γράφουμε:

     
[image: image36.wmf]f(x)
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 ή 
[image: image37.wmf]df

Δf(x)

lim

dx

Δx

=

   

Παράδειγμα.  Αν 
[image: image38.wmf]2
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,  τότε:
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Επομένως: 

[image: image40.wmf]2
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Π.χ. 
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 όταν 
[image: image44.wmf]Δx0
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.
Επομένως η παράγωγος στο 
[image: image45.wmf]x2
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 είναι 
[image: image46.wmf]y(2)3
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. 
Γενικότερα στο τυχόν 
[image: image47.wmf]x

, βρίσκουμε:
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 όταν 
[image: image49.wmf]Δx0
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Επομένως: 
[image: image50.wmf]¢
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, δηλαδή 
[image: image51.wmf]2
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4. Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων. Υπολογίζοντας την παράγωγο μιας συνάρτησης 
[image: image53.wmf]f(x)

 στα διάφορα 
[image: image54.wmf]x

, βρίσκουμε μια νέα συνάρτηση:

    
[image: image55.wmf]f(x)
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[image: image56.wmf]
η οποία καλείται επίσης παράγωγος.  Από τον ορισμό και από τις ιδιότητες παραγώγισης που θα μελετήσουμε παρακάτω βρίσκουμε για τις παραγώγους των βασικών συναρτήσεων τους εξής τύπους:
1.
[image: image57.wmf](c)0
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, η σταθερή συνάρτηση έχει μηδενική παράγωγο

2.
[image: image58.wmf](mx

β)m
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, η γραμμική συνάρτηση έχει σταθερή παράγωγο

3. 
[image: image59.wmf]xx
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4. 
[image: image60.wmf]αα1
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, για όλες τις δυνάμεις 
[image: image61.wmf]α


5. 
[image: image62.wmf]2
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Απόδειξη.  

3. Ο τύπος 
[image: image63.wmf]xx
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 αποδεικνύεται απευθείας από τον ορισμό και τις ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης:

    
[image: image64.wmf]xx
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 όταν 
[image: image65.wmf]Δx0
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Χρησιμοποιήσαμε το όριο από τον ορισμό της βάσης 
[image: image66.wmf]e
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 ή  ισοδύναμα 
[image: image68.wmf]h
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, όταν 
[image: image69.wmf]h0
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Στη συνέχεια βρίσκουμε την παράγωγο της 
[image: image70.wmf]lnx

 ως αντίστροφης της 
[image: image71.wmf]x

e

, σύμφωνα με τον κανόνα αντιστροφής που θα δούμε παρακάτω.

4. Για την παράγωγο των δυνάμεων χρησιμοποιούμε την παράσταση: 

    
[image: image72.wmf]ααnx
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και τον κανόνα σύνθετης παραγώγισης που θα δούμε παρακάτω. 

5. Ο τύπος 
[image: image73.wmf](sinx)cosx
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, αποδεικνύεται από τον ορισμό της παραγώγου, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του συνημιτόνου αθροίσματος:




[image: image74.wmf]sin(AB)sinAcosAcosAsinB

+=+


Βρίσκουμε: 
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Τέλος χρησιμοποιούμε και τα όρια: 


[image: image76.wmf]cosh1
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,  
[image: image77.wmf]sinh
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   όταν 
[image: image78.wmf]h0
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τα οποία προκύπτουν από τον γεωμετρικό χαρακτηρισμό των τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Αντίστοιχα αποδεικνύεται και ο τύπος για την παράγωγο του συνημιτόνου. Τέλος η παράγωγος της συνάρτησης εφαπτομένης, προκύπτει από τον τύπο για την παράγωγο διαίρεσης που θα δούμε παρακάτω.


[image: image79.wmf]#


5. Κανόνες παραγώγισης.  Από τις παραγώγους των βασικών συναρτήσεων βρίσκουμε παραγώγους περισσότερο σύνθετων συναρτήσεων,  χρησιμοποιώντας τους παρακάτω κανόνες,  που αφορούν τις ιδιότητες της παραγώγου ως προς τις διάφορες πράξεις  μεταξύ συναρτήσεων:

1 
[image: image80.wmf][
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, γραμμικός συνδυασμός, 
    ειδικότερα: 
[image: image81.wmf][
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2. 
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3. 
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, πηλίκο
Απόδειξη.  
Θα εξετάσουμε μόνο το 2 χρησιμοποιώντας για ευκολία αντί των συναρτήσεων τις αντίστοιχες εξαρτημένες μεταβλητές: 

    
[image: image84.wmf]yf(x),zg(x)yzf(x)g(x)
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Θεωρώντας αντίστοιχες μεταβολές 
[image: image85.wmf]{
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 από κάποιες αρχικές τιμές, βρίσκουμε: 
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στο όριο όταν 
[image: image87.wmf]Δx0
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Παράδειγμα. 

1.  
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6.  
[image: image97.wmf]2
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, για 
[image: image98.wmf]x0

>

 (μετατρέψαμε σε 
[image: image99.wmf]ln
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7. 
[image: image100.wmf](xlnx)(x)lnxx(lnx)1lnxx(1/x)lnx1
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, για 
[image: image101.wmf]x0
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[image: image102.wmf]#


6. Αλυσωτή παράγωγος.  Αν έχουμε σύνθεση, όπου το 
[image: image103.wmf]z

 είναι συνάρτηση του 
[image: image104.wmf]y

 και το 
[image: image105.wmf]y

 συνάρτηση του 
[image: image106.wmf]x
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[image: image107.wmf]zf(y)
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[image: image108.wmf]yg(x)
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τότε οι αντίστοιχες μεταβολές θα ικανοποιούν τη σχέση:


[image: image109.wmf]ΔzΔzΔy
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Παίρνοντας το όριο όταν 
[image: image110.wmf]Δx0
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, θα έχουμε επίσης 
[image: image111.wmf]Δy0
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, και βρίσκουμε ότι:

Η παράγωγος της σύνθεσης συναρτήσεων ισούται με το γινόμενο των επιμέρους παραγώγων.

[image: image112.wmf]dzdzdy

dxdydx
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: αλυσωτή παράγωγος (chain derivative) 

Αν χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό των συναρτήσεων, τότε ο τύπος αλυσωτής παραγώγισης θα πάρει την μορφή:

      
[image: image113.wmf]f(g(x))f(g(x))g(x)
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Παρατηρούμε ότι στο αριστερό μέρος πρώτα αντικαθιστούμε 
[image: image114.wmf]g(x)

 και μετά παραγωγίζουμε, ενώ στο δεξιό μέρος πρώτα παραγωγίζουμε και μετά αντικαθιστούμε 
[image: image115.wmf]g(x)

. Εφαρμόζοντας τον κανόνα αλυσωτής παραγώγισης στους βασικούς τύπους βρίσκουμε τους παρακάτω σύνθετους τύπους παραγώγισης:

1. 
[image: image116.wmf]αα1

[f(x)]

αf(x)f(x)

-

¢¢

=


2. 
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3. 
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Παράδειγμα.

1. 
[image: image119.wmf]222
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Το ίδιο θα βρούμε αν απλοποιήσουμε πρώτα τη συνάρτηση, στη μορφή:
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3. 
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 (μετατρέπουμε σε νεπέρια βάση)
4. 
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7. Παράγωγος  αντίστροφης.  Αν μια συνάρτηση 
[image: image126.wmf]yy(x)
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 είναι γνήσια μονότονη σε κάποιο διάστημα, τότε η αντίστροφη συνάρτηση 
[image: image127.wmf]xx(y)

=

 θα έχει ως παράγωγο την ανάστροφο της αρχικής, στα ίδια 
[image: image128.wmf](x,y)
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Η παραπάνω σχέση βρίσκεται παίρνοντας όρια στις αντίστοιχες σχέσεις μεταξύ των μεταβολών:
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Αν χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό των συναρτήσεων, και θεωρήσουμε μια συνάρτηση 
[image: image132.wmf]f(x)

 με αντίστροφη 
[image: image133.wmf]1
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, τότε η σχέση αντίστροφης παραγώγου παίρνει τη μορφή:
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Έτσι, στο αριστερό μέρος πρώτα αντιστρέφουμε και μετά παραγωγίζουμε ενώ στο δεξιό μέρος πρώτα παραγωγίζουμε. Οι παραπάνω τύποι μας επιτρέπουν να υπολογίσουμε τις παραγώγους αντίστροφων συναρτήσεων από τις παραγώγους των αρχικών.

Παράδειγμα. Θα επαληθεύσουμε τους τύπους αντίστροφης παραγώγου σε γνωστές συναρτήσεις.

1. 
[image: image135.wmf]yx
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[image: image136.wmf]2
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. Επομένως:
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2. Η 
[image: image139.wmf]ylnx
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.  Επομένως:
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[image: image142.wmf]#


Παράδειγμα. Ο τύπος αντίστροφης παραγώγου μπορεί να χρησιμοποιηθεί και σε πολυσήμαντες αντίστροφες. Θεωρούμε τη συνάρτηση: 


[image: image143.wmf]2
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Η (δισήμαντη) αντίστροφή της θα έχει παράγωγο:
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Π.χ. για 
[image: image145.wmf]y6
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 βρίσκουμε δύο σημεία. Στο 
[image: image146.wmf]x1
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 θα έχουμε 
[image: image147.wmf]x1/6
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, ενώ στο συμμετρικό: 
[image: image148.wmf]x5
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  θα έχουμε 
[image: image149.wmf]¢
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. Υπολογίσαμε τις παραγώγους της αντίστροφης χωρίς να την έχουμε βρει. Μπορούμε να επαληθεύσουμε, βρίσκοντας πρώτα την αντίστροφη συνάρτηση και παραγωγίζοντας στη  συνέχεια. Λύνουμε ως προς 
[image: image150.wmf]x

:
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Επομένως:
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Κάθε φορά επιλέγουμε το ένα από τα δύο πρόσημα για το 
[image: image153.wmf]x

 και για το αντίστοιχο
[image: image154.wmf]x
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.
Παρατήρηση. Όσον αφορά το γράφημα της 
[image: image155.wmf]=
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, η παράγωγος 
[image: image156.wmf]¢
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 ισούται με την κλίση της εφαπτόμενης ευθείας ως προς τον 
[image: image157.wmf]-
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άξονα, ενώ η  παράγωγος 
[image: image158.wmf]¢
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 ισούται με την κλίση της εφαπτόμενης ευθείας ως προς τον 
[image: image159.wmf]-
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άξονα.
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[image: image161]
αντιστροφή συνάρτησης
8. Παράγωγοι αντίστροφων τριγωνομετρικών. Χρησιμοποιώντας τον κανόνα αντίστροφης παραγώγου, θα δείξουμε ότι οι παράγωγοι των αντίστροφων τριγωνομετρικών συναρτήσεων δίνονται από τους τύπους:
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Απόδειξη. 
1. Η συνάρτηση 
[image: image168.wmf]yarcsinx
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  με  
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 . Ο τύπος αντίστροφης παραγώγου μας δίνει :
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Χρησιμοποιήσαμε την ταυτότητα:
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αλλά πήραμε τη θετική ρίζα διότι στο διάστημα: 
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, το συνημίτονο είναι θετικό. 

2. Η συνάρτηση 
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 είναι αντίστροφη της  
[image: image175.wmf]xtany

=

  με  
[image: image176.wmf]π/2yπ/2

-<<

 . Ο τύπος αντίστροφης παραγώγου μας δίνει :
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