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1α.2   Ιδιότητες Συναρτήσεων
1. Σύνθεση.  Αρχίζοντας με τις βασικές συναρτήσεις και εκτελώντας τις γνωστές αλγεβρικές πράξεις:


[image: image1.wmf]fg,fg,fg,f/g

+-


σχηματίζουμε άλλες συναρτήσεις πιο πολύπλοκες που έχουν διάφορες επιθυμητές ιδιότητες. Μια περισσότερο σύνθετη πράξη είναι η σύνθεση (composition) δύο συναρτήσεων, η οποία ορίζεται ως εξής:

    
[image: image2.wmf]fg(x)f(g(x))

=

o


δηλαδή στην 
[image: image3.wmf]f(x)

, αντικαθιστούμε το 
[image: image4.wmf]x

 με την παράσταση 
[image: image5.wmf]g(x)

. Στις εφαρμογές, η διαδοχική εξάρτηση διαφόρων μεγεθών εκφράζεται με τη σύνθεση των αντίστοιχων συναρτήσεων:

Αν 
[image: image6.wmf]yf(x)

=

 &  
[image: image7.wmf]xg(z)

=

, τότε  
[image: image8.wmf]yf(g(z))

=


Μπορούμε να εκφράσουμε τη παραπάνω σύνθεση χωρίς τα σύμβολα των συναρτήσεων, ως εξής:


Αν 
[image: image9.wmf]yy(x)

=

 & 
[image: image10.wmf]xx(z)

=

, τότε 
[image: image11.wmf]yy(z)

=


Δηλαδή:

Αν το 
[image: image12.wmf]y

 είναι συνάρτηση του 
[image: image13.wmf]x

 και το 
[image: image14.wmf]x

 είναι συνάρτηση του 
[image: image15.wmf]z

, τότε το 
[image: image16.wmf]y

 είναι επίσης συνάρτηση του 
[image: image17.wmf]z

.

Παράδειγμα

1. 
[image: image18.wmf]2

f(x)x

=

 και 
[image: image19.wmf]2

g(x)x1f(g(x))(x1)

=-Þ=-


2. Η 
[image: image20.wmf]2

x

h(x)e

=

είναι σύνθεση της 
[image: image21.wmf]x

f(x)e

=

 με την 
[image: image22.wmf]2

g(x)x

=


3. Αν 
[image: image23.wmf]2

yx

=

 και 
[image: image24.wmf]xz1

=-

, τότε 
[image: image25.wmf]2

y(z1)

=-



[image: image26.wmf]#


2. Μετασχηματισμοί (transformations). Σε πολλές περιπτώσεις το γράφημα της συνάρτησης που προκύπτει μετά την εφαρμογή μιας πράξης βρίσκεται με κάποιον αντίστοιχο γεωμετρικό  μετασχηματισμό του αρχικού γραφήματος. Αναφέρουμε ειδικά τις παρακάτω περιπτώσεις:

Άθροισμα: 
[image: image27.wmf]f(x)g(x)

+

, σε κάθε 
[image: image28.wmf]x

 προσθέτουμε τα δύο ύψη

Πολλαπλάσιο: 
[image: image29.wmf]αf(x)

, πολλαπλασιάζουμε τα ύψη με τον συντελεστή 
[image: image30.wmf]α

. Ειδικότερα, η 
[image: image31.wmf]f(x)

-

 είναι η συμμετρική της 
[image: image32.wmf]f(x)

 ως προς τον οριζόντιο άξονα, διότι πολλαπλασιάζουμε τα ύψη με 
[image: image33.wmf]1

-

. 
Οριζόντια μετατόπιση: 
[image: image34.wmf]f(x

α)

-

, όπου το γράφημα της 
[image: image35.wmf]f(x)

 μετατοπίζεται οριζοντίως κατά 
[image: image36.wmf]α

, διότι η τιμή της νέας συνάρτησης στο 
[image: image37.wmf]x

 δίνεται από την τιμή της αρχικής στο 
[image: image38.wmf]x

α

-

. Η μετατόπιση είναι προς τα δεξιά αν το 
[image: image39.wmf]α

 είναι θετικό, προς τα αριστερά αν είναι αρνητικό. Έτσι στο τρίτο γράφημα του παρακάτω σχήματος το γράφημα της 
[image: image40.wmf]x

 μετατοπίζεται προς τα αριστερά. 

[image: image41] 

                 
[image: image42.wmf]1

(x1)

x

-+

                    
[image: image43.wmf]x2x

®

                
[image: image44.wmf]xx1

®+


μετασχηματισμοί
3. Μονοτονία. Μια συνάρτηση 
[image: image45.wmf]f(x)

 καλείται:

    αύξουσα (increasing), αν 
[image: image46.wmf]21

xx

>

 συνεπάγεται  
[image: image47.wmf]21

f(x)f(x)

³

 

    φθίνουσα (decreasing), αν 
[image: image48.wmf]21

xx

>

 συνεπάγεται  
[image: image49.wmf]21

f(x)f(x)

£


Μια συνάρτηση καλείται μονότονη (monotone) αν είναι είτε αύξουσα είτε φθίνουσα.  Δηλαδή, συμβατικά μια μονότονη συνάρτηση μπορεί να έχει και διαστήματα σταθερότητας.  Αν δεν έχει, τότε οι παραπάνω ανισότητες είναι γνήσιες και λέμε ότι η συνάρτηση είναι γνήσια μονότονη (strictly monotone). Έτσι μια συνάρτηση είναι: 


γνήσια αύξουσα, αν 
[image: image50.wmf]21

xx

>

 συνεπάγεται 
[image: image51.wmf]21

f(x)f(x)

>



γνήσια φθίνουσα, αν 
[image: image52.wmf]21

xx

>

 συνεπάγεται 
[image: image53.wmf]21

f(x)f(x)

<


Για τη σταθερή συνάρτηση λέμε συμβατικά ότι είναι και αύξουσα και φθίνουσα αλλά βέβαια όχι γνήσια.

Παράδειγμα.

1. Οι συναρτήσεις:


[image: image54.wmf]α

{x

 με 
[image: image55.wmf]α0}

>

,  
[image: image56.wmf]x

{

α

 με 
[image: image57.wmf]α1}

>

,  
[image: image58.wmf]α

{logx

με 
[image: image59.wmf]α1}

>


είναι όλες γνήσια αύξουσες

2. Οι συναρτήσεις:


[image: image60.wmf]α

{x

 με  
[image: image61.wmf]α0}

<

,  
[image: image62.wmf]x

{

α

-

με 
[image: image63.wmf]α1}

>

,  
[image: image64.wmf]αα

{log(1/x)logx,  

με α1}

=->


είναι όλες γνήσια φθίνουσες


[image: image65.wmf]#


Γενικά σε μια συνεχή συνάρτηση διακρίνουμε διάφορα τμήματα μονοτονίας. Τα σημεία όπου η μονοτονία αλλάζει καλούνται τοπικά ακρότατα (local extrema). Ένα τοπικό ακρότατο είναι τοπικό μέγιστο (local maxιmum)  αν η συνάρτηση από αύξουσα γίνεται φθίνουσα, τοπικό ελάχιστο (local minimum) αν η συνάρτηση από φθίνουσα γίνεται αύξουσα.  Τα τοπικά μέγιστα εναλλάσσονται με τα τοπικά ελάχιστα.

Παράδειγμα.  Ένα πολυώνυμο βαθμού 
[image: image66.wmf]ν

, έχει το πολύ 
[image: image67.wmf]ν

 διαστήματα μονοτονίας και επομένως το πολύ 
[image: image68.wmf]ν1

-

 τοπικά ακρότατα.


[image: image69.wmf]W


Οι ιδιότητες μονοτονίας και ειδικότερα η εύρεση των τοπικών ακρότατων μιας συνάρτησης αποτελεί βασικό αντικείμενο της θεωρίας του Διαφορικού Λογισμού (Differential Calculus), δηλαδή της θεωρίας παραγώγισης που θα εξετάσουμε στο επόμενο Κεφάλαιο 1β.  

4.  Αντίστροφες. Η εξίσωση συνάρτησης 
[image: image70.wmf]yf(x)

=

 εκφράζει μια σχέση μεταξύ των μεταβλητών 
[image: image71.wmf]{x,y}

 όπου σε κάθε 
[image: image72.wmf]x

 αντιστοιχεί το πολύ μία τιμή του 
[image: image73.wmf]y

, ενώ αντίστροφα σε κάθε 
[image: image74.wmf]y

 μπορεί  να αντιστοιχούν και περισσότερες από μία τιμές του 
[image: image75.wmf]x

. Εκφράζουμε αυτή την αντίστροφη σχέση γράφοντας:


[image: image76.wmf]1

xf(y)

-

=


όπου η 
[image: image77.wmf]1

f

-

 καλείται αντίστροφη (inverse) συνάρτηση της 
[image: image78.wmf]f

 .  Γενικά η 
[image: image79.wmf]1

f

-

 είναι πολυσήμαντη (multi-valued) και συχνά την αποκαλούμε αντιστοιχία (correspondence). Παρατηρούμε όμως ότι:

Aν η 
[image: image80.wmf]f

 είναι γνήσια μονότονη, τότε η 
[image: image81.wmf]1

f

-

 είναι μονοσήμαντη και γνήσια μονότονη επίσης. 

Μια συνάρτηση 
[image: image82.wmf]yf(x)

=

 και η αντίστροφή της 
[image: image83.wmf]1

xf(y)

-

=

 εκφράζουν την ίδια σχέση μεταξύ των μεταβλητών 
[image: image84.wmf](x,y)

 και επομένως έχουν το ίδιο γράφημα στο επίπεδο 
[image: image85.wmf]Oxy

. Αν όμως στην περίπτωση της αντίστροφης θέλουμε να έχουμε την μεταβλητή 
[image: image86.wmf]y

 στον οριζόντιο άξονα, τότε το γράφημα της 
[image: image87.wmf]1

xf(y)

-

=

 είναι το συμμετρικό της 
[image: image88.wmf]f

 ως προς την διαγώνιο του συστήματος συντεταγμένων. Αν μας ενδιαφέρει η συνάρτηση και όχι οι ίδιες οι μεταβλητές τότε μπορούμε να μετονομάσουμε και τους άξονες ώστε η ανεξάρτητη μεταβλητή στον οριζόντιο άξονα να είναι πάλι η 
[image: image89.wmf]x

. 

Παράδειγμα. 

1. Στο ίδιο σύστημα συντεταγμένων 
[image: image90.wmf]Oxy

 η εκθετική 
[image: image91.wmf]x

ye

=

 και η αντίστροφή της λογαριθμική 
[image: image92.wmf]xlny

=

 έχουν το ίδιο γράφημα. Αν όμως αλλάξουμε τον ρόλο των μεταβλητών και γράψουμε την αντίστροφη στην συνηθισμένη μορφή 
[image: image93.wmf]ylnx

=

, τότε το γράφημά της θα είναι το συμμετρικό της εκθετικής ως προς την διαγώνιο. 

2. Λύνοντας την εξίσωση 
[image: image94.wmf]2

yx

=

 ως προς 
[image: image95.wmf]x

, βρίσκουμε την δισήμαντη αντίστροφη:

    
[image: image96.wmf]2

yxxy

=Þ=±


3. Αν θεωρήσουμε τον περιορισμό της 
[image: image97.wmf]2

yx

=

 στο θετικό διάστημα:
[image: image98.wmf]x0

³

, τότε γίνεται γνήσια αύξουσα, και έχει μονοσήμαντη αντίστροφη: 
[image: image99.wmf]xy

=

,  επίσης γνήσια αύξουσα. Αν στη συνέχεια αλλάξουμε τον ρόλο των μεταβλητών και γράψουμε την αντίστροφη στην συνηθισμένη μορφή 
[image: image100.wmf]=

yx

, τότε το γράφημά της θα είναι το συμμετρικό ως προς την διαγώνιο της αρχικής συνάρτησης. 


[image: image101]
              
[image: image102.wmf]x

ye

xlnyylnx

=

=Þ=

                                 
[image: image103.wmf]2

yx

μεx0

xyyx

=³

=Þ=

        

αντίστροφες συναρτήσεις


[image: image104.wmf]#


5. Aντίστροφες τριγωνομετρικές (inverse trigonometric).
Η αντίστροφη συνάρτηση του ημιτόνου:



[image: image105.wmf]1

sinx

-


είναι πολυσήμαντη. Αν όμως περιορίσουμε τη συνάρτηση ημιτόνου στο διάστημα:
[image: image106.wmf][

π/2,π/2]

-

, τότε αυτή γίνεται γνήσια αύξουσα και η αντίστροφή της είναι μονοσήμαντη συνάρτηση, επίσης γνήσια αύξουσα. Την παριστάνουμε με:



[image: image107.wmf]arcsinx

 ή  
[image: image108.wmf]τοξημx


Έχουμε:

 
[image: image109.wmf]yarcsinxxsiny

=Û=

  με   
[image: image110.wmf]1x1

-££

  &  
[image: image111.wmf]π/2yπ/2

-££

  

Την εκφράζουμε λέγοντας ότι 
[image: image112.wmf]y

 είναι το τόξο (arc), δηλαδή η γωνία σε ακτίνια  που έχει ημίτονο 
[image: image113.wmf]x

 και βρίσκεται στο παραπάνω διάστημα.


[image: image114]
                 sinx                                                      arcsinx
αντίστροφη τριγωνομετρική
Δίνουμε μερικές ενδεικτικές τιμές της παραπάνω αντίστροφης τριγωνομετρικής συνάρτησης:


[image: image115.wmf]arcsin00,arcsin(1/2)

π/6,arcsin(1/2)π/4,a

rcsin(1)

π/2

====


Η συνάρτηση είναι περιττή, οπότε στα αρνητικά των παραπάνω σημείων έχει τις αντίστοιχες αρνητικές τιμές:


[image: image116.wmf]arcsin(x)arcsinx

-=-



[image: image117]
                  tanx







arctanx
αντίστροφη τριγωνομετρική
Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται και η αντίστροφη της εφαπτομένης:



[image: image118.wmf]arctanx

 ή  
[image: image119.wmf]τοξεφx

,

με τη σχέση:


[image: image120.wmf]yarctanxxtany

=Û=

  με  
[image: image121.wmf]x

-¥<<+¥

 και 
[image: image122.wmf]π/2yπ/2

-<<


Την εκφράζουμε λέγοντας ότι 
[image: image123.wmf]y

 είναι το τόξο, δηλαδή η γωνία σε ακτίνια  που έχει εφαπτομένη 
[image: image124.wmf]x

 και βρίσκεται στο παραπάνω διάστημα.  Αναφέρουμε και τις ενδεικτικές τιμές: 


[image: image125.wmf]arctan00,arctan(1)

π/4,arctan()π/2

==+¥=


6. Συνεχής (continuous), καλείται μια συνάρτηση αν το γράφημα της δεν έχει διακοπές και επιπλέον είναι φραγμένη σε κάθε φραγμένο διάστημα. Αντίθετα λέμε ότι μια συνάρτηση 
[image: image126.wmf]f(x)

 έχει στο 
[image: image127.wmf]0

x

:

1.  Άπειρη ασυνέχεια (infinite discontinuity), αν 
[image: image128.wmf]f(x)

®¥

 όταν 
[image: image129.wmf]0

xx

®

, όπως στο πρώτο γράφημα του παρακάτω σχήματος. Αν μια συνάρτηση εκφράζεται ως κλάσμα δύο συναρτήσεων: 
[image: image130.wmf]f(x)g(x)/h(x)

=

 τότε τα μηδενικά του παρανομαστή:
[image: image131.wmf]h(x)0

=

, είναι σημεία άπειρης ασυνέχειας της 
[image: image132.wmf]f(x)

.

2.  Βηματική ασυνέχεια (step discontinuity), αν τα πλευρικά όρια της 
[image: image133.wmf]f(x)

 υπάρχουν αλλά δεν συμπίπτουν όταν 
[image: image134.wmf]0

xx

®

, όπως στο δεύτερο γράφημα του παρακάτω σχήματος. Σ’ αυτή την περίπτωση ονομάζουμε βήμα της ασυνέχειας, τη διαφορά: 

    
[image: image135.wmf]+-

=-

00

αlimf(x)limf(x)


Στο παρακάτω γράφημα το βήμα της ασυνέχειας είναι θετικό.

[image: image136] 

              άπειρη ασυνέχεια                    βηματική ασυνέχεια

ασυνέχειες συνάρτησης
Αν μια συνάρτηση είναι τμηματικά ορισμένη, τότε στα σημεία ένωσης μπορεί να εμφανιστεί βηματική ασυνέχεια. Σημειωτέον ότι αυτό δεν συμβαίνει στις συναρτήσεις 
[image: image137.wmf]{max,min}

. Σε πολλές περιπτώσεις θεωρούμε ότι στο σημείο μιας βηματικής ασυνέχειας η συνάρτηση μπορεί να πάρει όλες τις ενδιάμεσες τιμές οπότε δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένη σαυτό το σημείο. 

Παράδειγμα.  Όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, η συνάρτηση:


[image: image138.wmf]όταν όταν

2

y{0   x0},  {1x    x0}

==+>


είναι γνήσια αύξουσα με βηματική ασυνέχεια στο σημείο 
[image: image139.wmf]x0

=

. Η αντίστροφή της είναι:



[image: image140.wmf]ότανόταν

x{0    y0},  {y1    y1}

==-³


Το πεδίο ορισμού της αντίστροφης έχει κενό, δηλαδή δεν είναι διάστημα. Αν επεκτείνουμε την αρχική ώστε να καλύψει την βηματική ασυνέχεια παίρνοντας και τις ενδιάμεσες τιμές, τότε η αντίστροφη θα είναι ορισμένη σε διάστημα:



[image: image141.wmf]ότανόταν

x{0    0y1,  y1    y1}

=££-³

 

[image: image142]
αντίστροφη με βηματική ασυνέχεια

[image: image143.wmf]#


7. Μηδενικά μιας συνάρτησης καλούνται τα σημεία στα οποία η τιμή της είναι μηδενική:


[image: image144.wmf]f(x)0

=


Τα μηδενικά μπορούν να βρεθούν είτε αναλυτικά λύνοντας την εξίσωση, είτε αριθμητικά χρησιμοποιώντας κάποιον προσεγγιστικό αλγόριθμο. Επίσης μπορούν να μελετηθούν και γραφικά ως τα σημεία όπου το γράφημα της συνάρτησης κόβει τον 
[image: image145.wmf]x

-

άξονα. Μια γνήσια μονότονη συνάρτηση έχει το πολύ ένα μηδενικό. Τα μηδενικά μιας συνεχούς συνάρτησης χωρίζουν το διάστημα ορισμού σε υποδιαστήματα, σε καθένα από τα οποία η συνάρτηση έχει ένα συγκεκριμένο πρόσημο. Μπορούμε να καθορίσουμε το πρόσημο ελέγχοντας ένα σημείο του διαστήματος. Η ιδιότητα αυτή βασίζεται στο:

Θεώρημα ενδιαμέσου τιμής (intermediate value theorem)
Αν μια συνεχής συνάρτηση έχει γνήσια αντίθετο πρόσημο σε δύο σημεία τότε σε κάποιο ενδιάμεσο σημείο θα μηδενίζεται. 

Παράδειγμα.

1. Η 
[image: image146.wmf]2

f(x)xxx(1x)

=-=-

 έχει τα μηδενικά: 
[image: image147.wmf]12

x0,x1

==

. 

Η συνάρτηση έχει θετικές τιμές στα διαστήματα 
[image: image148.wmf]x0

£

ή 
[image: image149.wmf]x1

³

, και αρνητικές στο ενδιάμεσο διάστημα 
[image: image150.wmf]0x1

££

.

2. Η  
[image: image151.wmf]32

f(x)xx1

=-++

  έχει τις τιμές: 
[image: image152.wmf]f(0)1

=

, 
[image: image153.wmf]f(2)3

=-

.
Εφόσον είναι συνεχής με αντίθετο πρόσημο στα δύο σημεία, θα έχει τουλάχιστον ένα γνήσια ενδιάμεσο μηδενικό:
[image: image154.wmf]1x2

<<

, με 
[image: image155.wmf]f(x)0

=

. 

3. Η 
[image: image156.wmf]f(x)xlnx

=

 με διάστημα ορισμού: 
[image: image157.wmf]x0

>

, και με μηδενικό στο 
[image: image158.wmf]x1

=

, έχει αρνητικές τιμές στο διάστημα 
[image: image159.wmf]0x1

<£

 και θετικές τιμές στο διάστημα 
[image: image160.wmf]x1

³

.  


[image: image161.wmf]#


Ένα πολυώνυμο βαθμού 
[image: image162.wmf]n

 έχει το πολύ 
[image: image163.wmf]n

 μηδενικά, αλλά μπορεί να έχει και λιγότερα.


Παράδειγμα.  Η (τετραγωνική) παραβολική συνάρτηση:



[image: image164.wmf]2

f(x)

αxβxγ
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με διακρίνουσα  (discriminant):
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έχει:

1. Δύο διαφορετικά μηδενικά αν 
[image: image166.wmf]Δ0

>

, με διαφορετικό πρόσημο εντός και εκτός των δύο μηδενικών.

2. Ένα μηδενικό αν 
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 με το ίδιο πρόσημο εκατέρωθεν.

3. Κανένα μηδενικό αν 
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<

. Σαυτή την περίπτωση οι τιμές της είναι παντού, γνήσια θετικές αν 
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, γνήσια αρνητικές αν 
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. 
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μηδενικά παραβολικής: 
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 με 
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