Extipnrteg [lapaperpowv
YMomoinon toxaiag petaPAntrg

Eote 6Tt éxo pia toyata petapAntr X moo meptypd@et KAIIoo melpapa Toxng. Av 1o toxaio meipapa
exteleotel Oa mMAPOLE KATIOWD OLYKEKPLPEVT] IPAYHATIKY TP yid TNV toyata petaPinty X, m.x.
5,51621891. Avtn 1 tpr) (Sev Ba eivat Toxata petaPAntr mAéov) Aéyetat pa vAoroinor) g toxatag
petaPinug X.

Avtiototya oe eva detypa omov éxm n toxaieg petaPAnreg, av exteleotel To neipapa Oa ndapo n
IPAYPATIKEG TIEG (Tapatnproetg) onote Oa e pia vAomoinor) Tov ToXaiov Oelypatog. Xty mpdadn
YeVIKA napatnpo éva povo arod ta dvvatd detypata Kat 0 OKOIoOg T1)G OTATIOTIKIG ENAy®YHG etvat
aro n NAPATPNOElg va Bydlel COPIIEPACHA Yid TNV KATAVOpI) mOBavotntag oo mapdyet td toxdaia
Oetypata.

Av propovoa va ektedéom To melpapa dmelpeg gopes, Oa enaipva anelpa detypata, onote Oa
propovoa va Bpo v katavopr) miavotntag mov pe evolagpepet, m.Y. Tov peoo g katavoprng. H
KATAVOHI) OLXVOTIT®V aIo OAeg Tig exTeléoelg Oa ftav 1) Katavopr) mOavotnTtag mov pe evolapepet.
To gpatnpa eivat apod PIoped va napdatnprio® povo éva Oelypa avTi yia drelpa, eivat dvvatov va
Bydie oopnépaocpa yia tov mAnBoopo Bdaoet evog povo Oetypatog H amndavinon etvat vat, Kat oe anto
pe PonOdet n évvola tov Toyaiov Oeiypartos.

Toyaio Agiypa

Eote toxaia petaPAnt) X. Av éxeo n toxaieg petapAnteg Xy, Xo, . .., X, ormoo kabepia éxet v idia
katavour) pe ) X kat etvat aveSaptnteg, T0Te ALTEG Ol ToYAleg PETAPANTEG CLVIOTODV Eva TOYALO
detypa amod v toyata petapintr X.

Extipntng napapérpoo

Agdopevon evog toxaiov detyparog Xy, Xo, ..., X, amo myv toxata petapAntr X, pag evoiagepet va
EKTIH|OOVIE KATIOEG IIAPAPETPOVG VTG TG KATAVOHL|S, OIIG 0 pécog 1 = E(X) 17/ xain Staxdpavor)

0? = Var(X). Evag ektipnmg Tov ¢ yevikd Ba etvat pua ovvaptnon tov Setypatog onote Ha etvat pa
toyaia petaPAnt, n onoid mpo@avaeg Oa £xet Katavour| TV onoia Aépe Katavour| detypatoAnyiag,
Kkabog pag 6ivel elKOVA yd TV COPIIEPLPOPC TOL EKTIHNTI) Ot evaMaxTikda Setyparta. ['ia kabe drapopetiko
detypa o extipntg Ba diver pia dragopetiky) T, 1) alwwg extipnon. Kabwg yevika propodpe va
KATAOKEDAOOLIE ITOANODG EKTIPNTEG TIPETIEL VA £XOVIE KATIONA KPLTI P [IE TA OIIOL VA TOVG OLYKPIVOLHE.
Zav oovapTroelg Tov Toyaiov detypatog, Oa eapt®vial puowKd amnod TV Katavopr] mbavotntag g

X, onote 1) katavour) mbavotntag tovg Oa eSaptdtal Kat arod Tig ayveoTeg IAPAHETPOG,.

Eote évag ektpnig (X1, Xo, . .., X,,) 1} yia ooviopia f yia pia mapdpetpo . Tnpeidote 0Tt yia
Kamota vhoroinor tov toyaiov detypatog, mwy. (z1,2s, ..., x,) 1 extipnon 0a sivat 0(zy, 2, . . ., 2,,)
Kat Oa etvat xdmota npaypatiki) T (dev Oa e§aptdrat amo ayvooteg IApapeéTpons). ZNHE®OTE 0T
yla va eivat pua toyaia petapAntr) eKTipn g KAIoag IAapapeTpou, IPEet vd PITopet va brtoAoytodet
pe Baon ta ototyeia tov delypatog amoxkAeloTikd Kat povo, dnAads) va pnv e§aptatat armo dyvooteg
IIAPAPETPOVG.

EmBopnteg 1010tnTeg EKTIpN T (0€ PiKpo Oiypa)
1. Apeponyia: E(f) = 6
AnAadr) xatd péoo 0po (yia moAAa Setyparta) va Sivetl TV IPAYHATIKY] T TG IAPAPETPOD.

2. Anoteheoparotnta: Var(8) etvat 1) pikpotepr) dovar).
AnAadr xpnotpomnotet anotedeopatikd v Stabéotpn minpogopia dote 1 diacmopd yop® Ao



TV T 4 va etvatl 600 1o SuVATOV HIKPOTEPT).
Metagd 600 apepOANITOV EKTIHNTOV OLAAEYOLHE ADTOV HE TNV PIKPOTEPT dakdpavon

Av npénet va ovyKpivoope petadd 600 i) apepOAITOV EKTIUNTOV TOTE HIIOPOVLE VA XPIOLOIIOU|COVHE
TO PE0O TETPAYDOVIKO OQAApa mov Aapfdavetl vnoyn Ty pepoAnyia aAAd Kdat v SlaKOPAVor) evog
extipny. To Méoo Tetpayovikd Zedipa (Mean Squared Error) evog extipnt § yia pa mapdpetpo

0 opiletat &g

MSE(§) = E[(efo)ﬂ

TO oroio ivat 100 pe

MSE(0) = Var(d) + [B(0) - 9]2

otov E(0) — 0 etvat 1) pepoAnyia Too extipn ), 1) aA\OG To 0QAApa pepoAyiag Tov eKTiunr).

ANMA eg kataokevdlovpe ekTipnTeg Ydpyoov diagopeg pébodot onwg n Mébodog tov Pontov
oo Oa Y P1oOIIOU)COv E.

H M¢06o60¢g twv Ponwv

H p2bodog tov ponmv eivatl pia peédodog KATaoKent)§ eEKTIPNT®V OIOD €SI0®VODIE THV POII] H1dg
KATavour) pe v avtiotoly) Oetypatikn) porr. AnAadr), dedopévoo evog toyatov deityparog Xy, Xo, ..., X,
amo Vv toyaida petapAnt) X, av pag evolapepet va eKTIPNCOVHE TV napdapetpo pu = E(X) moo eivat
1] HP®TN POIII) TNG KATAVONI|G TG X HIIOPOL}IE VA XPNOLHOIOODHE TV OELYHATIKI] POIIT) IIOL eivdl 1)
L3 L X, 0av eKTpnt g npatng porrg, Snhadr) va ndpoope 4= = S0 | X

INa napadetypa av éxe éva toxato detypa X1, Xo, . . ., X, and mv toxaia petaPAnt) X ~ N(u, 0?)

onov woyvetot p = E(X)kato? = F [(X - E(X ))2} 0 EKTIHNTIG TOV POV Oa IIpoKvYEeL eSloMVOVTAG

TG 2 IPWTEG POIIEG e TIG OelypPaTiKég porIeg orote Oa ex®

X 1
#:g;)ﬁ'

2
. 1 & 1 &

2V npddn avtikablotodpe TG avapevOopeveg TIEG He PE00DG OPOLG AIIO TO TUYXALO0 Oelypd.

Katavopr) detypatoAnypiag tov Setypatikod pecoo

'Onog einapie mo nave €0t toxato oetypa X1, Xo, . .., X, ano v toyata petaPAnt) X yia v omoia
E(X) = pxat Var(X) = o2, O detypatikog peocog opiletat wg

I
X=->"X;
[t
Znpewwote 0Tt kdbe popd mov AapPdvoope éva Setypa, ot Toxaieg petaPAntég IAaipvovy KATIOeg TIHES,

Xi=21, X0 =22,...,X;, = 2,



omOTe Y1 T OLYKEKPLPEVT] DAOTION 01 TOL OElYPATOG, X1, T2, . . . , Ty, O OELYHATIKOG IIALPVEL P1A OOYKEKPHEVT)
T

AnAadn) éxoope:
X: exuypnmg To0 K,
Z: extipmnon Tov L.
H avapevopevn typr) tov X Oa eivat

n

. 1 1« 1
E(X) :E(ﬁZXZ-) — gZE(Xi) - *Zu:u
i=1 i=1 i=1
onote éxet MV id1a avapevopevn T pe kabe toxaia petaPAnm) X; nmov anotelet to toxaio detypa.
H drakopavorn tov X etvat

1 & 1 2
Var(X) =Var(— ZX Varz i fn2ZVar 7ﬁ;02:ﬁn02:%

onote 1) Srakvpavor) (Stacmopd) Tov Selypatikod péoon eivat PKpoTep:) amo v dtakvpavor kdabe
toyatag petapAng Sexoprotda. Emiong xabmg n — oo éxoope Var(X) — 0, to omoio onpatvet ot
peyaivtepa Setypata Ponbovv va mpoodlopicove TO AyVOOTO 4 pe peyaldtepn akpipeta, kabmg n
katavopr) tov X Oa tetvel va ouyKevIpOVETAl OAO KAt Mo Kovid ydp® amod To L.

H xotavopr) tov X

alk

I

‘Exovtag vmmoloyioet TV avapevopevn T Kdat v SlaKOPAavor) Tov SetyHATIKOD é0oD Opwg dev
elvat apkeTo yld vd PIop® va vroAoyife mbavotnteg.



Katavopn derypatoAnyiag too detypatikod péooo yia kavoviko mAnfoopo
Av emumAéov EEpoope OTL 1) Toyaia petaPAnt) X axolovbel v kavovikn katavopr), onote X ~
N(p, 0?) 101€ Oa ¢xovpe: )

X~N <M7 02)
Apa priopodpe va vrioAoyicovpe mOavotnTeg Iov AQopodY To OEYHATIKO PECO AV Ol IAPHETPOL
p, 02 etval yvootég.

Mapadewypal: 4= 5,02 = 1,n =16 Znpeltdvoovpe OTL TOMOMOIOVTAG EXOLHE Z = f/?/’% = 1)/(\;136 ~

N(0,1) ondte prmopd va vrohoyiom mbavotnteg Onwg:

X-5_55-5
1/v16 = 1//16

P(X >5.5) = P( ) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-®2)~1-0.9772 = 0.0228.

Mapadetypa2: pdyveoto,o? = 1,n =16 e aot) mv nepimrtoon prnoped va vroloyilo mbavotnteg
OTIKG I1.X.

X —u . 0.5
1/V/16 = 1//16

P(X > p+05) =P ( ) =P(Z>2)=1-P(Z <2) =1-3(2) ~ 1-0.9772 = 0.0228.

Emiong, xabog yia Z ~ N(0, 1) 1oyovet (amo ta mvakdaxia) ot P(—2.57 < Z < 2.57) = 0.99 €x® yevika
otu

P(-257< Z<257) = 0.99
X—p

P(—2.57 < <9257) = 0.99

& P( <2
ep(—257-Z <X —u<257-2) = 099
ST < w< 2. N = 0.

g — g

Plu—257-C <X <pu+257-2) = 0.99

“ (’“‘ Jn S SHT ﬁ)

orote apov n = 16 xat o = 1 Ba éxm
P (1 —0.6425 < X < 4 0.6425) = 0.99

SnAadr) pe mBavotnra 9% Oa éxw 0Tt X = p + 0.6425 dnhadr) pe peydhn mbavotnta 1) extipnon 7
oo Oa Idp® yia xaroo Setypa mov Oa mapatnprjoe Oa Ppioketal oe avto to dwaotnpa. ITpopavag
aotod to duaotmpa Ba enmpedletat and to péyebog Tov Setypatog kat amd to o2, Tuykekptpéva, 6o
PeYaAdTePO To delypa Kat 000 PIKPOTEP! 1) OLAKOPAVOI) TO00 PKpOTEPO To Staotnpa, apa Ba avavetat
kat 1 akpifeia g extipnong mov Oa naipve (kabaog Ba eivat mo KovId oTo ayvV®OOTo (i ITOL YPAXV®).

Tevikotepa av éx@ yua Z ~ N(0,1) prmoped va Ppm MPaypatik) T 2,2 towa oote P(Z >
2q72) = 5 omov 0 < a < 1 onote Ba ¢x@ yevika Aoym ooppetpiag ot

P(_Za/2 <Z< Za/Z) = l-«

<:>P</~L_Za/2\;-ﬁ§X§/~L+Za/2 = 1l-a

)

AN yevikd 1o 0? Ba etval ayveooto ondte Ba mpéret va B eKTINTI) KAt yid avto.



Extipntég yia mv dtakvpavorn too mAnboopov o2

Av orioBécovpe 6Tt i1 YVOOTO Kat o2 dyveoTo (mpaktikd dev oopPaivet) TOTe £vag eKTIpNTHG yida To o2

elval o IapaxKato:

o oroiog eivat apepdAnmtog yia to o? kabog

E(S) =

e[S ]

i=1

3

1
= =) B(Xi—p)?
n i=1

n

= —ZVar
= 5202

2

- g

v oovnbopévn nepimtoon Omov 1o 4 elval dyveoto, ¢vag eKTuNTg yia v Stakopavon o?
€LVl 0 EKTIPNTIG TOV POI®V OV opiletal vg:

Eivat apepoAnmrog o napandave ektpntrg [Tpooéte mpota 0Tt propovie va 1oV ypayoue OtV
axkoAovln poper)

_ %Z (X2~ 2X,X + X?)

ZX —QXZX +ZX2>

_ 1 _
X2—2Xf X; +nX?

i=1

SRS

S|

I
3|~
/\/\/\/\
Ingb

3=

Omote éxoope



- E(i}ﬁ)nE@Wﬂ
% Zj: E(X?) —nFE (XQ)]

Emtong Var(X) = E(X?) - [E(X)]? & Z = BE(X?) -2 © BE(X?) =2 + <.
Avtikabiotovtag exovpe:

AN éxoope 0Tl Var(X;) = B(X2) — [B(X,)]? < 02 = B(X2) — 2 < B(X2) = 2 + o2

B = LS04l a2+ D)
n im1 n
_ 1 2 2 2 o?
= 2 [n6e +oh = n? + 5)
1 2 2 2 2
= f[nu +no” —np 70}
n
1
n

apa Oev etvat apepoAnirrog extipntg. [ avto kat ocovr|fmg xproyponotodie Tov akoAovdo ekTipnTy),
tov omoio ovopdaloovpe Setypatiky) StaKOLPAVOL):

1 _
52:n_1§:u;—xf

i=1

o ortoiog Ba eivat apepOAnITog.

Katavopr) too 5/?/’% yia Kavoviko nminfoopo

A@ov ¢xovpe PBpet oMo va ekTipodpe v Stakdpavon o? 1o mpdPANpa Topa elval oG PIop® va
vroloyil{m mBavotnteg mov aPopPoLV Tov JetyHatiko péoo Otav ex® toxato detypa Xi, Xo, ..., X,
ano pia toyata petaPAnt) X ~ N(u, 0?) dnoo puxat o2 dyveota, al\d pe evolagpépet 1o j1. Znpeimote
OTL HIIOP® VA AIIAVTIO® ADTO TO EPAOTIHA OIS KAl PV APKEL vd SEP® TV KATAVOL] TOD

_X-u
T=5//m

010D AVTIKABIOT® TO AYVOOTO o pe v pida tov extipn) g Setypatikig Stakdpavong 52 = —- 30" (X, —
X)2. KaBawg o S elvat toyaia petaPAnt) n katavopr) tov napandve Adyoo dev a etvat tormonompévn
KAVOVIKI| KATAVOHI] OIIKG IPLV.

Exet amoderybet o1t T' ~ t,,_1 dnAadn o mapandave Aoyog akolovbel v xatavopr) ¢ (Student’s t)
Xi=X)?
o2

pe mapapetpo (Badpot ehevbepiag) n — 1. Avtod mpokvIrtet Kabpg anodetkvietat Ot Y .,

x*(n — 1). Eivat edbxolo va deite O €€ optopod Y i, (XU;Q“)z = Y"1, 722 ~ x*(n) xabag Z; ~
N(0,1), ondte TO mPONyOLHEVO amOTENeopa otV ovota Seiyvel OTL xpnotponotovtag 1o X avtt Tov
1 pewwvoope toog Pabpong eAevbeplag xatd évav, pe aMa Adyla XAavoope pid Hapaty)pnon yida va
EKTIHI|OODE TO [i.

Enopévag, kabmg n Student ¢ elval yvoot) katavour) pnopo va Ppeo Tpaypatiky) T ¢, 1 4 /2
tétowa wote P(T > t,_1 4/2) = a/2 Kat ago eivat ooppetpikr) yopo amnd to 0 Oa éxe:

P(_tnfl,a/Q <T< tnfl,a/2) = 1—a
S % S
<:>P('u_t"—17a/2\/ﬁ §X§M+tn—1,a/2\/ﬁ> = 1—-a



EmBopnteg 1010tnteg ektipntr (o€ peydalo deiypa)

1. Sovénewa: 0, — 0 xabodg n — oo
Kabmg 1o péyeBog tov detypatog peyal@vetl (n — 00) 0 EKTIN TG TelVEL va elvat o KOvVTd otnv
IAPAHETPO IOV EKTIPAL
0n—0
Var(0,)
KabBmg to péyebog tov Oetypatog peyaiavet (n — 0o) 1) KATAVOL] TOL (TOIIOHOUEVOD) EKTIMINTL
mAnotadet OAO KAt MEPLOCOTEPO OTNV KAVOVIKI] KATAVOHL).

2. AOCLPITTOTIKY] KAVOVIKOTI|TA: ~ N(0,1) kabBopgn — oo

Nopogtwv Meydhowv ApiBpov (Xovénewa too Astypatikoo Mécoo) Av X5, Xo, X3, . .. dmelpr akolovBia
aveSdaptTOV ToXaiaV petaPAntev omoov kabepia exet idta Katavour) pe pia toxata petaPAntr X omoo
E(X) = p (omov p < 00), T0TE

1 n
—E X; = E(X)=p, xabogn — oo
n

i=1

dnAadr) o detypatikog pEcog ovykAivel oto peco Tov mAndovopon!

Kevtpwko Oprako Oeopnpa Av Var(X) = o2 (0mov o? < 00) 101e

)U(/\/g ~ N(0,1), xabBmgn — co
dnAadr| yia peydlo n mpooeyylotikd Oa oxvet 0Tt
2
= g
X ~N(u, —
(s, )

Emun\éov, kabog to o2 elvat yevikd dayvooto Ba éxoope OTL yid OMO0VONIOTe OLVEIT) EKTIINTE) TOD
0% dnwg 62 = L3 X, (extpnmig g pebodov tav ponav) 1) 6% = $% = L3 | X, (Setypatiky
draxkopavor Ba éxoope

X—up

o/v/n
SnAadr), yua peydho Setypa, priopodpe mpooeyylotikd va Byadoope v Katavopr) oo X oneg oty
HEPLTT®OI IOV £XOVE KAVOVIKO IANOLOPO KAl yVmOoTr) S1aKOIAVOT), XPIOHOIIOI®VTAS TV EKTIINOon
¢ Staxvpavorng!

~ N(0,1), xabBogn — co



