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ut = E

⎛
⎝ ∑

i=0,1,2,···
βiu (ct+i) /It

⎞
⎠ = u (ct) + E

⎛
⎝ ∑

i=1,2,···
βiu (ct+i) /It
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ut = u (ct) + E (βu (ct+1) /It)
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ct = yt − ptξ

��� 
�� �	����� t# ���
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�� 
��� pt 63
�� 
� ���'"��� 
�

�	���
�������
 ���������	
�� �


maxξ [u (ct) + E (βu (ct+1) /It)]

�	�������
ct = yt − ptξ

�$���	��� �� �����"����� ��	�� 	�� 
����������
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ct+1 = yt+1 + xt+1ξ

� ��
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maxξ [u (yt − ptξ) + E (βu (yt+1 + xt+1ξ) /It)]
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u′ (ct)
∂ (yt − ptξ)

∂ξ
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βu′ (ct+1)

∂ (xt+1ξ)

∂ξ
/It
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= 0 ⇒

−u′ (ct) pt + E (βu′ (ct+1) xt+1/It) = 0
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�� �����

pt = E
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� � 	�	���
�
 	���� ��
�������	�
���
#
��
	 �
� �"�� �� ����	
����
	
 �
� �����
����������� ���
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������
��� ���������&# 
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β u′(ct+1)
u′(ct)
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	 � %2& ���������	
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���� ��� �� ��������� 	�� ����� 	�� 
����"��� ��� 	�� ����������� ������������
	��
�� ��	� 
�� �
� �
����� ��� �
�	��
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�� �����
����� 	�� �
���� ��� �����	�� 	� �����	� ����	��� 	�� �%��� 	�� �����	
����
���������
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pt = E (mt,t+1xt+1/It) %7&
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� mt,t+1 %	�����
	 ���
� 	���� 
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�
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�
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� mt,t+1 = β u′(ct+1)
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�
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�
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�
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 �����	
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�� �	��
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���� ��
���"�
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�� �	����� i# � �	
�
����
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 �	 ������
���
 �� ���	���	
�� ��� 
�� %7&

pt

Πt
= E

(
mt,t+1

Πt+1

Πt

xt+1

Πt+1
/It

)

��� ���	���	
�� �	 
�� �	��� 
�


pt

Πt

= E

(
m∗

t,t+1

xt+1

Πt+1

/It

)

���� m∗
t,t+1 = mt,t+1

Πt+1

Πt
��� �	� 	���� 
���
	 �""� ��� 
�� SDF 	�����

����� �	 �����	
 ��
���"���
 )� �������� ������	� �
� �������	
��"�
 �� �""�$���	 �����	
 �""�$��
�
 ��
�""�"� ��� 
�� SDF ����
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�
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 � %7& 
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�� ����� ����	� �
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�� �����
 �������

�� 
�� ������� �
���� t + 1# xt+1 �	� �����	� �'	'���
�
� )�
	 ���

�� %7& �� �����	 �
�

pt = E (mt,t+1/It) xt+1
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 	����� � ������� 	���� �	 '	'���
�
� �	
���# 	�� � SDF
	���� �	 ������
�
� 1 �	
���
# � 
��� pt �� 	���� �	 ������
�
� 1 �	
���#
���
	 �	 ������
�
� 1

1 = E (mt,t+1/It)
xt+1

pt

� "���
 Rs
t,t+1 = xt+1

pt
���
	"	� 
�� ��� ������ 
���
# ����"� �������


�� ���
����	��� 
�
"��# ��"��� 
� ����"�
 	��
���� ����	�� �
�
 ����
����
 �
����
 t ��� t+1 *�
� ��
 �	���	� �
� 
� 
	"	�
��� ���������$	
��
���

Rf
t,t+1 =

1

E (mt,t+1/It)

*� ��� �����	���� ��� ������� 	�	���
� ����	� �
� u (c) = c1−γ

1−γ
# ����

γ > 0 ��� �
� �����	 ������
��� �	����# 
�
	 �����������
�
 
�� %2&
��� 
�� 
	"	�
��� ����� �����	

Rf
t,t+1 =

1

βE
[(

ct

ct+1

)γ
/It

]

*� 	��������
�
 ���������	 �
� �	� �����	 �'	'���
�
� 
�
	 
� �����
���� �� ���	�

Rf
t,t+1 =

1

β

(
ct+1

ct

)γ

��
� ��� 
� ����� 	���� 	���"� �� ��������	 
� 	��
/
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��� ��
���"��
��# 
��� �	��"�
	�� 	��
���� �� ��	���
	� ����	������ �� �	���	�
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���"��� �
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���"���
 �
�
��""�� 

➢ )� ������
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��� �	 
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�
 ��
���"���
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�� 
� ���
� 	���� �1�"�#
������	� 
�� 	�	���
� �� �����$	� ��
���"��� �
� ����� ��� �	�
��"�
	�� ��
���"��� �
� ��""�� 

➢ )� ������
��� 	��
���� ��	
�$��
�� �	
��� �	 
� γ �
�� �	���
���
��� ct+1

ct
> 1 -���
����
	 �
� u′′ (c) = −γc−γ−1 ��� �
� ����


γ ↑ ∞ � �	�
	�� ��������
 �	���	
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��� ���"	��
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���	
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����# 	�� �
��
ct+1 < ct# � 	�	���
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 	���� ���
	�	�����
 �� �	��	� ��� �	�����	
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 ����	������ �� '	"
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�� �	""��
��� 
�� ��
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� � �	��	����� ����
���������� �	
��� 
������ �	
�'"�
�� %��
� x ��� y& ���$	
�� �

Cov (x, y/It) = E (xy/It) − E (x/It) E (y/It) 
�
	 ��� � %7& �������
���	
�� �


pt = E (mt,t+1/It)E (xt+1/It) + Cov (mt,t+1, xt+1/It)

A����$���	 ���
 ��� 
�� ��������	�� 	��
�
� �
� E (mt,t+1/It) =
1

Rf
t,t+1

��� ��� 
	"��� �����	

pt = E(xt+1/It)

Rf
t,t+1

+ Cov (mt,t+1, xt+1/It) %;&

� ���
 E(xt+1/It)

Rf
t,t+1

���
	"	� �
�� ����� 
�� ������� ���� 
�
 ����	���

�	��
 �
�� ����� t �������
 
�� 
�
"�� �
�� ����� t + 1 � �	��

	��
 ���
 Cov (mt,t+1, xt+1/It)# ����	� ��� �����������
 �� ����	�

Cov
(
β u′(ct+1)

u′(ct)
, xt+1/It

)
��� ���
	"	� ���������� �
�� ������� =����

�	�
	# �
� ��� 
�
 ����
�
	
 
�
 �����
���
 ���"	��
# � ������ ���"	��
	���� �	
���# 	�� � ��������
 ��
�
 ����
��� %�������� ������ ����
"	��& *�
� ������	� �
� �
�� �����	
�� � "���
 ct+1

ct
����	� � "���


u′(ct+1)
u′(ct)
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� �� ���'���	� 	�	���# ���

���	�����	 �
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�� ��
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���	 ����
 ���"	��
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�
�
 �
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"�� xt+1 �� ���	
�� ���

xt+1 = λmt,t+1 + εt+1

���� λ ∈ R ��� Cov (mt,t+1, εt+1/It) = 0 5�"���# � ������� ���
	"	�
�������� ��������� 
�� SDF ��� ���
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 �	
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pt =
E (λmt,t+1 + εt+1/It)

Rf
t,t+1

+ Cov [mt,t+1, (λmt,t+1 + εt+1) /It] =

λE2 (mt,t+1/It) + λV ar (mt,t+1/It) +
E (εt+1/It)

Rf
t,t+1

=

λ
[
E2 (mt,t+1/It) + V ar (mt,t+1/It)

]
+

E (εt+1/It)

Rf
t,t+1

��� 
	"���

pt = λ
[
E
(
m2

t,t+1/It

)]
+

E (εt+1/It)

Rf
t,t+1
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pt = E (mt,t+1) =
1

Rf
t,t+1

5�"��� � 
��� �� ����
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�
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�� �� 	���� ��� ��	���& � +	 ��
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�� �	���
��� � 	�	��
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�
 �� ����	� ��� ��"� �� ��������	� ���	
 �����	
 ��� 
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�
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 n �������� �	������# �� ������	� 
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�
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maxξ

[
u (ct) + E

(
n∑

i=1

βiu (ct+i) /It

)]

�	�������
ct = yt − ptξ

���
ct+i = yt+i + xt+iξ, ∀i = 1, ..., n
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 �����������
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 ������	

���
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���
 ��� "����
�
 �
 ���
 
�� 
��� �����	

pt = E
(∑n

i=1 βi u′(ct+i)
u′(ct)

xt+i/It

)
%<&

���� ��� ��"� ��
��
�
 mt,t+i = βi u′(ct+i)
u′(ct)

# ��"��� 
�� SDF �
 ���
 
��
i��
� �	����� �����	

pt = E (
∑n

i=1 mt,t+ixt+i/It) %>&
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�� ��	� 	�	��� �����	�� ��� �����	��� 
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����
�
��� �%���� �������
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u′(ct+i−1)
u′(ct+i−2)

· · · u′(ct+1)
u′(ct)
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pt = E
(∑n
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[∏i
j=1 mt+j−1,t+j

]
xt+i/It

)
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	����� �����	� �� ������	� �	 '	'���
�
� �
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1 = E (mt,t+n/It)
xt+n

pt

⇒

1 = E (mt,t+n/It) Rf
t,t+n ⇒

Rf
t,t+n =

1

E (mt,t+n/It)
⇒

Rf
t,t+n =

1

E (
∏n

i=1 mt+i−1,t+i/It)

)� ����� �
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��� �� ������
 �'	'���
�
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Rf
t,t+n =

1∏n
i=1 mt+i−1,t+i

=
n∏

i=1

Rf
t+i−1,t+i
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pt =
∑n

i=1
E(xt+i/It)

Rf
t,t+i

+
∑n

i=1 Cov (mt,t+i, xt+i/It) %@&
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� n ��
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� E (

∑∞
i=1 mt,t+ixt+i/It)

����"��	� 

➥ 0,����� * ,
������� +���&(�/ 63�
� �
� � ��� ���"��� 
�
"�

	���� �	
���# � ����� 	����� �������	� �
�� ������� �	����� t# ����
��	
�� �'�'��� ������� dt+i# ∀i = 1, · · · *�� 
� �������� ��� 	�����
E (

∑∞
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∞∑
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Cov (mt,t+i, dt+i/It)
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pt,n = E (mt,t+n) =
1

Rf
t,t+n

+
�� �	���
��� �� ������
 �'	'���
�
�
# �� �����	 ��� 
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pt,n =
1∏n

i=1 Rf
t+i−1,t+i

=
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i=1

pt+i−1,t+i

5�"��� � 
��� 
�
 �� ����
�� �	 
� �����	�� 
�� 
���� ���"����� ���	�
����� 
����	������ �����	��
 ���
 �	������# ��� ��"��
��� 
�� �����	��
$��
 
�
 ���
�
 

➥ 0,����� * %�����(� $�������/ 63�
� ���"���� � ����� ��
� 
��
����� 
�� 
�� �	����� t �����	
�� 
�� ��
�'�"� ���
 �������
���
 �
������
 ��
���"���
 %������
��� ���"����& �
� 
�"�
 
�
 �	������ t+
i# ∀i = 1, · · · 4 ���"���� �� �����$	
�� ����	��
 %perpetual annuity&#
��� �� ���
���
�� �
 	��


pt,∞ =
∞∑
i=1

E (mt,t+i) =
∞∑
i=1

1

Rf
t,t+i
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pt,∞ =
∞∑
i=1

pt,t+i =
∞∑
i=1

⎛
⎝ i∏

j=1

pt+j−1,t+j

⎞
⎠
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pt,∞ =
∞∑
i=1

1

(Rf)i =
∞∑
i=0

1

(Rf )i − 1 =
1

1 − 1
Rf

− 1 =
1

Rf − 1
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����
 ������

�	�������
 
�
 ��
���"���
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� 	� ��������	� �
�	����� ��" 	� ������ ��
����	�� �
� 	� xt+1−pt

pt
= Rf − 1�
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