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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I.                         Σεπηέκβξηνο 2021-22 

Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1 (4 μονάδερ)  

α) Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x)   ηεο νπνίαο ε παξάγσγνο f (x)  έρεη ην 

παξαπιεύξσο γξάθεκα. Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο f(x) θαη λα εληνπηζηεί ην 

ζεκείν ειάρηζηεο ηηκήο ηεο   
β) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) lnx αx   ζην δηάζηεκα: 1 x 2  . Να δηαπηζησζεί όηη είλαη 

θνίιε, θαη λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α  γηα ηηο νπνίεο ην κέγηζηό ηεο βξίζθεηαη ζην δεμηό ζύλνξν: 

x 2 . 

γ) Να ππνινγηζηεί ζην ζεκείν (x 1,y 1)   ε πξώηε θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο 

y y(x)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζσζε 2x y y 1    . 

δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο 

θακπύιεο (y 1) x 1   θαη ησλ ζεηηθώλ εκηαμόλσλ.  

2 (4 μονάδερ) 

α)  Να εθηηκεζεί ε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(x,y) xy  αλ νη ηηκέο ησλ {x,y}  

ειαηησζνύλ ακθόηεξεο θαηά 1% , από ηηο αξρηθέο ηηκέο  {x 1,,y 1}  .   

β)  Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα, κε ηζνζηαζκηθέο  όπσο ζην 

ζρήκα παξαπιεύξσο. Να πξνζδηνξηζηεί ε κνλνηνλία ηεο σο πξνο y , θαη λα 

δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x .    

γ) Να βξεζνύλ θαη λα ραξαθηεξηζηνύλ ηα ζηάζηκα ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο: 

 2f(x,y) 4 2xy x    

δ) Τν πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν ηεο f 4x y   κε ηνλ πεξηνξηζκό 2g x y 5   , είλαη (x 2,y 1)  . 

1. Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο 

2. Να ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν σο αθξόηαην, αλαιπηηθά θαη γξαθηθά ζην επίπεδν. 

3(1 μονάδερ)  
Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξντόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ 

θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Γίλεηαη όηη ε ηηκή απμάλεη ζπλερώο κε  ξπζκό 1%  εηεζίσο, θαη όηη ε 

ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 . Να εθηηκεζνύλ: 

α) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο 

β) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ 

γ) Τν εηήζην έζνδν κεηά ηελ παξέιεπζε 10  εηώλ αλ ην ησξηλό έζνδν είλαη  0E 100 .  

4.(1 μονάδερ) 

Μηα παξαγσγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί ζπληειεζηή παξαγσγήο K  κε κνλαδηαίν θόζηνο v  θαη 

παξάγεη πνζόηεηα 1/3Q 3K  ελόο πξντόληνο ην νπνίν δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή p .  

α) Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο Π  σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ {v,p}  θαη λα δηεξεπλεζνύλ νη 

ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο σο πξνο ηελ θάζε παξάκεηξν.   

β) Να ζθηαγξαθεζεί κηα ηζνζηαζκηθή θαη ε αληίζηνηρε θάησ ζηαζκηθή ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο 

κέγηζηνπ θέξδνπο.  

 

ΤΕΛΟΣ 



γ   β   α   

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I. Λύσεις         Σεπηέκβξηνο 2021-22 

Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1 (4 μονάδερ)  

α) Θεωξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x)   ηεο νπνίαο ε παξάγωγνο f (x)  

έρεη ην παξαπιεύξωο γξάθεκα. Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο f(x) θαη λα 

εληνπηζηεί ην ζεκείν ειάρηζηεο ηηκήο ηεο   
Λύζε .Αξρίδνληαο κε νηαδήπνηε ηηκή f(0) ,  ε ζπλάξηεζε f(x)  είλαη 

αύμνπζα όπνπ ε παξάγσγνο είλαη ζεηηθή, θζίλνπζα όπνπ είλαη 

αξλεηηθή. Βξίζθνπκε έηζη ην παξαπιεύξσο γξάθεκα, νπόηε ε ειάρηζηε 

ηηκή ζα βξίζθεηαη ζέλα από ηα ζεκεία {0,β} . Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηηο 

ηηκέο, ρξεζηκνπνηνύκε ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα: 
β

0
f(β) f(0) f (x)dx    =πξνζεκαζκέλν εκβαδόλ κεηαμύ f (x)   θαη x   άμνλα 

Δίλαη γλήζηα ζεηηθό δηόηη ην ζεηηθό εκβαδόλ κέρξη ην α  είλαη γλήζηα κεγαιύηεξν από ην αξλεηηθό 

εκβαδόλ κεηαμύ ησλ {α,β} , νπόηε έρνπκε: 

 f(β) f(0) 0 f(0) f(β)      

Δπνκέλσο x 0  είλαη ην ζεκείν ειάρηζηεο ηηκήο. 

Παξαηήξεζε.   

1. Ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα είλαη θνίιε κέρξη ην γ  πνπ ε παξάγσγνο είλαη θζίλνπζα θαη κεηά θπξηή 

δηόηη ε παξάγσγνο είλαη αύμνπζα. Τν γ  όπνπ αιιάδεη γλήζηα ε θπξηόηεηα είλαη ζεκείν θακπήο.  

2. Η ζπλάξηεζε έρεη δύν ηνπηθά ειάρηζηα. Τν αξηζηεξό ζύλνξν 0  κε ζεηηθή παξάγσγν, θαη ην 

ζηάζηκν β  κε αύμνπζα παξάγσγν. Δίλαη θαη ηα ππνςήθηα γηα νιηθό ειάρηζην. 

 

β)  Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) lnx αx   ζην δηάζηεκα: 1 x 2  . Να δηαπηζηωζεί όηη είλαη 

θνίιε, θαη λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α  γηα ηηο νπνίεο ην κέγηζηό ηεο βξίζθεηαη ζην δεμηό 

ζύλνξν: x 2 . 

Λύζε. Δίλαη θνίιε σο  άζξνηζκα ηεο γλσζηήο θνίιεο: lnx θαη ηεο θνίιεο γξακκηθήο: αx .  

Δλαιιαθηηθά, είλαη θνίιε δηόηη ε 2ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή: 

 2f(x) lnx αx f (x) 1/ x α f (x) 1/ x 0             

Έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ γηα κέγηζην θνίιεο. Ωο θνίιε, ζα έρεη κέγηζην ζην 

δεμηό ζύλνξν: x 2    ηθαλνπνηεί: f (2) 0   

Αληηθαζηζηώληαο, βξίζθνπκε: 

f (2) 1/ 2 α 0 α 1/ 2        

  

γ) Να ππνινγηζηεί ζην ζεκείν (x 1,y 1)   ε πξώηε θαη ε δεύηεξε παξάγωγνο ηεο ζπλάξηεζεο 

y y(x)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζωζε 2x y y 1    . 

Λύζε. Διέγρνπκε όηη ην ζεκείν ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε.  

Βξίζθνπκε ηελ πξώηε παξάγσγν παξαγσγίδνληαο ζηελ εμίζσζε πιεγκέλα σο πξνο x : 

 2( x y y ) (1) 1 y 2yy 0             

 
1 1 1 1

y y (1)
2y 1 2 1 1 3 3

      
  

, πξώηε παξάγωγνο, ζεηηθή 

Γηα ηελ δεύηεξε παξάγσγν παξαγσγίδνπκε πάιη πιεγκέλα σο πξνο x  θαη 

αληηθαζηζηνύκε από ηα παξαπάλσ:  

 ( 1 y 2yy ) 0 0 y 2y y 2yy 0                 

      2y 2(1/ 3) 2y 0 y 2 / 27         , δεύηεξε παξάγωγνο, αξλεηηθή  

Όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα, ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ε ζπλάξηεζε y y(x)  είλαη αύμνπζα 

θνίιε . Γξαθηθά ε εμίζσζε παξηζηάλεη παξαβνιή σο πξνο ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα: 

  2 2x y y 1 x y y 1                                                                                                            

(1,1)  

y  

x  



y  

x  f   

δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο 

θακπύιεο (y 1) x 1   θαη ηωλ ζεηηθώλ εκηαμόλωλ.  

Λύζε. Η θακπύιε είλαη ππεξβνιηθή κε κεηαηόπηζε πξνο ηα θάησ θαηά 1 : 

 1/2 1/2(y 1)x 1 y x 1      

Τν εκβαδό δίλεηαη από ην παξαθάησ γεληθεπκέλν νινθιήξσκα: 

 
1

1/2 1/2 1 1

x 0 x 0
0

E (x 1)dx 2x x [2 0] [1 0] 1

 
          

 

2 (4 μονάδερ) 

α)  Να εθηηκεζεί ε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(x,y) xy  αλ νη ηηκέο ηωλ {x,y}  

ειαηηωζνύλ ακθόηεξεο θαηά 1% , από ηηο αξρηθέο ηηκέο  {x 1,,y 1}  .   

Λύζε. Η ζπλάξηεζε είλαη ηύπνπ C-D (Cobb-Douglas): 1/2f(x,y) x y  βαζκνύ 1/ 2 1 3 / 2  . 

Δπνκέλσο έρεη ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο 
rε 3 / 2 1.5  , θαη (αλεμάξηεηα ησλ αξρηθώλ ηηκώλ) 

νξηαθά ζα κεηαβιεζεί θαηά: 

 %df 1.5( 1%) 1.5%      

  

β). Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα, κε ηζνζηαζκηθέο  όπωο ζην ζρήκα 

παξαπιεύξωο. Να πξνζδηνξηζηεί ε κνλνηνλία ηεο ωο πξνο y , θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x .    

Λύζε. Οη ηζνζηαζκηθέο: f(x,y) c  έρνπλ αξλεηηθή θιίζε θαη 

επνκέλσο νη κεξηθέο παξάγσγνη έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, δηόηη: 

 x x

y y

f fdy
0 0

dx f f
      

Γίλεηαη 
xf 0 , νπόηε ζα έρνπκε θαη 

yf 0 , δειαδή ε f  είλαη επίζεο y θζίλνπζα, όπσο θαίλεηαη 

θαη από ηελ θαηεύζπλζε ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ f   ζην ζρήκα.  

Από ην ζρήκα επίζεο δηαπηζηώλνπκε όηη θαζώο ην x  απμάλεη ε θιίζε ηεο ηζνζηαζκηθήο είλαη 

θζίλνπζα ζην κέηξν: y (x)  , θαη επνκέλσο ε ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο. 

Δμάιινπ ηθαλνπνηείηαη θαη ην αλαιπηηθό θξηηήξην όηη ηα {y ,y }   έρνπλ αληίζεην πξόζεκν: 

{y 0, y 0}   .   

   

 γ).Να βξεζνύλ θαη λα ραξαθηεξηζηνύλ ηα ζηάζηκα ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο: 

 2f(x,y) 4 2xy x    

Λύζε. Υπνινγίδνπκε ηηο παξαγώγνπο θαη ηνλ Δζζηαλό πίλαθα: 

   
xx xy2

x y f

yx yy

f 2, f 2
f(x,y) 4 2xy x {f 2y 2x, f 2x} H

f 2, f 0

   
          

   

 

Βξίζθνπκε ην κνλαδηθό ζηάζηκν ζεκείν: 

 
x y{f 2y 2x 0,f 2x} {x 0,y 0}        

Η Δζζηαλή 2
ε
 παξάγσγνο είλαη αόξηζηε, δηόηη ηθαλνπνηεί: 

2 2

f xx yy xyH f f f 2 0 2 4 0         

Δπνκέλσο ην ζηάζηκν είλαη ζαγκαηηθό. Δηδηθόηεξα δελ είλαη αθξόηαην. 

  
 

 

 

 

1 
1  



δ). Τν πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν ηεο f 4x y   κε ηνλ πεξηνξηζκό 2g x y 5   , είλαη 

(x 2,y 1)  . 

1. Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο 

2. Να ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ωο αθξόηαην, αλαιπηηθά θαη γξαθηθά ζην επίπεδν. 

Λύζε.  

1. Γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζηή βξίζθνπκε: 

 
x xλ f / g 4 / 2x 4 / 4 1     

2. Η αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή αύμνπζα: f 4x y  , 

θαη ν πεξηνξηζκόο: 2 2x y 5 y 5 x      βξίζθεηαη εμνινθιήξνπ 

ζηελ θάησ ζηαζκηθή ηεο. Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη ε ιύζε δίλεη 

πεπιοπιζμένο γνήζιο ολικό μέγιζηο. Γηα ηνλ αλαιπηηθό ραξαθηεξηζκό ππνινγίδνπκε ηελ 

πιαηζησκέλε εζζηαλή νξίδνπζα ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange: 

 
x2

y

L 4 2λx
L f λ(c g) 4x y λ(5 x y)

L 1 λ

  
         

  
 

      
xx xy

yx yy

L 2λ L 0

L 0 L 0

   
 

  

, 

x y

L x xx xy

y yx yy

0 g g 0 2x 1

H g L L 2x 2λ 0

1 0 0g L L

   
   

     
       

   

      κε  L

2x 1
H 1 2λ 2 0

2λ 0
   


, (αλαπηύμακε σο πξνο ηελ ηξίηε γξακκή) 

Δίλαη ζεηηθή θαη επνκέλσο ην ζεκείν ραξαθηεξίδεηαη σο πεπιοπιζμένο γνήζιο ηοπικό μέγιζηο.  

  

3(1 μονάδερ)  
Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξνϊόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε κνλαδηαία ηηκή 

ηνπ θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Δίλεηαη όηη ε ηηκή απμάλεη ζπλερώο κε  ξπζκό 1%  εηεζίωο, 

θαη όηη ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 . Να εθηηκεζνύλ: 

α) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο 

β) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ 

γ) Τν εηήζην έζνδν κεηά ηελ παξέιεπζε 10  εηώλ αλ ην ηωξηλό έζνδν είλαη  0E 100 .  

Λύζε  Δθόζνλ νη ξπζκνί είλαη πνζνζηηαίνη (ζρεηηθνί), βξίζθνπκε:  

α) Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο ειαζηηθόηεηαο κε ηνλ ξπζκό 

κεηαβνιήο ηεο ηηκήο πνπ δίλεηαη 1% : 

           
%dQ %dQ %dP

( 2)(1%) 2%
dt %dP dt

     , ειαηηώλεηαη 

β) Ο ξπζκόο κεηαβνιήο γηλνκέλνπ Ε PQ  ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ξπζκώλ κεηαβνιήο ησλ 

όξσλ: 

 
%dE %dQ %dP

2 1 1%
dt dt dt

       , ειαηηώλεηαη 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ην έζνδν κεηαβάιιεηαη κε πνζνζηηαίν ξπζκό 1%   εηεζίσο, δειαδή 

κεηαβάιιεηαη κε ζρεηηθό ξπζκό: r 1/ 100 0.01    .  

γ) Δπνκέλσο ην έζνδν κεηά από 10  έηε ζα είλαη: 

 rt ( 0.01)10 0.1 2

0E E e 100e 100e 100[1 (0.1) (0.1) / 2] 90.5         

Σηνλ ηειεπηαίν ππνινγηζκό ρξεζηκνπνηήζακε ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε ηνπ εθζεηηθνύ. 

  

 

 

 

 

(2,1)   



4.(1 μονάδερ) 

Μηα παξαγωγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί ζπληειεζηή παξαγωγήο K  κε κνλαδηαίν θόζηνο v  θαη 

παξάγεη πνζόηεηα 1/3Q 3K  ελόο πξνϊόληνο ην νπνίν δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή p .  

α) Να βξεζεί ην κέγηζην θέξδνο Π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ {v,p}  θαη λα δηεξεπλεζνύλ 

νη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο ωο πξνο ηελ θάζε παξάκεηξν.   

β) Να ζθηαγξαθεζεί κηα ηζνζηαζκηθή θαη ε αληίζηνηρε θάηω ζηαζκηθή ηεο παξαπάλω 

ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο.  

Λύζε.  

α) Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 

  1/3Π(K) R(K) C(K) pQ(K) vK 3pK vK       

είλαη θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν ζεκείν: 

 2/3 2/3 3/2 3/2 3/2Π(K) p / K v 0 K (v / p) K (v / p) p / v             

Τν κέγηζην θέξδνο είλαη: 
1/2 3/2 3/2

1/3 3/2 1/2

1/2 3/2 1/2

p p p
Π Π(K ) 3pΚ vK 3p v 2 2p v

v v v

            

Ωο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ είλαη: 

    p αύμνπζα θπξηή σο ζεηηθή δύλακε κεγαιύηεξε ηεο κνλάδνο 

   v  θζίλνπζα θπξηή σο αξλεηηθή δύλακε 

Γειαδή ην κέγηζην θέξδνο απμάλεη κε αύμνληα ξπζκό όηαλ απμάλεη ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο ή όηαλ 

ειαηηώλεηαη ην θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή 

Παξαηήξεζε. Γηα κεηαβνιέο ακθόηεξσλ ησλ παξακέηξσλ ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

εζζηαλό πίλαθα: 

β) Κάησ ζηαζκηθή:
3/2

3 2

1/2

p
Π 2 π v 4p / π

v

     ,  θπξηή πεξηνρή σο εζσηεξηθό ζεηηθήο δύλακεο 

 

 

 

 

 

 

 

Γειαδή, αθξαίνη ζπλδπαζκνί {A,B}  ηηκήο ηνπ πξνηόληνο θαη θόζηνπο ηνπ ζπληειεζηή είλαη 

πεξηζζόηεξν θεξδνθόξνη από ελδηάκεζνπο ζπλδπαζκνύο Γ . Έρνπκε: 

 Π (A) Π (B) π   , αιιά Π (Γ) π   

 
 

ΤΕΛΟΣ 

3π  
2π  

v  

p  B

A

Π
p

v

3 2Π π v 4p / π     
Γ  

1 2 3π π π   


