
y  
f(x,y) c  

x  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I                                 Ιαλνπάξηνο 2021-22 

Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ  

1. (4 μονάδερ)  

α) Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f(x)  κε 

αξρηθή ηηκή f(0) 0 , ηεο νπνίαο  ε παξάγωγνο f (x)  έρεη ην 

γξάθεκα ηνπ παξαπιεύξωο ζρήκαηνο. 

β) Να ππνινγηζηεί ζην ζεκείν (x 2,y 1)   ε 1ε θαη ε 2ε παξάγωγνο ηεο ζπλάξηεζεο 

x x(y)  πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζωζε   2 24x x y 13 . 

γ) Οη κεηαβιεηέο {x,y}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζωζε: x y 2 . Να βξεζεί ε 

ειαζηηθόηεηα ηνπ y  ωο πξνο x . 

δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ βξίζθεηαη 

κεηαμύ ηεο θακπύιεο (x 1)(y 1) 2    θαη ηωλ ζεηηθώλ εκηαμόλωλ. 

2 (4 μονάδερ) 

α) Τν ζύζηεκα εμηζώζεωλ: 2{x y u, x y v}      νξίδεη πιεγκέλα ηα {x,y}  ωο 

ζπλαξηήζεηο ηωλ {u,v} . Να βξεζεί ε κεξηθή παξάγωγνο ηνπ x  ωο πξνο  v . 

β) Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x αύμνπζα θαη έρεη ηζνζηαζκηθέο 

όπωο ζην ζρήκα παξαπιεύξωο. Να δηεξεπλεζεί ε κνλνηνλία ηεο ωο 

πξνο y  θαη λα ζθηαγξαθεζεί ε θάηω ζηαζκηθή πεξηνρή.  

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: 2 2f(x,y) 1 6x x y 4xy     .  

Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ζεκείν ηεο. Τη κνξθή έρεη ε 

ηζνζηαζκηθή πνπ δηέξρεηαη από ην ζηάζηκν ζεκείν? 

δ) Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί αλαιπηηθά θαη γξαθηθά ην (πεξηνξηζκέλν) 

ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: f(x,y) x y  , κε ηνλ πεξηνξηζκό: 2g(x,y) x y 4  , ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή: {x 0, y 0}  . 

Δθαξκνγέο 

3 (1 μονάδερ)  

α) Σε κηα νηθνλνκία απμάλνπλ ζπλερώο ην εζληθό εηζόδεκα Y  κε εηήζην ξπζκό 6% , 

θαη ν πιεζπζκόο L  κε εηήζην ξπζκό 4% . Να βξεζεί ν εηήζηνο ξπζκόο αύμεζεο ηνπ 

θαηά θεθαιήλ εηζνδήκαηνο y Y /L  θαη λα εθηηκεζεί ζε πόζν ρξόλν ζα απμεζεί θαηά 

50% 

4 (1  μονάδερ) 

Σε κηα ζύλζεηε παξαγωγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε 

ζπλάξηεζε θόζηνπο:  C(X,Y) 1 X Y   . 

α) Να δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη νκνγελήο ή νκνζεηηθή. 

β) Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε 

ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή 

αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηωλ πξνϊόληωλ ζην θόζηνο. 

γ) Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάηω πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο εζόδνπ: 

 max{R 2X Y C 1 X Y 2}      , 

θαη λα ζρνιηαζηεί ην απνηέιεζκα.  

ΤΔΛΟΣ     

x
f (x)  



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  I               Ιαλνπάξηνο 2021-22 

Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ  

Α Μέξνο 

1. (4 μονάδερ)  

α) Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο f(x)  κε αξρηθή 

ηηκή f(0) 0 , ηεο νπνίαο  ε παξάγσγνο f (x)  έρεη ην γξάθεκα ηνπ 

παξαπιεύξσο ζρήκαηνο. 

Λύζε. Η ζπλάξηεζε f(x)  ζα είλαη: 

1. Αύμνπζα θπξηή κέρξη ηελ γωλία, δηόηη ε παξάγωγνο είλαη ζεηηθή 

αύμνπζα. Δηδηθόηεξα ζα είλαη παξαβνιηθή, δηόηη ε παξάγωγνο είλαη 

γξακκηθή. Δπίζεο ζα αξρίδεη κε κεδεληθή θιίζε,  δηόηη ε παξάγωγνο 

αξρίδεη κε κεδεληθή ηηκή.  

2. Φζίλνπζα γξακκηθή κεηά ηελ γωλία, δηόηη ε παξάγωγνο είλαη ζηαζεξή αξλεηηθή 

3. Η ηειηθή ηηκή ζα είλαη ζεηηθή δηόηη ην πξνζεκαζκέλν εκβαδό είλαη ζεηηθό 

 
γ) Να ππνινγηζηεί ζην ζεκείν (x 2,y 1)   ε 1ε θαη ε 2ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο x x(y)  

πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ εμίζσζε   2 24x x y 13 . 

Λύζε. Αθνύ επαιεζεύζνπκε όηη νη ηηκέο ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε, παξαγωγίδνπκε πιεγκέλα 2 

θνξέο σο πξνο y θαη κεηά αληηθαζηζηνύκε ηηο δνζείζεο ηηκέο: 

 

2 2

2 2

4x 4x 2 0 8x 2 04x 2xx 2y 0
4x x y 13

4x (2x x 2xx ) 2 0 4x 2(x ) 4x 2 0 8x 2(x ) 2 0

            
       

                   

Η 1ε εμίζωζε δίλεη: x 1/ 4   , θαη ζηε ζπλέρεηα ε 2ε εμίζωζε δίλεη:  

 2 2 17
8x 2(x ) 2 0 4x ( 1/ 4) 1 x

64
                

   

γ) Οη κεηαβιεηέο {x,y}  ζπλδένληαη κε ηελ εμίζσζε: x y 2 . Να βξεζεί ε ειαζηηθόηεηα ηνπ 

y  σο πξνο x . 

Λύζε. Λύλνληαο ωο πξνο y  βξίζθνπκε ζπλάξηεζε δύλακε:  

 2 2x y 2 y 2 / x y 4 / x y 4x         γηα x 0  

Δπνκέλωο ε δεηνύκελε ειαζηηθόηεηα είλαη: 
xE y 2  .  

Γειαδή, αλ ην x  απμεζεί θαηά 1% , ηόηε (νξηαθά) ην y  ζα πξέπεη λα κεηωζεί θαηά 2% , ώζηε λα 

δηαηεξεζεί ζηαζεξό ην κέγεζνο: x y 2    

 
δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο 

πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ ηεο θακπύιεο (x 1)(y 1) 2    θαη ησλ 

ζεηηθώλ εκηαμόλσλ. 

Λύζε.  

 
2

(x 1)(y 1) 2 y 1
x 1

     


 

Τν γξάθεκα είλαη ε ππεξβνιηθή θακπύιε xy 1 , κεηαηνπηζκέλε θαηαθόξπθα θαη νξηδνληίωο θαηά 

1 , νπόηε έρεη θαηαθόξπθε αζύκπηωην ζην x 1  , θαη νξηδόληηα αζύκπηωην ζην y 1  . Κόβεη 

ηνπο δύν άμνλεο όπωο ζην ζρήκα. Τν δεηνύκελν εκβαδό δίλεηαη από ην x νινθιήξωκα: 

  
1

1

0
0

2 2
y 1 E ( 1)dy 2ln(x 1) x 2ln2 1

x 1 x 1
         

   

                                         

f(x)  

x  
f (x)  

y  

x  
1 



y

f(x,y) c  

x

yf

xf

y

xf 

2 (4 μονάδερ) 

α)  Θεσξνύκε όηη ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ: 2{x y u, x y v}      νξίδεη πιεγκέλα ηα {x,y}  σο 

ζπλαξηήζεηο ησλ {u,v} . Να βξεζεί ε κεξηθή παξάγσγνο ηνπ x  σο πξνο  v . 

Λύζε1. Γξάθνπκε ηηο εμηζώζεηο ζηελ θαλνληθή κνξθή, θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο ηύπνπο 

πιεγκέλεο παξαγώγηζεο κε Ιαθωβηαλέο νξίδνπζεο, βξίζθνπκε: 

v y

v y

2
x y

x y

f f 0 1(f,g)
g gf(x,y,u,v) x y u 0 1 1(v,y)x 1 1

(f,g) f f 1 1v 1 2x 1 2xg(x,y,u,v) x y v 0

(x,y) 2x 1g g



      
          

       
 

 

Λύζε2.  Παξαγωγίδνπκε πιεγκέλα ωο πξνο v  γηα ζηαζεξό u , θαη ιύλνπκε αιγεβξηθά ωο πξνο 
vx : 

 
v v

v v v2
v v

x y u x y 0 1
x 2xx 1 x

2xx y 1 1 2xx y v

    
        

      
 

(Πξνζζέζακε ηηο δύν εμηζώζεηο θαηά κέξε γηα λα απαιιαγνύκε από ην 
vy ) 

 
(β). Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x αύμνπζαα θαη έρεη ηζνζηαζκηθέο όπσο ζην 

ζρήκα παξαπιεύξσο. Να δηεξεπλεζεί ε κνλνηνλία ηεο σο πξνο y  θαη λα 

ζθηαγξαθεζεί ε θάησ ζηαζκηθή πεξηνρή.  

Λύζε. Έρνπκε 
xf 0 . 

Η ηζνζηαζκηθή έρεη ζεηηθή θιίζε, θαη επνκέλωο νη κεξηθέο παξάγωγνη 

ζα έρνπλ αληίζεην πξόζεκν ιόγω ηνπ ηύπνπ πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

 x x
y

y y

f fdy
f(x,y) c 0 0 f 0

dx f f
          

Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε είλαη y θζίλνπζα. 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε απμάλεη πξνο ηα θάηω δεμηά νπόηε ε θάηω 

ζηαζκηθή ζα βξίζθεηαη ζηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε. 

 

 

(γ). Θεσξνύκε ηελ ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε: 2 2f(x,y) 1 6x x y 4xy     . Να βξεζεί θαη λα 

ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ζεκείν ηεο. Τη κνξθή έρεη ε ηζνζηαζκηθή πνπ δηέξρεηαη από ην 

ζηάζηκν ζεκείν? 

Λύζε. Βξίζθνπκε ην ζηάζηκν: 

x

y

f 6 2x 4y 0 6 2x 4y 0 x 1

f 2y 4x 0 y 2x y 2

            
   

       
 

Υπνινγίδνπκε θαη ηνλ Δζζηαλό πίλαθα: 

xx xy 2

yx yy

f 2 f 4
H Δ Η 2 2 ( 4) 12 0

f 4 f 2

   
          
    

 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ην ζηάζηκν δελ είλαη αθξόηαην. Δίλαη ζαγκαηηθό θαη ε αληίζηνηρε ηζνζηαζκηθή 

απνηειείηαη από δύν ηεκλόκελεο επζείεο. 

  
 

 

 

 

 



f   
y  

x  

(δ). Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί αλαιπηηθά θαη γξαθηθά ην (πεξηνξηζκέλν) ζηάζηκν ηεο 

ζπλάξηεζεο: f(x,y) x y  , κε ηνλ πεξηνξηζκό: 2g(x,y) x y 4  , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 

{x 0, y 0}  . 

Λύζε. Οη εμηζώζεηο Lagrange καο δίλνπλ: 
2

x y y x

2

f g f g x 2xy 0
{y 1, x 2}

g x y 4

    
  

  

: κνλαδηθό ζηάζηκν 

κε πνιιαπιαζηαζηή Lagrange θαη ζπλάξηεζε Lagrange: 

  
x xλ f / g 1/ 2xy 1/ 4   ,  2L f λ[c g] x y [4 x y] / 4        

Ο πιαηζηωκέλνο εζζηαλόο πίλαθαο είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο δηόηη ε πιαηζηωκέλε εζζηαλή νξίδνπζα 

είλαη γλήζηα αξλεηηθή:   
2

x y

L x xx xy

2

y yx yy

0 g g 0 2xy x 0 4 4

Δ g L L 2xy y / 2 x / 2 4 1/ 2 1 4(0 4) 4( 4 2) 24 0

x x / 2 0 4 1 0g L L

 
 

               
 
   

 

Δπνκέλωο ην ζεκείν είλαη πεξηνξηζκέλν γλήζην ηνπηθό ειάρηζην. Από ην γξάθεκα δηαπηζηώλνπκε  

όηη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη πεξηνξηζκέλν γλήζην νιηθό ειάρηζην δηόηη ν πεξηνξηζκόο βξίζθεηαη 

ζηελ πάλω ζηαζκηθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 

. 

 

  

 



Μέξνο  Β 

3.(1 μονάδερ)  

α) Σε κηα νηθνλνκία απμάλεη ζπλερώο ην εζληθό εηζόδεκα Y  κε εηήζην ξπζκό 6% , θαη ν 

πιεζπζκόο L  κε εηήζην ξπζκό 4% . Να βξεζεί ν εηήζηνο ξπζκόο αύμεζεο ηνπ θαηά θεθαιήλ 

εηζνδήκαηνο y Y /L  θαη λα εθηηκεζεί ζε πόζν ρξόλν ζα απμεζεί θαηά 50% 

Λύζε. Ο πνζνζηηαίνο (ζρεηηθόο) ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ ηζνύηαη κε ηε δηαθνξά ηωλ δύν 

ξπζκώλ: 

 
%dy %dY %dL

6 4 2%
dt dt dt

      εηεζίωο 

Δπνκέλωο απμάλεη εθζεηηθά κε ζρεηηθό ξπζκό r 2 / 100 0.02  : 

 
0 0y y exp(rt) y exp(0.02t)   

Θα απμεζεί θαηά 50% κεηά από ρξόλν τ  πνπ δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

 
0 0(3 / 2)y y exp(0.02τ) 3 / 2 exp(0.02τ) 0.02τ ln(3 / 2) τ 50ln(3 / 2)        ρξόληα   

 
4.(1  μονάδερ) 

Σε κηα ζύλζεηε παξαγσγή δύν πξνηόληα παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο (X,Y)  κε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο:  C(X,Y) 1 X Y   . 

α). Να δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη νκνγελήο ή νκνζεηηθή. 

β). Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνθόζηνπο θαη λα δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θνίιε ή νηνλεί θπξηή, θαη αλ νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ησλ πξντόλησλ ζην θόζηνο. 

γ). Να  βξεζεί γξαθηθά ε ιύζε ηνπ παξαθάησ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ εζόδνπ: 

 max{R 2X Y C 1 X Y 2}      , 

θαη λα ζρνιηαζηεί ην απνηέιεζκα.  

Λύζε.  

α). Η ζηαζεξή ζπλάξηεζε 1  είλαη νκνγελήο βαζκνύ 0  ελώ ε ζπλάξηεζε X Y  είλαη νκνγελήο 

βαζκνύ 1/ 2 . Δπνκέλωο ε C(X,Y)  δελ είλαη νκνγελήο ωο άζξνηζκα νκνγελώλ ζπλαξηήζεωλ 

δηαθνξεηηθνύ βαζκνύ. Δίλαη όκωο νκνζεηηθή ωο (αύμνπζα) ζπλάξηεζε νκνγελνύο: 

 C 1 H    όπνπ: H(X,Y) X Y   

β). Πξνθύπηεη εηδηθά από ηελ ηειεπηαία ζρέζε όηη νη ηζνζηαζκηθέο ηεο C  είλαη ίδηεο κε ηηο 

ηζνζηαζκηθέο ηεο H . Η ζπλάξηεζε H  είλαη ηεο γλωζηήο κνξθήο  

 α αx y   κε α 1  

θαη νη ηζνζηαζκηθέο ηεο έρνπλ ην γλωζηό ζρήκα ηνπ πξώηνπ από ηα παξαθάηω δύν γξαθήκαηα, κε 

ηηο πάλω ζηαζκηθέο θπξηέο. Τν ίδην ζα ηζρύεη γηα ηηο ζηαζκηθέο ηεο αξρηθήο C . Σπκπεξαίλνπκε όηη, 

όπωο θαη ε H : 

Η C  είναι οιονεί κοίλη και οπίζει θθίνονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ. Σςμπεπαίνοςμε όηι η ζςνάπηηζη 

κόζηοςρ δεν είναι κανονική ωρ ππορ ηην κςπηόηηηα.  

γ). Τέινο όπωο θαίλεηαη ζην δεύηεξν ζρήκα παξαθάηω, ιόγω ηεο παξαπάλω κε θαλνληθόηεηαο, ε 

ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ζπλνξηαθή ζην θάηω ζύλνξν A :(X 1,Y 0)  , όπνπ ε κεγαιύηεξε 

ηζνζηαζκηθή ηεο R 2X Y   ζπλαληάεη ηελ πεξηνρή C 2 H 1   . Γειαδή παξάγεηαη κόλν ην 

πξώην πξνηόλ πνπ δίλεη «ζρεηηθά» κεγαιύηεξν έζνδν αλά κνλάδα θόζηνπο.  

 
 

H 1  
A  

Y  

X  

C c  
R  



Παξαηήξεζε. Σε αληίζεζε κε ηελ παξαπάλω, νη θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο 

θόζηνπο είλαη νηνλεί θπξηέο κε αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ ηωλ 

παξαγόκελωλ πξνηόληωλ, όπωο ζην ζρήκα παξαπιεύξωο. Γειαδή ζε κηα 

θαλνληθή ζπλάξηεζε θόζηνπο ηζρύνπλ ηα εμήο: 

1. Οη ελδηάκεζεο πνζόηεηεο παξαγωγήο έρνπλ κηθξόηεξν θόζηνο από ηηο 

αθξαίεο. Δπνκέλωο γηα ειάρηζην θόζηνο ε ιύζε είλαη ζπλήζσο ελδηάκεζε 

όπωο ζην ζρήκα,  

2. Γηα ζηαζεξό θόζηνο θάζε αύμεζε ζηελ παξαγωγή ηνπ ελόο πξνηόληνο 

απαηηεί όιν θαη κεγαιύηεξε κείωζε ζηελ παξαγωγή ηνπ άιινπ.  

 
 

 ΤΕΛΟΣ     

C c  



Β Μέξνο 

3.(1 μονάδερ)  

Σε κηα νηθνλνκία κε εζληθό εηζόδεκα Y , ν πιεζπζκόο L  απμάλεη ζπλερώο κε εηήζην ξπζκό 

2%.  Να βξεζνύλ: 

α) Ο ξπζκόο αύμεζεο ηνπ θαηά θεθαιή εηζνδήκαηνο y Y / L  αλ ην εζληθό εηζόδεκα Y  

απμάλεη κε ξπζκό 3%  

β) Ο ειάρηζηνο ξπζκόο αύμεζεο ηνπ εζληθνύ εηζνδήκαηνο Y  πνπ ζα επηηξέςεη ζην θαηά 

θεθαιή εηζόδεκα y Y / L  λα δηπιαζηαζηεί ζε 20  ρξόληα. 

Λύζε. Ο πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ δίλεηαη από ηελ δηαθνξά ηωλ πνζνζηηαίωλ 

ξπζκώλ κεηαβνιήο ηωλ δύν όξωλ. Δπνκέλωο: 

α) Τν θαηά θεθαιή εηζόδεκα ζα κεηαβάιιεηαη κε ξπζκό 3% 2% 1%  , δειαδή ζα απμάλεη κε 

εηήζην ξπζκό 1% . 

β) Γεληθόηεξα, αλ ην εζληθό εηζόδεκα απμάλεη κε ξπζκό x% , ηόηε ην θαηά θεθαιή εηζόδεκα ζα 

απμάλεη κε ξπζκό (x 2)% , δειαδή κε ζπληειεζηή:  

 yr (x 2) / 100   

Αλ 0y  είλαη ην αξρηθό θαηά θεθαιή εηζόδεκα, ηόηε κεηά από 20  ρξόληα ζα είλαη: 

 yr 20

10 0y y e  

νπόηε ζα είλαη δηπιάζην ηνπ αξρηθνύ αλ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε: 

 yr 20

10 0 0 0 yy 2y y e 2y r (ln2) / 20      

Αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε γηα ην x : 
 (x 2) / 100 (ln2) / 20 x 2 5ln2      

Γειαδή ην εζληθό εηζόδεκα πξέπεη λα απμάλεη κε ξπζκό ηνπιάρηζηνλ 5ln2 3.5%  κεγαιύηεξν 

από ηνλ ξπζκό αύμεζεο ηνπ πιεζπζκνύ. 

 



4.(1 μονάδερ) 

Μηα παξαγσγηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηεί ζπληειεζηή παξαγσγήο K  κε κνλαδηαίν θόζηνο v  θαη 

παξάγεη πνζόηεηα Q K  ελόο πξντόληνο ην νπνίν δηαηίζεηαη κε κνλαδηαία ηηκή p . Να βξεζεί 

ην κέγηζην θέξδνο π  σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ {v,p}  θαη λα δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο, νκνγέλεηαο, θπξηόηεηαο θαη νηνλεί θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. Να 

εξκελεπηνύλ νη παξαπάλσ ηδηόηεηεο ηδηόηεηεο, θαη λα ζθηαγξαθεζνύλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο 

ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο: π(v,p) . 

Λύζε. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο: 

  Π(K) R(K) C(K) pQ(K) vK p K vK       

είλαη θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν ζεκείν: 

 2 2Π(K) p / 2 K v 0 K p / 4v       

Τν κέγηζην θέξδνο είλαη: 

 
2 2

2 1

2

p p p
π Π(K ) p K vK p v p v / 4

2v 4v4v

           

Ωο ζπλάξηεζε ηωλ παξακέηξωλ είλαη: 

1. αύξουσα, υθίνουσαp v  . Τν κέγηζην θέξδνο απμάλεη όηαλ απμάλεη ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο ή όηαλ 

κηθξαίλεη ην θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή 

2. Οκνγελήο βαζκνύ 1. Αλ ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο θαη ην θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή απμεζνύλ θαηά ην 

ίδην πνζνζηό, ηόηε ην κέγηζην θέξδνο ζα απμεζεί θαηά ην ίδην απηό πνζνζηό. 

3. κυπτή, κυπτήp v  , κυπτή(v,p) , δηόηη ν Δζζηαλόο πίλαθαο 
πH  είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο: 

 

1 2 2 1 2 3 2

p v pp vv pv

2 2 4 2 4

pp vv pv

{π pv / 2, π p v / 4}, {π v / 2, π p v / 4, π pv / 2}

Δ π π (π ) p v p v 0

    

 

      

    
 

        vv pp π{π 0, π 0, Δ 0} H 0      . 

Καζώο ε ηηκή ηνπ πξνηόληνο απμάλεη ή/θαη ην θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή κηθξαίλεη, ην κέγηζην θέξδνο 

απμάλεη κε αύμνληα ξπζκό  

4. οιονεί κυπτή(v,p) , δηόηη είλαη κυπτή(v,p) . Δμάιινπ νη θάηω ζηαζκηθέο πεξηνρέο είλαη θπξηέο, 

όπωο θαίλεηαη ζην γξάθεκα, δηόηη δίλνληαη από ην εζωηεξηθό παξαβνιώλ.  

                                                                         

θάη

ω 

ζηα

ζκη

θή:
2

2p
π c v p / 4c

4v
   

   

Αθξαίνη ζπλδπαζκνί ηηκήο ηνπ πξνηόληνο θαη θόζηνπο ηνπ ζπληειεζηή: {A,B} , είλαη πεξηζζόηεξν 

θεξδνθόξνη από ελδηάκεζνπο ζπλδπαζκνύο C . Έρνπκε: 

 π(A) π(B) c  , αιιά π(C) c  

Δπίζεο θαζώο ην v  απμάλεη ηόηε γηα λα δηαηεξεζεί ζηαζεξή ε θεξδνθνξία: π c , ζα πξέπεη 

βέβαηα θαη ην p  λα απμάλεη αιιά κε θζίλνληα ξπζκό, δηόηη: 

  
2p

π c p 2 c v
4v

     

είλαη αύμνπζα θνίιε 

 
 

ΤΕΛΟΣ     

3π c  

2π c  

1π c  

π c  π  

v  

p  
B  

A  

p  

v  

2π c v p / 4c    

C  


