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διάρκεια εξέηαζης: 2 ώρες 

1. (4 κνλάδεο) 

α) Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε: 3x y  ζηελ ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}     

1.  Να γίλεη  ην γξάθεκά ηεο κε ηνλ x   άμνλα νξηδόληην 

2. Να βξεζεί ε παξάγσγνο θαη ε γξακκηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο y y(x)  πνπ νξίδεηαη 

πιεγκέλα από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, ζην ζεκείν: 0 0(x 8, y 2)   

β) To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 
1 2{y 4, y 7}   όηαλ 

1 2{x 2, x 4}  , αληίζηνηρα.  

Να εθηηκεζνύλ ε παξάγσγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x . 

γ) Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: 3/2f(x) px 2x    κε {p 0}  , ζην δηάζηεκα: 0 x 4    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ή θνίιε  2. Nα  βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο 

δ) Θεσξνύκε ηηο δύν ζπλαξηήζεηο:  1f(x) x ,  2g(x) x  

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηνπο  ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 

{x 0, y 0}    

2. Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα: 
0

h(x)dx


 , όπνπ: h(x) min{f(x),g(x)}   

2. (4 κνλάδεο) 

α) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  1 2f(v,w) v w . Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο ηζνζηαζκηθήο ζηε ζεηηθή 

πεξηνρή, θαη λα βξεζεί ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο ηνπ v   σο πξνο ην w  όηαλ (v 2,w 3)  .   

β) Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε:  
2

2 2f(x,y) x 4y xy    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη νκνγελήο 

2. Να εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο αλ ηα {x,y}  απμεζνύλ ακθόηεξα θαηά 

1% . 

γ) Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: 2f(x,y) 1 x xy   . Να 

βξεζεί θαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζην επίπεδν. 

δ) Σηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο: 

  2min{f(x,y) x y g(x,y) 4x y c}      κε c 0  

έρεη ηελ ιύζε: (x 2,y c 8)    .Να βξεζεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη λα επαιεζεπηεί 

ε εξκελεία ηνπ. 

3. (1 κνλάδα) 

Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξντόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε κνλαδηαία 

ηηκή ηνπ θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Γίλεηαη όηη ε ηηκή απμάλεη κε ξπζκό 0.5%  εηεζίσο, θαη 

όηη ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 .  

α) Να πξνζδηνξηζηεί αλ ην έζνδν ζα κεγαιώλεη ή ζα κηθξαίλεη, θαη λα εθηηκεζεί ν εηήζηνο 

ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ.  

β) Να εθηηκεζεί ην ύςνο ηνπ εηήζηνπ εζόδνπ κεηά ηελ παξέιεπζε 4  εηώλ αλ ην ησξηλό 

έζνδν είλαη  0E 100 .  

4. (1 κνλάδα) 

Φξεζηκνπνηώληαο εξγαζία  L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w , κηα επηρείξεζε έρεη παξαγσγή 

Q ln(1 L)  ε νπνία δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά κε  κνλαδηαία ηηκή p . Αλ ε επηρείξεζε ιεηηνπξγεί 

κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, λα βξεζνύλ ηα παξαθάησ: 

α)  Οη ηηκέο ησλ {p,w}  γηα ηηο νπνίεο ζα ππάξμεη παξαγσγή. 

β) Τν (κέγηζην) θέξδνο π  σο ζπλάξηεζε ησλ {p,w} . Να δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΤΕΛΟΣ     
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διάρκεια εξέηαζης: 2 ώρες 

1. (4 κνλάδεο) 

α) Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε: 3x y  ζηελ ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}     

1.  Να γίλεη  ην γξάθεκά ηεο κε ηνλ x   άμνλα νξηδόληην 

2. Να βξεζεί ε παξάγσγνο θαη ε γξακκηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο y y(x)  πνπ 

νξίδεηαη πιεγκέλα από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, ζην ζεκείν: 
0 0(x 8, y 2)   

Λύζε. Τν γξάθεκα είλαη απηό ηεο 3
εο

 δύλακεο κε ηνλ y άμνλα νξηδόληην: 3x y  
ή ελαιιαθηηθά απηό ηεο 3

εο
 ξίδαο κε ηνλ x άμνλα: 3 1/3x y y x    

Μπνξνύκε λα βξνύκε ηελ παξάγσγν y (x)  π.ρ. σο αλάζηξνθν:  

2

x 8,y 22

1 1 1
x (y) 3y y (x)

x (y) 123y
 

     


  

ή κε πιεγκέλε παξαγώγηζε σο πξνο x : 3 2 2x y 1 3y y y 1/ 3y 1/ 12         

Γξακκηθή πξνζέγγηζε: 
γρ 0 0 0y y(x ) y (x )(x x ) 2 (x 8) / 12 4 / 3 x / 12          

β) To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 
1 2{y 4, y 7}   όηαλ 

1 2{x 2, x 4}  , αληίζηνηρα.  

Να εθηηκεζνύλ ε παξάγσγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ y  σο πξνο x . 

Λύζε. Έρνπκε κεηαβνιέο: 
2 1 2 1Δx x x 4 2 2, Δy y y 7 4 3            

1. παξάγσγνο: 2 1

2 1

y yΔy 3
m 1.5

Δx x x 2


   


    

2. ειαζηηθόηεηα: 2 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1

(y y ) / y x (y y )Δy / y 2 3
ε 0.75

Δx / x (x x ) / x y (x x ) 4 2

  
    

  
 

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε εθηίκεζε ηεο ειαζηηθόηεηαο πνπ 

δίλεηαη από ηνλ ινγαξηζκηθό νξηζκό  

 2 1 1

2 1

ln y ln yΔlny ln7 ln4 ln7 2ln2 ln7
ε 2 0.81

Δlnx lnx lnx ln4 ln2 ln2 ln2

  
      

 
 

γ) Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: 3/2f(x) px 2x    κε {p 0}  , ζην δηάζηεκα: 0 x 4    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ή θνίιε  2. Nα  βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο 

Λύζε. Δίλαη θπξηή σο άζξνηζκα ηεο θπξηήο:  3/ 2px  κε ηελ γξακκηθή: 2x . Δμάιινπ έρεη 

ζεηηθή 2
ε
 παξάγσγν: 3/2f(x) px 2x  1/2 1/2f (x) 3px / 2 2, f (x) 3px / 4 0       

Τν ζηάζηκν (αλ ππάξρεη) είλαη ειάρηζην. Δπνκέλσο ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζύλνξν: {0,4}  

Σπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο: {f(0) 0}   θαη  3/2{f(4) p4 8 f(0) 0 8p 8 0 p 1}          

Δπνκέλσο, ε ιύζε θαη ε αληίζηνηρε κέγηζηε ηηκή είλαη: 

 
3/24 αν  p 1 p4 8 8p 8 αν  p 1

x f f(x )
0 αν  p 1 0    αν  p 1

  
     

    
  

 

δ) Θεσξνύκε ηηο δύν ζπλαξηήζεηο:  1f(x) x ,  2g(x) x  

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηνπο  ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 

{x 0, y 0}    

2. Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα: 
0

h(x)dx


 , όπνπ: h(x) min{f(x),g(x)}   

Λύζε. Βξίζθνπκε ην ζεκείν ηνκήο: 

                                          
2

1 1
x 1

xx
   ,  

                                          
1

1 2 1 1

0 1
0 0 1

h(x)dx x dx x dx ln x x (0 ) (0 1)
 

                       

                                           ην νινθιήξσκα δελ ζπγθιίλεη 

y   

x   

2x
  

1  

1x
  



v  

w  

2. (4 κνλάδεο) 

α) Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε  1 2f(v,w) v w . Να γίλεη ην γξάθεκα κηαο ηζνζηαζκηθήο ζηε 

ζεηηθή πεξηνρή, θαη λα βξεζεί ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο ηνπ v   σο πξνο ην w  όηαλ 

(v 2,w 3)  .   

Λύζε. Η ηζνζηαζκηθή έρεη ηελ κνξθή ππεξβνιήο αξλεηηθήο δύλακεο 2  : 

 1/ 2 2 2v w c v c / w    

Ο ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο δίλεηαη από ηνλ ηύπν πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

 
1/2

w

1/2

v

fdv v 2v 2 2 4

dw f w 3 3v w / 2


           

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα παξαγσγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε ππνθαηάζηαζεο 

πνπ βξήθακε, ζην ζεκείν: w 3   

 2 2v c / w ,  όπνπ  1/2 2c f(2,3) 2 3 c 18      

Αληηθαζηζηώληαο, βξίζθνπκε: 

 
2 3

18 dv 18 18 4
v 2 2

dw 27 3w w
         

β) Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε:  
2

2 2f(x,y) x 4y xy    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη νκνγελήο 

2. Να εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο αλ ηα {x,y}  απμεζνύλ ακθόηεξα 

θαηά 1% . 

Λύζε. Δίλαη νκνγελήο βαζκνύ 4  . Δμάιινπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

 
2 2

2 2 2 2 2 4f(tx, t y) (tx) 4(ty) (tx)(ty) t (x 4y xy) t f(xy)              

Έρεη ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο ίζε κε ηνλ βαζκό νκνγέλεηαο: r x yε ε ε 4   .  

Δπνκέλσο ε ηηκή ηεο ζα κεηαβιεζεί (νξηαθά) θαηά to πνζνζηό: 

 
x y x y r%df ε (%dx) ε (%dy) (ε ε )(%dr) ε (%dr) 4(1%) 4%        

γ) Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: 2f(x,y) 1 x xy   . Να 

βξεζεί θαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζην επίπεδν. 

Λύζε. Τν ζηάζηκν είλαη: 

 
x2

y

f 2x y 0
f(x,y) 1 x xy (x 0,y 0)

f x 0

   
      

  
, κε:  

 2 2

xx yy xy f xx yy xyf 2 0, f 0, f 1 Δ f f f (2)(0) 1 1 0             

Eπνκέλσο είλαη ζαγκαηηθό. Άιιν ζηάζηκν δελ ππάξρεη, νπόηε ην κέγηζην ζα βξίζθεηαη ζην 

άπεηξν κε άπεηξε ηηκή, δηόηη παίξλνληαο y 0 , βξίζθνπκε:  

 2f(x,0) 1 x      όηαλ x   

δ) Σηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο: 

  2min{f(x,y) x y g(x,y) 4x y c}      κε c 0  

έρεη ηελ ιύζε: (x 2,y c 8)    . Να βξεζεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη λα 

επαιεζεπηεί ε εξκελεία ηνπ. 

Λύζε.  Ο πνιιαπιαζηαζηήο βξίζθεηαη από ηελ ζρέζε: 

 x

x

f 2x 4
λ 1

g 4 4
       ή  

y

y

f 1
λ 1

g 1
     (ηα δύν είλαη ίζα) 

Η ζπλάξηεζε κέγηζηεο ηηκήο είλαη: 

 2f (c) x y 4 c 8 c 4          

Δπαιεζεύνπκε όηη ν πνιιαπιαζηαζηήο δίλεη ηελ παξάγσγν ηεο κέγηζηεο ηηκήο σο πξνο ηελ 

ηηκή ηνπ πεξηνξηζκνύ c : f (c) 1 λ                

f   

x  

y  

min
 



3. (1 κνλάδα) 

Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξντόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε 

κνλαδηαία ηηκή ηνπ θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Δίλεηαη όηη ε ηηκή απμάλεη κε ξπζκό 

0.5%  εηεζίσο, θαη όηη ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 .  

α) Να πξνζδηνξηζηεί αλ ην έζνδν ζα κεγαιώλεη ή ζα κηθξαίλεη, θαη λα εθηηκεζεί ν 

εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ.  

β) Να εθηηκεζεί ην ύςνο ηνπ εηήζηνπ εζόδνπ κεηά ηελ παξέιεπζε 4  εηώλ αλ ην ησξηλό 

έζνδν είλαη  0E 100 .  

Λύζε.  

1. Η εηήζηα πνζνζηηαία κεηαβνιή γηλνκέλνπ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ εηήζησλ 

πνζνζηηαίσλ  κεηαβνιώλ ησλ όξσλ: 

 %dE %dQ %dP   όπνπ: %dP 0.5%   εηεζίσο 

2. H εηήζηα πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο δήηεζεο: %dQ  ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο 

ειαζηηθόηεηαο κε ηελ εηήζηα πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο: 

           %dQ ε(%dP) ( 2)( 0.5%) 1%       

3  Αληηθαζηζηώληαο ζην 1, βξίζθνπκε:    

            %dE 1 0.5 0.5%      

α) Σπκπεξαίλνπκε όηη ην έζνδν ειαηηώλεηαη κε ξπζκό 0.5%   εηεζίσο, δειαδή κεηαβάιιεηαη 

κε ζρεηηθό ξπζκό: r 0.005  .  

β) Υπνζέηνληαο ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό ην έζνδν ζα κεηαβάιιεηαη εθζεηηθά, νπόηε κεηά από 

4  έηε ζα είλαη: 

 rt (0.005)4 0.02 2

0E E e 100e 100e 100[1 (0.02) (0.02) / 2] 98.02         

4 (1 κνλάδα) 

Χξεζηκνπνηώληαο εξγαζία  L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w , κηα επηρείξεζε έρεη παξαγσγή 

Q ln(1 L)  ε νπνία δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά κε  κνλαδηαία ηηκή p . Αλ ε επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο, λα βξεζνύλ ηα παξαθάησ: 

α)  Οη ηηκέο ησλ {p,w}  γηα ηηο νπνίεο ζα ππάξμεη παξαγσγή. 

β) Τν (κέγηζην) θέξδνο π  σο ζπλάξηεζε ησλ {p,w} .  Να δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο 

κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

Λύζε.  

α) Τν θέξδνο:     Π(L) pQ C pln(1 L) wL , είλαη θνίιε , κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

  
p

Π' w 0
1 L

  


  
p

L 1
w

   ,  αλ    L 0 p w ,  νπόηε θαη ζα έρνπκε παξαγσγή.  

Αλ ε ζπλζήθε δελ ηθαλνπνηείηαη: p w , ηόηε ε ιύζε ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν:  L 0 , δηόηη: 

   Π'(0) p w 0 , νπόηε θαη δελ ζα έρνπκε παξαγσγή . 

β) Αλ p w , ηόηε ην θέξδνο είλαη: π 0 .   Αλ  p w ,  ηόηε ην (κέγηζην) θέξδνο είλαη:  

 π pln(1 L ) wL   
p

pln( ) (p w) plnp p plnw w
w

        

Έρνπκε:  

 
p

w

π lnp lnw ln(p / w) 0
π plnp p plnw w

π p / w 1 0

     
      

     
p αύμνπζα, w  θζίλνπζα 

 
p pp pw

2

wp www

π lnp ln w π 1/ p π 1/ w

π 1/ w π p / wπ p / w 1

        
   

        
  κε 

2 2

1 1
Δ 0

w w
    

Δίλαη {p,w}  θπξηή, δηόηη έρνπκε:  2

pp ww pp ww pwπ 0, π 0, Δ π π π 0       

Γειαδή, ην θέξδνο απμάλεη κε αύμνληα ξπζκό όηαλ ην p  αλεβαίλεη ή/θαη ην w πέθηεη.  

Αθξαίεο ηηκέο ησλ   (p,w)  είλαη θαηά κέζν όξν πην θεξδνθόξεο από ζηαζεξέο ελδηάκεζεο.  

 ΤΕΛΟΣ     


