
y  

x  
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Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1 (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x) ln(x 1)  . Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο, θαη λα βξεζνύλ ε 

γξακκηθή θαη ε παξαβνιηθή ηεο πξνζέγγηζε ζην ζεκείν:
0x 0  

β) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) ln(1 x) αx    ζην δηάζηεκα: 0 x 1  , κε α 0 . Να 

δηαπηζηωζεί όηη είλαη θνίιε, θαη λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α  γηα ηηο νπνίεο ην κέγηζηό ηεο 

βξίζθεηαη ζην δεμηό ζύλνξν: x 1   

γ) Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) 3 2x  , ζην δηάζηεκα: x 0 . Να βξεζεί ην ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο, γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.  

δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ 

ηεο θακπύιεο 2(y 1) x 1   θαη ηωλ ζεηηθώλ εκηαμόλωλ.  

2 (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηε ζύλζεζε ζπλαξηήζεωλ: {w w(z,t), z z(x,y), y y(x)}   . Να δνζεί ην 

δέληξν εμάξηεζεο, θαη λα δηαηππωζνύλ νη ηύπνη αιπζωηήο παξαγώγηζεο. 

β) Η ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα, κε ηζνζηαζκηθέο  όπωο ζην ζρήκα παξαπιεύξωο.  

1. Να πξνζδηνξηζηεί ε κνλνηνλία ηεο ωο πξνο y  

2. Να δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x .  

3. Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ.   

γ) Να ραξαθηεξηζηεί ωο πξνο ην πξόζεκν ε ηεηξαγωληθή κνξθή: 2 2Q 2x y xy    , θαη λα 

δνζεί ν αληίζηνηρνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. Επίζεο λα ραξαθηεξηζηεί ωο πξνο ην πξόζεκν ε 

πεξηνξηζκέλε ηεηξαγωληθή κνξθή: 2 2Q { 2x y xy 2x y 0}      , θαη λα δνζεί ν 

αληίζηνηρνο πιαηζηωκέλνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. 

δ) Τν πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο 2 2 2max{(x y) x y c}    έρεη ηελ ιύζε:  

x c / 2, y c / 2    

Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη λα επαιεζεπηεί ε εξκελεία ηνπ. 

3 (1 μονάδa) 

Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξνϊόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε κνλαδηαία 

ηηκή ηνπ θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Δίλεηαη όηη ε ηηκή ειαηηώλεηαη κε  ξπζκό 1%  εηεζίωο, 

θαη όηη ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 . Να εθηηκεζνύλ: 

α) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο 

β) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ 

γ) Τν εηήζην έζνδν κεηά ηελ παξέιεπζε 10  εηώλ αλ ην ηωξηλό έζνδν είλαη  0E 100 .  

4 (1 μονάδα) 

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  W 4 Y   

αληίζηνηρα, όπνπ {W,V}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε ιεηηνπξγεί 

κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο: 

1. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ,  

2. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

Πόηε ζα είλαη ην θέξδνο κεγαιύηεξν?  

                                                                 ΤΕΛΟΣ     
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Διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1 (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x) ln(x 1)  . Να γίλεη ην γξάθεκα, θαη: 

1. Να βξεζεί ε γξακκηθή ηεο πξνζέγγηζε ζην ζεκείν:
0x 0  

2. Να βξεζεί θαη ε παξαβνιηθή ηεο πξνζέγγηζε ζην ίδην ζεκείν:
0x 0  

Λύζε Τν γξάθεκά ηεο ln(x 1) ln(x ( 1))    είλαη απηό ηεο lnx   

Μεηαηνπηζκέλν νξηδνληίωο θαηά 1  , δειαδή θαηά 1  πξνο ηα αξηζηεξά,   

νπόηε δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο. Έρνπκε:   
2

x 0 x 0 x 0f(x) ln(x 1) ln1 0, f (x) 1/ (x 1) 1, f (x) 1/ (x 1) 1
  

              

1. 
γρf (x) f(0) f (0)x 0 1x x      

2. 2 2 2

παρ

1 1 1
f (x) f(0) f (0)x f (0)x 0 1x x x x

2 2 2
          

  
β) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) ln(1 x) αx    ζην δηάζηεκα: 0 x 1  , κε α 0 . Να 

δηαπηζηωζεί όηη είλαη θνίιε, θαη λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α  γηα ηηο νπνίεο ην κέγηζηό ηεο 

βξίζθεηαη ζην δεμηό ζύλνξν: x 1   

Λύζε Είλαη θνίιε ωο  άζξνηζκα ηεο θνίιεο: ln(1 x) θαη ηεο θνίιεο γξακκηθήο: αx .  

Ελαιιαθηηθά, είλαη θνίιε δηόηη ε 2ε παξάγωγνο είλαη αξλεηηθή: 

 2f(x) ln(1 x) αx f (x) 1/ (1 x) α f (x) 1/ (1 x) 0                

Ωο θνίιε, ζα έρεη κέγηζην ζην δεμηό ζύλνξν: x 1   ηθαλνπνηεί:  

 f (1) 0 1/ (1 1) α 0 α 1/ 2         

 
γ) Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) 3 2x  , ζην δηάζηεκα: x 0 . Να βξεζεί ην ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο, γξαθηθά θαη αλαιπηηθά.  

Λύζε Είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε κε ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

 
xf (x) x( 2)

1 1 2x 3 2x x 3 / 4
f(x) 3 2x

 
           


 

Γεωκεηξηθά βξίζθεηαη ζην ελδηάκεζν ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο όπνπ 

ε αθηίλα θαη ε εθαπηνκέλε έρνπλ ηελ ίδηα απόιπηε θιίζε. 

   
δ) Να γίλεη ην γξάθεκα θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ βξίζθεηαη 

κεηαμύ ηεο θακπύιεο 2(y 1) x 1   θαη ηωλ ζεηηθώλ εκηαμόλωλ.  

Λύζε1 Η θακπύιε είλαη ππεξβνιηθή κε κεηαηόπηζε πξνο ηα θάηω θαηά 1: 

 2 2 1 1
(y 1) x 1 (y 1) y 1

x x
         

Τν εκβαδό δίλεηαη από ην παξαθάηω γεληθεπκέλν νινθιήξωκα: 

 
1

1/2 1/2 1 1

x 0 x 0
0

E (x 1)dx 2x x [2 0] [1 0] 1

 
          

Λύζε2  Ελαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα ιύζνπκε ωο πξνο x  θαη λα νινθιεξώζνπκε ωο πξνο y : 

 2

2

1
(y 1) x 1 x

(y 1)
   


 

 2 1

y 0
0

E (y 1) dy (1 y) [ 0] [ 1] 1


  


           

 

1  

lnx   

3 / 2   

1 
1  



y  

x  f   

2 (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηε ζύλζεζε ζπλαξηήζεωλ: {w w(z,t), z z(x,y), y y(x)}   . Να δνζεί ην 

δέληξν εμάξηεζεο, θαη λα δηαηππωζνύλ νη ηύπνη αιπζωηήο παξαγώγηζεο. 

Λύζε         {w w(z,t), z z(x,y), y y(x)} w w(z(x,y(x)),y(x),t) w(x,t)       

                    Έρνπκε ηειηθά δύν αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο: 

1. Τελ x , κε δύν δηαδξνκέο θαη επνκέλωο κεξηθή παξάγωγν κε δύν 

πξνζζεηηθνύο όξνπο 

                            
w w z w z dy

x z x z y dx

    
 

    
 ή  x z x z yw (x,t) w (z,t)z (x,y) w (z,t)z (x,y)y (x)   

2. Τελ t , κε κηα δηαδξνκή θαη επνκέλωο κεξηθή παξάγωγν κε έλαλ πξνζζεηηθό 

όξν: 

  
w w

t t

 


 
  ή 

t tw (x,t) w (z,t)  

Παξαηήξεζε. Δηαθξίλνπκε ηηο δύν δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο, ηελ αξρηθή w(z,t)  θαη ηελ 

ηειηθή πνπ πξνθύπηεη ωο ζύλζεζε κεηά ηηο αληηθαηαζηάζεηο: w(x,t)   

     
β) Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα, κε ηζνζηαζκηθέο  

όπωο ζην ζρήκα παξαπιεύξωο.  

1. Να πξνζδηνξηζηεί ε κνλνηνλία ηεο ωο πξνο y  

2. Να δηεξεπλεζεί αλ ε ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ή αύμνληα 

ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x .  

3. Να γίλεη ην γξάθεκα ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ.   

Λύζε  Οη ηζνζηαζκηθέο: f(x,y) c  έρνπλ αξλεηηθή θιίζε θαη επνκέλωο νη κεξηθέο παξάγωγνη 

έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, ζύκθωλα κε ηνλ ηύπν πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

 x x

y y

f fdy
0 0

dx f f
      

Δίλεηαη 
xf 0 , νπόηε ζα έρνπκε θαη 

yf 0 , δειαδή ε f  είλαη επίζεο y θζίλνπζα, όπωο 

θαίλεηαη θαη από ηελ θαηεύζπλζε ηεο δηαλπζκαηηθήο παξαγώγνπ f   ζην ζρήκα.  

Από ην ζρήκα επίζεο δηαπηζηώλνπκε όηη θαζώο ην x  απμάλεη ε θιίζε ηεο ηζνζηαζκηθήο 

είλαη θζίλνπζα ζην κέηξν: y (x)  , θαη επνκέλωο ε ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο. Εμάιινπ ηθαλνπνηείηαη θαη ην αλαιπηηθό θξηηήξην όηη ηα {y ,y }   έρνπλ 

αληίζεην πξόζεκν: {y 0, y 0}   .   

   

γ) Να ραξαθηεξηζηεί ωο πξνο ην πξόζεκν ε ηεηξαγωληθή κνξθή: 2 2Q 2x y xy    , θαη 

λα δνζεί ν αληίζηνηρνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. Επίζεο λα ραξαθηεξηζηεί ωο πξνο ην 

πξόζεκν ε πεξηνξηζκέλε ηεηξαγωληθή κνξθή: 2 2Q { 2x y xy 2x y 0}      , θαη λα 

δνζεί ν αληίζηνηρνο πιαηζηωκέλνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. 

Λύζε Η ηεηξαγωληθή κνξθή έρεη ηα ραξαθηεξηζηηθά: 
2 2 2Q αx γy 2βxy {α 2 0, γ 1 0}, β 1/ 2,{Δ αγ β 2 1/ 4 7 / 4 0}                  

Σπκπεξαίλνπκε όηη ε ηεηξαγωληθή κνξθή είλαη αξλεηηθά νξηζκέλε, δειαδή έρεη γλήζηα 

αξλεηηθέο ηηκέο γηα όια ηα (x,y) (0,0)  .  

Κάζε πεξηνξηζκόο ηεο ζα είλαη επίζεο αξλεηηθά νξηζκέλνο, θαη επνκέλωο ε δνζείζα 

πεξηνξηζκέλε ηεηξαγωληθή κνξθή ζα είλαη επίζεο αξλεηηθά νξηζκέλε.  

Πξάγκαηη, αλ αληηθαηαζηήζνπκε από ηνλ πεξηνξηζκό, βξίζθνπκε: 

 2 2 2{2x y 0: y 2x} Q 2x (2x) x(2x) 4x 0            

 Οη αληίζηνηρνη ζπκκεηξηθνί πίλαθεο είλαη: 

                           
w   

z   

x   y   

x   

t   



 

0 2 1
2 1/ 2

S , S 2 2 1/ 2
1/ 2 1

1 1/ 2 1

 
   

          

   κε  Δ S 2(2 1/ 4) 1(1 2) 11/ 2 0         

  

δ) Τν πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο 2 2 2max{(x y) x y c}    έρεη ηελ ιύζε:  

x c / 2, y c / 2    

Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη λα επαιεζεπηεί ε εξκελεία ηνπ. 

Λύζε Όια ζα είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο παξακέηξνπ c  . Ο πνιιαπιαζηαζηήο ωο ζπλάξηεζε ηνπ 

c , δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

x

x

f 2(x y )
λ 2

g 2x

 




    ή ηζνδύλακα: 

y

y

f 2(x y )
λ 2

g 2y

 




   , ζηαζεξόο 

Η κέγηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο  ωο ζπλάξηεζε ηνπ c  είλαη: 

 2 2f (c) (x y ) (2 c / 2) 2c         

Επαιεζεύεηαη όηη ε παξάγωγoο ηεο ζπλάξηεζεο κέγηζηεο ηηκήο ηζνύηαη κε ηνλ 

πνιιαπιαζηαζηή: 

  f (c) (2c) 2 λ     

Δειαδή, αλ απμήζνπκε ην c  θαηά 1 κνλάδα, ε κέγηζηε ηηκή ζα απμεζεί θαηά 2 κνλάδεο, 

νξηαθά.  

 

3 (1 μονάδa) 

Τν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξνϊόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε 

κνλαδηαία ηηκή ηνπ θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Δίλεηαη όηη ε ηηκή ειαηηώλεηαη κε  

ξπζκό 1%  εηεζίωο, θαη όηη ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη  ε 2 . Να εθηηκεζνύλ: 

α) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο 

β) Ο εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ 

γ) Τν εηήζην έζνδν κεηά ηελ παξέιεπζε 10  εηώλ αλ ην ηωξηλό έζνδν είλαη  0E 100 .  

Λύζε  Εθόζνλ νη ξπζκνί είλαη πνζνζηηαίνη (ζρεηηθνί), βξίζθνπκε:  

α) Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο ειαζηηθόηεηαο κε ηνλ ξπζκό 

κεηαβνιήο ηεο ηηκήο πνπ είλαη 1% : 

           
%dQ %dQ %dP

{Q Q(P), P P(t)} ( 2)( 1%) 2%
dt %dP dt

        , απμάλεη 

β) Ο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ: Ε PQ  ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ηωλ ξπζκώλ κεηαβνιήο 

ηωλ όξωλ: 

 
%dE %dQ %dP

2 1 1%
dt dt dt

      

 Σπκπεξαίλνπκε όηη ην έζνδν απμάλεη κε ξπζκό 1%   εηεζίωο, δειαδή κεηαβάιιεηαη κε 

ζρεηηθό ξπζκό: r 0.01 . Επνκέλωο ην έζνδν κεηά από 10  έηε ζα είλαη: 

 rt (0.01)10 0.1 2

0E E e 100e 100e 100[1 (0.1) (0.1) / 2] 110.5        

Σηνλ ηειεπηαίν ππνινγηζκό ρξεζηκνπνηήζακε ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε ηνπ εθζεηηθνύ. 

  



4 (1 μονάδα) 

Μηα επηρείξεζε δηαζέηεη ην ίδην πξνϊόλ  ζε δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ζε πνζόηεηεο {X,Y}  

αληίζηνηρα, κε ζπλνιηθό θόζηνο C X Y  , θαη εμηζώζεηο δήηεζεο: V 2 X   θαη  

W 4 Y   αληίζηνηρα, όπνπ {W,V}  είλαη νη αληίζηνηρεο κνλαδηαίεο ηηκέο. Η επηρείξεζε 

ιεηηνπξγεί κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: Π(X,Y) VX WY C(X,Y)   . 

α)  Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε θέξδνπο θαη λα γίλεη ην γξάθεκα ηωλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο. 

β) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ζηηο δύν αγνξέο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ην θέξδνο: 

1. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ,  

2. ζηελ πεξίπηωζε πνπ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή ζηηο δύν αγνξέο.  

Πόηε ζα είλαη ην θέξδνο κεγαιύηεξν?  

Λύζε 

α) 2 2Π (2 X)X (4 Y)Y (X Y) X 3Y X Y                                                                

Είλαη παξαβνιηθή ζπλάξηεζε κε θπθιηθέο ηζνζηαζκηθέο πνπ έρνπλ 

όιεο ην θέληξν ηνπο ζην ζηάζηκν ζεκείν:  

 X 0Π 1 2X 0 X 1/ 2         

 Y 0Π 3 2Y 0 Y 3/ 2      

Ιζρύεη κόλν ην ηκήκα ζηε ζεηηθή πεξηνρή. Τν θέληξν κπνξεί λα βξεζεί θαη κε ζπκπιήξωζε 

ηεηξαγώλωλ. Η ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη παξαβνιηθή θνίιε. 

 
2 2 2 2

2 2

Π (Χ Χ) (Y 3Υ) [Χ 2(1/ 2)Χ 1/ 4 1/ 4] [Υ 3(3 / 2)Υ 9 / 4 9 / 4]

10 / 4 (Χ 1/ 2) (Υ 3 / 2)

             

    
 

β1)  Αλ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ ηόηε ην κέγηζην θέξδνο βξίζθεηαη ζην παξαπάλω 

ζηάζηκν (εθόζνλ βξίζθεηαη ζηελ ζεηηθή πεξηνρή), πνπ καο δίλεη θαη ηελ βέιηηζηε 

θαηαλάιωζε, γηα κέγηζην θέξδνο: 

 2 2max{Π X 3Y X Y X 0,Y 0} {x 1/ 2, y 3 / 2}         .  

Οη αληίζηνηρεο βέιηηζηεο κνλαδηαίεο ηηκέο γηα κέγηζην θέξδνο, είλαη:  

 {v 2 1/ 2 3/ 2, w 4 3/ 2 5/ 2}       

β2). Αλ δελ επηηξέπεηαη δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ, ηόηε ζα έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό: 

 V W 2 X 4 Y Y 2 X            

Αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό βξίζθνπκε θέξδνο: 

 2 2 2Π X 3(2 X) X (2 X) 2 2X         

κε κέγηζην ζην x 0 y 2 0 2     , θαη ηελ εληαία ηηκή: 

 v 2 0 2, w 4 2 2       

Δειαδή ζηελ πξάμε ην πξνηόλ δηαηίζεηαη κόλν ζηε δεύηεξε αγνξά κε ηελ παξαπάλω ηηκή.  

Παξαηήξεζε. Τν θέξδνο ζα είλαη κηθξόηεξν όηαλ επηβάιιεηαη εληαία ηηκή, δηόηη θάζε 

πεξηνξηζκόο κηθξαίλεη ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο. Πξάγκαηη, έρνπκε κέγηζηα 

θέξδε αληίζηνηρα: 

 
1 3 3 5

π r c ( ) 2 4.5 2 2.5
2 2 2 2

        ,        π r c (0 2 2 2) 2 2          

 

                                                                 ΤΕΛΟΣ     
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