
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ I.                        

διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

 

1. (4 κνλάδεο)  

α) Θεωξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x)   ηεο νπνίαο ε παξάγωγνο f (x)  

έρεη ην παξαπιεύξωο γξάθεκα. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο f(x)  κε 

f(0) 0   

β) Σην επίπεδν ηωλ (x,y)  ζεωξνύκε ηα δύν ζεκεία 
0 0 0A : (x 1, y 2)  , 

1 1 1A : (x 3, y 8)    

1. Να βξεζεί ε εμίζωζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ηα δύν ζεκεία 

2. Να βξεζνύλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ ζηa  2/3 ηεο απόζηαζεο από ην 
0A   ζην 

1A   

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x) px x   γηα  0 x 2  , κε p 0    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ε θνίιε 

2. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ p  γηα ηηο νπνίεο ε κέγηζηε ηηκή ηεο βξίζθεηαη ζην 

x 2   
δ) Να ζθηαγξαθεζεί θαη λα ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο κεηαμύ ηνπ γξαθήκαηνο ηεο 

ζπλάξηεζεο 3/2f(x) min{x,x }  γηα x 0 , θαη ηνπ x άμνλα. 

2. (4 κνλάδεο) 

α) Να βξεζεί ε γξακκηθή πξνζέγγηζε ζην ζεκείν (0,0) ηεο ζπλάξηεζεο: 

 2f(x,y) (1 x) (1 y)     

β) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: 3/4 1/4f(x,y) 4x y  

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη νκνγελήο 

2. Να εθηηκεζεί ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο αλ ηα {x,y}  ειαηηωζνύλ ακθόηεξα 

θαηά 2%. 

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x,y) αxy βx γy    κε α 0 . Να βξεζεί θαη λα 

ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ζεκείν ηεο 

δ) Τν πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο 2 2f x y   κε ηνλ πεξηνξηζκό g 2x y 5   , 

είλαη (x 2,y 1)  . Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην ζηάζηκν ωο 

αθξόηαην, αλαιπηηθά θαη γξαθηθά ζην επίπεδν. 

3. (1 κνλάδα) 

Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε θόζηνπο: 2 3C 3Q Q Q / 3    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηνπ κέζνπ θόζηνπο, ηνπ κέζνπ κεηαβιεηνύ, θαη ηνπ νξηαθνύ 

θόζηνπο  

4.(1 κνλάδα) 

Θεωξνύκε ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ θόζηνπο παξαγωγήο γηα δνζκέλε πνζόηεηα 

παξαγωγήο: 

 min{C vK wL Q K L q}        

όπνπ {v,w}  είλαη νη κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, θεθαιαίνπ θαη εξγαζίαο: 

{K,L}  αληίζηνηρα. 

1. Να γίλνπλ ην γξάθεκα κηαο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο. 

2. Να δηαπηζηωζεί όηη ζηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο ηωλ ζπληειεζηώλ παξαγωγήο, ν ιόγνο 

ζπκκεηνρήο: K / L   εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w , θαη όηη ε 

αληίζηνηρε εμάξηεζε είλαη θζίλνπζα ειαζηηθή. 

 

ΤΕΛΟΣ     



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ I.                            

διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1. (4 κνλάδεο)  

Θεωπούμε μια ζςνάπηηζη f(x)   ηηρ οποίαρ η παπάγωγορ f (x)  έσει 

ηο παπαπλεύπωρ γπάθημα. Να γίνει ηο γπάθημά ηηρ f(x)  με 

f(0) 0   

Λύζη  H παξάγωγνο είλαη γλήζηα ζεηηθή εθηόο ελόο ζεκείνπ όπνπ 

είλαη κεδεληθή θαη επνκέλωο ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα αύμνπζα. 

Σηελ αξρή θνίιε όπνπ  ε παξάγωγνο είλαη θζίλνπζα, θαη ζηε 

ζπλέρεηα θπξηή όπνπ ε παξάγωγνο είλαη αύμνπζα. Σην ειάρηζην ηεο 

παξαγώγνπ ε ζπλάξηεζε έρεη ζεκείν θακπήο κε νξηδόληηα 

εθαπηνκέλε δηόηη ε παξάγωγνο είλαη κεδεληθή. 

  
β) Σηο επίπεδο ηων (x,y)  θεωπούμε ηα δύο ζημεία 

0 0 0A : (x 1, y 2)  , 
1 1 1A : (x 3, y 8)    

1. Να βπεθεί η εξίζωζη ηηρ εςθείαρ πος διέπσεηαι από ηα δύο ζημεία 

2. Να βπεθούν οι ζςνηεηαγμένερ ηος ζημείος ζηa  2/3 ηηρ απόζηαζηρ από ηο 0A   ζηο 
1A   

Λύζη (test A2, άζκηζη11),( θπονηιζηήπιο Α1, άζκηζη 8) 

1. Η εμίζωζε ηεο επζείαο είλαη: 0 1 0

0 1 0

y y y y y 2 8 2
y 2 3(x 1) 3x y 1

x x x x x 1 3 1

   
         

   
 

2. Τν ζεκείν ζηα 2/3 ηεο απόζηαζεο από ην 0A   ζην 
1A  , ζα είλαη ν  ζπλδπαζκόο ηνπο κε 

ζπληειεζηέο: 

0 1(s 1/ 3, s 2 / 3)   

Δπνκέλωο ζα έρεη ηηο ζπληεηαγκέλεο: 

 2/3 0 0 1 1

1 2 7
x s x s x 1 3

3 3 3
     ,   2/3 0 0 1 1

1 2 18
y s y s y 2 8 6

3 3 3
      ,  

πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε 

  

γ) Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη: f(x) px x   για  0 x 2     

1. Να διεπεςνηθεί αν είναι κςπηή η κοίλη 

2. Να βπεθούν οι ηιμέρ ηηρ παπαμέηπος p  για ηιρ οποίερ η μέγιζηη ηιμή ηηρ βπίζκεηαι 

ζηο x 2   

Λύζη (testA2 άζκηζη 2),  

1. Η ζπλάξηεζε είλαη θπξηή ωο άζξνηζκα ηεο θπξηήο x  (αξλεηηθή θνίιεο) θαη ηεο 

γξακκηθήο px . Δμάιινπ, ε 2ε παξάγωγνο είλαη ζεηηθή: 

 1/2 1/2 3/21 1
f(x) px x f (x) p x , f (x) x 0

2 4

          

2. Τν κέγηζην θπξηήο είλαη νπωζδήπνηε ζπλνξηαθό: ή  {0 2} . (Τν ζηάζηκν, αλ ππάξρεη, είλαη 

ειάρηζην) . Θα βξίζθεηαη ζην δεμηό ζύλνξν x 2   f(2) f(0) p2 2 0 p 2 / 2      . 

  
δ) Να ζκιαγπαθηθεί και να ςπολογιζηεί ηο εμβαδό ηηρ πεπιοσήρ μεηαξύ ηος γπαθήμαηορ 

ηηρ ζςνάπηηζηρ 3/2f(x) min{x,x }  για x 0 , και ηος x άξονα. 

Λύζη (testA2, άζκηζη17)  

Τέκλνληαη ζην: 3/2x x x 1        

1.  
3/2

x αν 0 x 1
f(x)

x αν x 1

 
 


 

2.
1

3/2 2 1 1/2

0 1
0 0 1

f(x)dx xdx x dx x / 2 2x 1/ 2 (0 2) 2.5
 

              

   



2. (4 κνλάδεο) 

α) Να βπεθεί η γπαμμική πποζέγγιζη ζηο ζημείο (0,0) ηηρ ζςνάπηηζηρ: 

 2f(x,y) (1 x) (1 y)     

Λύζη1.  (θπονηιζηήπιο Β1, άζκηζη4) 

 2 2

x yf(x,y) (1 x) (1 y) f 2(1 x)(1 y), f (1 x)          

 
x y γρ{f(0,0) 1, f (0,0) 2, f (0,0) 1} f 1 2x y       , είλαη ε γξακκηθή πξνζέγγηζε 

Λύζη2. Δθόζνλ είλαη πνιπώλπκν, αλαπηύζζνπκε ζε δπλάκεηο ηωλ (x,y) , θαη θξαηάκε κόλν 

ηνπο όξνπο κέρξη 1
εο

 ηάμεο: 

  2 2 2 2f(x,y) (1 x) (1 y) (1 2x x )(1 y) 1 2x x y 2xy x y 1 2x y                   

  

β) Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη: 3/4 1/4f(x,y) 4x y  

1. Να διεπεςνηθεί αν είναι ομογενήρ 

2. Να εκηιμηθεί η ποζοζηιαία μεηαβολή ηηρ ηιμήρ ηηρ αν ηα {x,y}  ελαηηωθούν αμθόηεπα 

καηά 2%. 

Λύζη. Δίλαη ζπλάξηεζε Cobb-Douglas θαη επνκέλωο νκνγελήο βαζκνύ ίζνπ κε ην άζξνηζκα 

ηωλ εθζεηώλ, πνπ είλαη θαη ε ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο: 

 
rε (3 / 4) (1/ 4) 1    

Δίλαη ζηαζεξήο απόδνζεο θιίκαθαο θαη επνκέλωο ε ηηκή ηεο ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά ην 

ίδην πνζνζηό, δειαδή ζα ειαηηωζεί θαηά 2%: 

 
x y x y r%df ε (%dx) ε (%dy) (ε ε )(%dx) ε (%dx) 1( 2%) 2%          

  
γ) Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη: f(x,y) αxy βx γy    με α 0 . Να βπεθεί και να 

σαπακηηπιζηεί ηο ζηάζιμο ζημείο ηηρ 

Λύζη. (Βιβλίο, κεθ2γ.3, ζελ205)  

 
x

y

f αy β 0 x γ / α
f(x,y) αxy βx γy

f αx γ 0 y β / α

      
     

     
,  

Σηάζηκν, κε εζζηαλό πίλαθα αόξηζην δηόηη έρεη νξίδνπζα αξλεηηθή: 

 
xx xy 2

yx yy

f f 0 α
Δ H α 0

f f α 0
       

Δπνκέλωο ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη ζαγκαηηθό θαη εηδηθά δελ είλαη αθξόηαην. 

   

δ) Το πεπιοπιζμένο ζηάζιμο ηηρ ζςνάπηηζηρ 2 2f x y   με ηον πεπιοπιζμό g 2x y 5   , 

είναι (x 2,y 1)  . Να ςπολογιζηεί ο πολλαπλαζιαζηήρ και να σαπακηηπιζηεί ηο ζηάζιμο 

ωρ ακπόηαηο, αναλςηικά και γπαθικά ζηο επίπεδο. 

Λύζη. (testB2, άζκηζη 4) 

Γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζηή βξίζθνπκε: 
x x x 2λ f / g 2x / 2 2


                                                                                                                

Ο γξακκηθόο πεξηνξηζκόο βξίζθεηαη εμνινθιήξνπ ζηελ πάλω ζηαζκηθή ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο f  θαη επνκέλωο ε ιύζε δίλεη πεπιοπιζμένο 

γνήζιο ολικό ελάχιζηο. Γηα ηνλ αλαιπηηθό ραξαθηεξηζκό ππνινγίδνπκε ηελ 

πιαηζηωκέλε εζζηαλή νξίδνπζα ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange: 

xx xyx2 2

y yx yy

L 2 L 0L 2x 2λ
L f λ(c g) x y λ(5 2x y)

L 2y λ L 0 L 2

     
          

     

 

 
L

0 2 1

H 2 2 0

1 0 2

 
 

  
 
 

  κε  L

2 0 2 2
H 2 1 2(4) 1( 2) 10 0

1 2 1 0
          ,  

Δίλαη αξλεηηθή θαη επνκέλωο ην ζεκείν είλαη πεπιοπιζμένο γνήζιο ηοπικό ελάχιζηο.            

min  

f f  

f   



3. (1 κνλάδα) 

Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη κόζηοςρ: 2 3C 3Q Q Q / 3    

1. Να γίνει ηο γπάθημά ηηρ 

2. Να γίνοςν ηα γπαθήμαηα ηος μέζος κόζηοςρ, ηος μέζος μεηαβληηού, και ηος οπιακού κόζηοςρ  

Λύζη (Ε1),( efarmogesA, ομάδα ΙΙΙ) 

1. Γπάθημα. Δίλαη θιαζζηθή ζπλάξηεζε θόζηνπο, πνιπώλπκν 3
νπ

 

βαζκνύ, γλήζηα αύμνπζα, ρωξίο ζηάζηκα ζεκεία: 

 2 3C 3Q Q Q / 3 C     2 3C 3 2Q Q 0    , 

δηόηη ε δηαθξίλνπζα είλαη αξλεηηθή. Έρεη ην ζεκείν θακπήο: 

 
0C 2 2Q 0 q 1         

Δίλαη θνίιε πξηλ, θαη θπξηή κεηά 

2. Μέζο κόζηορ. Γελ έρεη ζηαζεξό θόζηνο, νπόηε ην κέζν ζπκπίπηεη κε 

ην κέζν κεηαβιεηό: 

 2ΑC C(Q) / Q 3 Q Q / 3      

Δίλαη παξαβνιηθή, θζίλνπζα κέρξη ην 
1q  θαη κεηά αύμνπζα. Αξρίδεη κε 

AC(0) 3 , θαη έρεη ειάρηζην ζην: 

 
1ΑC 1 2Q / 3 q 3 / 2        

3.Οπιακό κόζηορ. Δίλαη θζίλνλ κέρξη ην ζεκείν θακπήο 
0q 1 , θαη κεηά 

αύμνλ. Κόβεη ην κέζν θόζηνο ζην ειάρηζηό ηνπ από θάηω πξνο ηα πάλω. 

Τν κέζν θόζηνο είλαη θζίλνλ όηαλ ην νξηαθό είλαη κηθξόηεξν, γίλεηαη 

αύμνλ όηαλ ην νξηαθό είλαη κεγαιύηεξν 

  

4.(1  κνλάδα) 
Θεωπούμε ηο ππόβλημα ελασιζηοποίηζηρ ηος κόζηοςρ παπαγωγήρ για δοζμένη ποζόηηηα 

παπαγωγήρ: 

 min{C vK wL Q K L q}       

όπος {v,w}  είναι οι μοναδιαίερ ηιμέρ ηων ζςνηελεζηών παπαγωγήρ, κεθαλαίος και επγαζίαρ: 

{K,L}  ανηίζηοισα. 

1. Να γίνοςν ηα γπαθήμαηα ηων καμπύλων ιζοπαπαγωγήρ. 

2. Να διαπιζηωθεί όηι ζηιρ βέληιζηερ ποζόηηηερ ηων ζςνηελεζηών παπαγωγήρ, ο λόγορ 

ζςμμεηοσήρ: K / L   εξαπηάηαι μόνο από ηο λόγο ηων μοναδιαίων ηιμών: v / w , και όηι η 

ανηίζηοιση εξάπηηζη είναι θθίνοςζα ελαζηική. 

Λύζη. (efarmoges B, άζκηζη5) 

1. Οη ζπγθεθξηκέλεο θακπύιεο ηζνπαξαγωγήο έρνπλ ηελ γλωζηή κνξθή ηνπ παξαθάηω ζρήκαηνο. 

Δηδηθόηεξα θόβνπλ ηνπο δύν άμνλεο εθαπηνκεληθά.  

2. Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη ε ιύζε είλαη εζωηεξηθή, νπόηε ζα ηθαλνπνηεί: 

    

1/2 21/2

K K

1/2

L L

C Q v K / 2 K v K v

C Q w L w L wL / 2

 



   
         

   
 

Βξήθακε όηη ν βέιηηζηνο ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ ζπληειεζηώλ εμαξηάηαη κόλν 

από ηνλ ιόγν ηωλ αληίζηνηρωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ, κε ειαζηηθόηεηα -2. 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ε εμάξηεζε ηνπ ιόγνπ ζπκκεηνρήο ηωλ ζπληειεζηώλ από 

ηνλ ιόγν ηηκώλ είλαη θζίλνπζα ειαζηηθή, όπνπ αύμεζε ηνπ ιόγνπ ηηκώλ θαηά 1%  ζα πξνθαιέζεη 

κεγαιύηεξε κείωζε ζην ιόγν ζπκκεηνρήο ηωλ ζπληειεζηώλ θαηά 2% .  

 

ΤΕΛΟΣ     

2q  

2q  

C(Q)  

0q  1q  

0q  

AC  

MC  

1q  


