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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ I.                   Σεπηέκβξηνο 2019 

διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

1 (4 μονάδες) 

α) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x) 2ln(x 1)    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζνύλ ε παξάγωγνο θαη ε γξακκηθή ηεο πξνζέγγηζε ζην ζεκείν: 0x 0  

β) Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3/2 3/2x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Σην ζεκείν {x 1, y 1}    λα ππνινγηζηεί ε παξάγωγνο ηνπ y  ωο πξνο x , θαη λα 

δηαπηζηωζεί όηη είλαη ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x) ln(x 1) 3x     ζην ζεηηθό δηάζηεκα: x 0   

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ή θνίιε     

2. Να βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο 

δ) Θεωξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο: {f(x) 1/ x, g(x) x}  , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}   

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηνπο  ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ.  

2. Να ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο κεηαμύ ηωλ δύν θακπύιωλ θαη ηνπ ζεηηθνύ y   

εκηάμνλα  

2 (4 μονάδες) 

α) Οη εμηζώζεηο: {xy v, 2x y w}     νξίδνπλ πιεγκέλα ηα {x,y}  ωο ζπλαξηήζεηο ηωλ {v,w} . 

Να βξεζεί ε κεξηθή παξάγωγνο ηνπ x  ωο πξνο v .  

β) Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα θαη έρεη ηζνζηαζκηθέο όπωο 

ζην παξαπιεύξωο ζρήκα. Να δηεξεπλεζεί ε κνλνηνλία ηεο ωο πξνο y  θαη λα 

ζθηαγξαθεζειη ε θάηω ζηαζκηθή ηεο.   

γ) Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην (ειεύζεξν) ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο:  2f(x,y) xy x x   , 

ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  .  

δ) Τν ζεκείν {x 1,y 2}  είλαη ην (πεξηνξηζκέλν) ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: f(x,y) xy , κε ηνλ 

πεξηνξηζκό: g(x,y) 2x y 4   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  . 

1. Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange  

2. Να ραξαθηεξηζηεί ωο αθξόηαην, αλαιπηηθά θαη γξαθηθά    

3 (1 μονάδες)  

α). Αλ ε ηηκή P  ελόο αγαζνύ απμάλεη εηεζίωο κε ξπζκό 1% , θαη ε δήηεζε Q  κεηώλεηαη εηεζίωο κε 

ξπζκό 2% , λα εθηηκεζεί  ν εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ζπλνιηθήο δαπάλεο E PQ  

β). Έλα κνλνπώιην έρεη δηαπηζηώζεη όηη ε ειαζηηθόηεηα ηεο δήηεζεο Q  ωο πξνο ηελ ηηκή P  ηνπ 

πξνηόληνο πνπ παξάγεη είλαη ε 1/ 2  . Πόζν πεξίπνπ ζα κεηαβιεζεί ην έζνδν R PQ  αλ ην 

κνλνπώιην αλεβάζεη ηελ ηηκή θαηά 2%? 

4 (1 μονάδες)  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν αγαζώλ ζε 

πνζόηεηεο {X,Y} , κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε c : 

 
{X,Y}
max{U X 2 Y C vX wY c}        

α) Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά.   

β) Να δηαπηζηωζεί όηη ν ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν αγαζώλ ζηε δαπάλε: vx / wy , εμαξηάηαη 

κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w . Να ππνινγηζηεί θαη λα εξκελεπηεί ε 

αληίζηνηρε ειαζηηθόηεηα. 

  

  ΤΕΛΟΣ 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ I. Λύζεηο               Σεπηέκβξηνο 2019 

διάπκεια εξέηαζηρ: 2 ώπερ 

 

1  (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε f(x) 2ln(x 1)    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Να βξεζνύλ ε παξάγωγνο θαη ε γξακκηθή ηεο πξνζέγγηζε 

ζην ζεκείν:
0x 0  

Λύζε 

1. Τν γξάθεκά ηεο 2ln(x 1)  είλαη απηό ηεο 2lnx  κεηαηνπηζκέλν 

νξηδνληίωο θαηά 1  , δειαδή θαηά 1  πξνο ηα αξηζηεξά,  νπόηε 

δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο. Τέινο αληηζηξέθεηαη θαη ωο πξνο ηνλ νξηδόληην 

άμνλα ιόγω ηνπ αξλεηηθνύ πξόζεκνπ. 

2. Σην ζεκείν 
0x 0 , βξίζθνπκε ηηο ηηκέο:   

 
x 0 x 0f(x) 2ln(x 1) 2ln1 0, f (x) 2 / (x 1) 2
 

            

 
γρf (x) f(0) f (0)x 0 2x 2x      , γξακκηθή 

                                                                                   

β) Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε: 3/2 3/2x y 2   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}    

1. Να γίλεη ην γξάθεκά ηεο 

2. Σην ζεκείν {x 1, y 1}    λα ππνινγηζηεί ε παξάγωγνο ηνπ y  ωο πξνο x , θαη λα 

δηαπηζηωζεί όηη είλαη ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο ηνπ x  ωο πξνο y  

Λύζε   

1. Δίλαη ηεο γλωζηήο κνξθήο: ρ ρx y c    κε ρ 1 , νπόηε κνηάδεη 

κε ηελ πεξηθέξεηα θύθινπ, ιηγόηεξν θακππινεηδήο δηόηη ν εθζέηεο 

είλαη κηθξόηεξνο ηνπ 2.   

2. Καηαξρήλ επαιεζεύνπκε όηη ην ζεκείν ηθαλνπνηεί ηελ εμίζωζε. 

Γξαθηθά είλαη ην ζεκείν όπνπ ε αθηίλα έρεη ίδηα απόιπηε θιίζε κε 

ηελ εθαπηνκέλε.  Το ζημείο ιζοελαζηικόηηηαρ ηος x  ωρ ππορ y  είναι ίδιο με αςηό ηος y  ωρ 

ππορ x . Παξαγωγίδνληαο πιεγκέλα ,  βξίζθνπκε:  

 1/2 1/2 1/2 1/2(3 / 2)x (3 / 2)y y 0 y x / y        

Έρνπκε: (x 1,y 1) y 1      ,   x

xy 1( 1)
E y 1

y 1

 
    , ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο 

  

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x) ln(x 1) 3x     ζην ζεηηθό δηάζηεκα: x 0   

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ή θνίιε    2. Να βξεζεί ε κέγηζηε ηηκή ηεο 

Λύζε  

1. Δίλαη θνίιε ωο άζξνηζκα ηεο θνίιεο:  2ln(1 x) , κε ηελ γξακκηθή: x . Δμάιινπ έρνπκε: 

 f(x) ln(1 x) 3x   1 2f (x) (1 x) 3, f (x) (1 x) 0          , αξλεηηθή 2
ε
 παξάγωγν 

2. Όληαο θνίιε, ην ζηάζηκν, αλ ππάξρεη, δίλεη κέγηζην: 

 1f (x) (1 x) 3 0 x 1 1/ 3 x 2 / 3 0            , δελ βξίζθεηαη ζηε ζεηηθή πεξηνρή. 

Σην αξηζηεξό ζύλνξν έρνπκε: 1f (0) (1 0) 3 2 0       , ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε γηα 

κέγηζην.  

Δπνκέλωο ε κέγηζηε ηηκή είλαη: f(0) ln(1 0) 3 0 0     

 
 

 

f(x)   

2lnx   

1  



f c  

f   y  
f(x,y) c  

x  

δ) Θεωξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο: {f(x) 1/ x, g(x) x}  , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}   

1. Να γίλνπλ ηα γξαθήκαηα ηνπο  ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ.  

2. Να ππνινγηζηεί ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο κεηαμύ ηωλ δύν θακπύιωλ θαη ηνπ ζεηηθνύ 

y   εκηάμνλα  

Λύζε  

1. Βξίζθνπκε ην ζεκείν ηνκήο: 

  3/2

1/2

1
x x 1 x 1

x
      

2. Τν εκβαδό δίλεηαη από ην νινθιήξωκα:           

 
1 1 1

1/2 1/2 1 2 1

0 0
0 0 0

1
E [f(x) g(x)]dx x dx xdx 2x x 2 1/ 2 3 / 2

2

                                        

 

2. (4 μονάδερ) 

α) Οη εμηζώζεηο: {xy v, 2x y w}     νξίδνπλ πιεγκέλα ηα {x,y}  ωο ζπλαξηήζεηο ηωλ 

{v,w} . Να βξεζεί ε κεξηθή παξάγωγνο ηνπ x  ωο πξνο v .  

Λύζε 1. Με ηνπο ηύπνπο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο: 

 

v y

v y

x y

x y

f f 1 x(f,g)
g gf(x,y,v,w) xy v 0 0 1x 1 1(v,y)

(f,g) f f y xg(x,y,v,w) 2x y w 0 v y 2x y 2x

(x,y) 2 1g g



     
         

      


 

Λύζε 2. Με πιεγκέλε παξαγώγηζε ωο πξνο v , κε ζηαζεξό w : 

 
v v v v

v v v

v v v v

x y xy 1 x y x( 2x ) 1xy v 1
x y 2x x 1 x

2x y w 2x y 0 y 2x y 2x

      
        

        
 

Λύζε 3. Λύλνληαο ηηο εμηζώζεηο αιγεβξηθά  ωο πξνο {x,y}  γηα λα βξνύκε ηελ x x(v,w) .  

 

β) Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη x θζίλνπζα θαη έρεη 

ηζνζηαζκηθέο όπωο ζην παξαπιεύξωο ζρήκα. Να 

δηεξεπλεζεί ε κνλνηνλία ηεο ωο πξνο y  θαη λα 

ζθηαγξαθεζειη ε θάηω ζηαζκηθή ηεο.   

Λύζε. Η θιηζε ηεο ηζνζηαζκηθήο είλαη ζεηηθή, θαη ν 

ηύπνο πιεγκέλεο παξαγώγηζεο καο δίλεη: 

 x x

y y

f fdy
f(x,y) c 0 0

dx f f
        

Σπκπεξαίλνπκε όηη νη δύν κεξηθέο παξάγωγνη έρνπλ αληίζεην πξόζεκν, θαη επνκέλωο όηη ε 

ζπλάξηεζε είλαη y αύμνπζα. Η δηαλπζκαηηθή θιίζε δείρλεη πάλω αξηζηεξά πξνο ηελ πάλω 

ζηαζκηθή. Η θάηω ζηαζκηθή βξίζθεηαη ζηελ αληίζεηε θαηεύζπλζε. Δμάιινπ ε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο πξέπεη λα απμάλεη όηαλ ειαηηώλεηαη ην x  ή όηαλ απμάλεη ην y . 

 

γ) Να βξεζεί θαη λα ραξαθηεξηζηεί ην (ειεύζεξν) ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο:  
2f(x,y) xy x x   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  .  

 Λύζε. 2

x yf(x,y) xy x x {f y 2x 1 0, f x 0} {x 0,y 1}             ζηάζηκν ζεκείν 

Ο εζζηαλόο πίλαθαο ζην ζηάζηκν είλαη αόξηζηνο δηόηη έρεη νξίδνπζα αξλεηηθή: 

 
xx xy

yx yy

f f 2 1
Δ H 1 0

f f 1 0


      . 

Δπνκέλωο ην ζηάζηκν δελ είλαη αθξόηαην, είλαη ζαγκαηηθό. 

 

1  

x   

1/2x



δ) Τν ζεκείν {x 1,y 2}  είλαη ην (πεξηνξηζκέλν) ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο: f(x,y) xy , κε ηνλ 

πεξηνξηζκό: g(x,y) 2x y 4   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  . 

1. Να ππνινγηζηεί ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange  

2. Να ραξαθηεξηζηεί ωο αθξόηαην, είηε αλαιπηηθά είηε γξαθηθά    

Λύζε.  Τν πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν ζα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο: 

 yx

x y

ff y x
,g c ,2x y 4 {x 1,y 2}

g g 2 1

    
           

   

: πεξηνξηζκέλν ζηάζηκν 

Γηα λα ην ραξαθηεξίζνπκε ρξεηαδόκαζηε ηνλ πνιιαπιαζηαζηή θαη ηε ζπλάξηεζε Lagrange: 

 x

x

f y 2
λ 1

g 2 2
    ,  L f λ(c g) xy (4 2x y) xy 2x y 4            

Ο πιαηζηωκέλνο Δζζηαλόο πίλαθαο ηεο ζπλάξηεζεο Lagrange ζην ζεκείν είλαη αξλεηηθά 

νξηζκέλνο δηόηη έρεη νξίδνπζα ζεηηθή: 

 

x y

x xx xy

y yx yy

0 g g 0 2 1

g L L 2 0 1 2(0 1) 1(2 0) 4 0

1 1 0g L L

           

Δπνκέλωο ην ζεκείν είλαη (γλήζην) πεξηνξηζκέλν ηνπηθό κέγηζην. 

Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη 

πεξηνξηζκέλν νιηθό κέγηζην. 
 

3.(1 κνλάδεο)  

(α). Αλ ε ηηκή P  ελόο αγαζνύ απμάλεη εηεζίωο κε ξπζκό 1% , θαη ε δήηεζε Q  κεηώλεηαη 

εηεζίωο κε ξπζκό 2% , λα εθηηκεζεί  ν εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ζπλνιηθήο δαπάλεο 

E PQ  

(β). Έλα κνλνπώιην έρεη δηαπηζηώζεη όηη ε ειαζηηθόηεηα ηεο δήηεζεο Q  ωο πξνο ηελ ηηκή P  

ηνπ πξνηόληνο πνπ παξάγεη είλαη ε 1/ 2  . Πόζν πεξίπνπ ζα κεηαβιεζεί ην έζνδν R PQ  αλ ην 

κνλνπώιην αλεβάζεη ηελ ηηκή θαηά 2%? 

Λύζε 

(α). Ο (ζρεηηθόο) πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο γηλνκέλνπ δίλεηαη από ην άζξνηζκα ηωλ 

(ζρεηηθώλ) πνζνζηηαίωλ  ξπζκώλ κεηαβνιήο ηωλ όξωλ: 

E P QE PQ r r r 0.01 0.02 0.01          κε ζρεηηθνύο ξπζκνύο 

E P QE PQ %r %r %r 1% 2% 1%          κε πνζνζηηαίνπο ξπζκνύο 

Η ζπλνιηθή δαπάλε ειαηηώλεηαη κε ξπζκό 1%  εηεζίωο, πεξίπνπ  

(β). Μεηαβνιή ηεο ηηκήο θαηά 2% ζα πξνθαιέζεη κεηαβνιή ηεο δήηεζεο θαηά 

( 1/ 2)2 1%   , θαη επνκέλωο, όπωο θαη παξαπάλω, κεηαβνιή ηνπ εζόδνπ θαηά 2 1 1%  .  

Τν έζνδν ζα απμεζεί πεξίπνπ 1%  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

g c   

f   

y  

x  



 

4 (1 μονάδα)  
Θεωξνύκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ρξεζηκόηεηαο U  ζηελ θαηαλάιωζε δύν 

αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y} , κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη δνζκέλε δαπάλε 

c : 

 
{X,Y}
max{U X 2 Y C vX wY c}        

α) Να βξεζεί ε ιύζε {x,y}  γξαθηθά.   

β) Να δηαπηζηωζεί όηη ν ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ δύν αγαζώλ ζηε δαπάλε: vx / wy , 

εμαξηάηαη κόλν από ην ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ: v / w . Να ππνινγηζηεί θαη λα 

εξκελεπηεί ε αληίζηνηρε ειαζηηθόηεηα. 

Λύζε 

α) Γξαθηθά ε ιύζε δίλεηαη όπωο ζην γξάθεκα. Παξαηεξνύκε όηη είλαη 

πάληνηε εζωηεξηθή, επνκέλωο πεξηνξηζκέλε ζηάζηκε, γηα νηεζδήπνηε 

κνλαδηαίεο ηηκέο ηωλ δύν αγαζώλ.  

β) Η ιύζε ζα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζωζε πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο: 

 
2

X X

2

Y Y

U C 1/ 2 X v x w

U C w y 4v1/ Y

 
     

 
 

Γηαπηζηώζακε όηη ν ιόγνο ζπκκεηνρήο ηωλ ζπληειεζηώλ ζηελ θαηαλάιωζε εμαξηάηαη κόλν 

από ηνλ ιόγν ηωλ κνλαδηαίωλ ηηκώλ ηνπο. Τν ίδην ζα ηζρύεη θαη γηα ηνλ ιόγν ηωλ δαπαλώλ:  : 

 

12

2

x w vx w vx 1 v

y wy 4v wy 4 w4v


   

       
  

  

Η ειαζηηθόηεηα ηεο εμάξηεζεο δίλεηαη από ηελ δύλακε 1  , νπόηε έρνπκε: 

vx v
%d %d

wy w

   
    

  
     ή ηζνδύλακα: %d(vx) %d(wy) (%dv %dw)     

Γειαδή: 

1. Αν ο λόγορ ηων ηιμών αςξηθεί κάποιο ποζοζηό, ο λόγορ ηων ανηίζηοισων δαπανών θα 

ελαηηωθεί καηά ηο ίδιο αςηό ποζοζηό, οπιακά.  

2. Αν αςξηθεί η ηιμή ηος ενόρ αγαθού ζε ζσέζη με ηο άλλο καηά κάποιο ποζοζηό, ηόηε η 

ανηίζηοιση δαπάνη θα ελαηηωθεί ζε ζσέζη με ηην δαπάνη ζηο άλλο αγαθό καηά ηο ίδιο αςηό 

ποζοζηό, οπιακά.  

Υπελζπκίδνπκε όηη νξηαθά ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ελόο ιόγνπ ηζνύηαη κε ηελ δηαθνξά ηεο 

πνζνζηηαίαο κεηαβνιήο ηνπ παξνλνκαζηή από απηή ηνπ αξηζκεηή. 

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα βξνύκε πξώηα ηελ πιήξε ιύζε θαη ζηε ζπλέρεηα 

λα ππνινγίζνπκε ηνλ δεηνύκελν ιόγν: 
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  ιύζε 

Γηα ηνλ ιόγν ζπκκεηνρήο ηωλ δύν αγαζώλ ζηε ζπλνιηθή δαπάλε, βξίζθνπκε πάιη: 
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