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1. (4 μονάδερ) 

α) Θεωξνύκε ηελ εμίζωζε y lnx 2  .  

1. Να βξεζνύλ ε εμίζωζε κεηαβνιώλ θαη ε εμίζωζε δηαθνξηθώλ 

2. Nα βξεζεί πόζν πξέπεη λα κεηαβιεζεί ην x από ηελ ηηκή x 1  ώζηε ην y   λα ειαηηωζεί 

θαηά 0.1. Να βξεζεί θαη ε αληίζηνηρε εθηίκεζε ρξεζηκνπνηώληαο δηαθνξηθά. 

β) To y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  κε ηηκέο 
1 2{y 4, y 6}   όηαλ 

1 2{x 2, x 4}  .  

Να εθηηκεζνύλ ε παξάγωγνο θαη ε ειαζηηθόηεηα ηνπ x  ωο πξνο y    

γ) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: 2f(x) pln(x 1) x x     γηα x 0 , κε p 0    

1. Να δηεξεπλεζεί αλ είλαη θπξηή ε θνίιε 

2. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ p  γηα ηηο νπνίεο ε κέγηζηε ηηκή βξίζθεηαη ζην x 0 .  

δ)  Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε  1 2h(x) min{x ,x }   ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}  .  

1. Να δηεξεπλεζεί γξαθηθά ή αλαιπηηθά αλ είλαη θπξηή ή θνίιε  

2. Να ππνινγηζηεί ην νινθιήξωκα: 
0

h(x)dx


  

2. (4 μονάδερ) 

α) Να βξεζνύλ νη κεξηθέο παξάγωγνη θαη ε γξακκηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο 
α β(1 x) (1 y)  , ζην ζεκείν (0,0)  

β) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε: f(x,y) lnx y   , γηα {x 0,y 0}  . Να βξεζνύλ θαη λα 

ζθηαγξαθεζνύλ: 

1. Η δηαλπζκαηηθή παξάγωγνο ζην ζεκείν (1,2)   

2. Η ηζνζηαζκηθή πνπ δηέξρεηαη από ην ίδην ζεκείν, θαζώο θαη ε αληίζηνηρε πάλω ζηαζκηθή 

γ) Να δηαπηζηωζεί όηη ην ζεκείν (x 2,y 1)   είλαη ειεύζεξν ζηάζηκν ηεο ζπλάξηεζεο 
2 2f(x,y) x y 4x 8y   , θαη λα ραξαθηεξηζηεί.  

δ) Θεωξνύκε ην πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο: 

 max{f xy g 2x y c, x 0, y 0}       

Να βξεζεί ε ιύζε, θαη λα επαιεζεπηεί ε εξκελεία ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange. 

3. (1 μονάδα) 
Θεωξνύκε ηξεηο ζπλαξηήζεηο θόζηνπο: C C(Q) ,  κε ηα παξαθάηω γξαθήκαηα. Να γίλνπλ ηα 

αληίζηνηρα  γξαθήκαηα ηωλ ζπλαξηήζεωλ νξηαθνύ, κέζνπ, θαη κέζνπ κεηαβιεηνύ θόζηνπο: 

                            MC C (Q), AC C(Q) / Q, AVC VC(Q) / Q   ,   

ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ γηα ηελ θάζε πεξίπηωζε. 

4. (1μονάδα) 
Χξεζηκνπνηώληαο εξγαζία  L  κε κνλαδηαίν θόζηνο w , κηα επηρείξεζε έρεη παξαγωγή 

Q ln(1 L)  ε νπνία δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά κε  κνλαδηαία ηηκή p . Αλ ε επηρείξεζε ιεηηνπξγεί 

κεγηζηνπνηώληαο ην θέξδνο: 

α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηωλ {p,w}  γηα ηηο νπνίεο ζα ππάξμεη παξαγωγή. 

β) Γηα ηηο παξαπάλω ηηκέο, λα βξεζεί ην (κέγηζην) θέξδνο π  ωο ζπλάξηεζε ηωλ {p,w} , θαη 

λα δηεξεπλεζνύλ νη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θπξηόηεηαο θαη νκνγέλεηαο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο. 

ΤΕΛΟΣ   
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διάρκεια εξέηαζης: 2 ώρες 
 

1. (4 μονάδερ) 

α) Θεωπούμε ηην εξίζωζη y lnx 2  .  

1. Να βπεθούν η εξίζωζη μεηαβολών και η εξίζωζη διαθοπικών 

2. Nα βπεθεί πόζο ππέπει να μεηαβληθεί ηο x από ηην ηιμή x 1  ώζηε ηο y   να 

ελαηηωθεί καηά 0.1. Να βπεθεί και η ανηίζηοιση εκηίμηζη σπηζιμοποιώνηαρ διαθοπικά. 

Λύζη  (Perilipseis Ι.2, αζκ.2) 

 y f(x) {Δy f(x Δx) f(x)}, {dy f (x)dx}       

1. Δμίζωζε κεηαβνιώλ: Δy [ln(x Δx) 2] [lnx 2] ln(x Δx) lnx         

    Δμίζωζε δηαθνξηθώλ: dy dx / x   

2.Μεηαβνιή: 0.1 0.1{x 1, Δy 0.1} 0.1 ln(1 Δx) 1 Δx e Δx e 1               

    Γηαθνξηθό: {dy 0.1,x 1} 0.1 dx / 1 dx 0.1         

Παπαηήπηζη. Τν δηαθνξηθό ζπκπίπηεη κε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε ηεο κεηαβνιήο: 

 0.1Δx e 1 (1 0.1) 1 0.1        

  

β) To y  είναι ζςνάπηηζη ηος x  με ηιμέρ 1 2{y 4, y 6}   όηαν 1 2{x 2, x 4}  .  

Να εκηιμηθούν η παπάγωγορ και η ελαζηικόηηηα ηος x  ωρ ππορ y    

Λύζη. (test IV, αζκ.12) 

 Έρνπκε: 
2 1 2 1Δx x x 4 2 2, Δy y y 6 4 2            

1. παξάγωγνο: 2 1

2 1

x xΔx 2
m 1

Δy y y 2


   


    

2. ειαζηηθόηεηα: 2 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1

(x x ) / x y (x x )Δx / x 4 2
ε 2

Δy / y (y y ) / y x (y y ) 2 2

  
    

  
  

     ελαιιαθηηθά:  2 1 1

2 1

lnx ln x ln4 ln2 ln2
ε

lny lny ln6 ln4 ln3 / 2

 
  

 
 

  

γ) Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη: 2f(x) pln(x 1) x x     για x 0 , με p 0    

1. Να διεπεςνηθεί αν είναι κςπηή η κοίλη 

2. Να βπεθούν οι ηιμέρ ηηρ παπαμέηπος p  για ηιρ οποίερ η μέγιζηη ηιμή βπίζκεηαι ζηο 

x 0 .  

Λύζη (test III, αζκ.7) 

1. Η ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ωο άζξνηζκα ηεο θνίιεο ln(1 x) , ηεο θνίιεο 2x   (αξλεηηθή 

θπξηήο) θαη ηεο γξακκηθήο x  . Δλαιιαθηηθά, ε 2
ε
 παξάγωγνο  είλαη αξλεηηθή: 

 
2

p p
f (x) 1 2x, f 2 0

1 x (1 x)
       

 
) 

2. Τν max θνίιεο ζπλάξηεζεο είλαη πξόβιεκα ΚΠ.  

Δπνκέλωο, ε ιύζε ζα είλαη ζην αξηζηεξό ζύλνξν: x 0 f (0) 0 p 1 0 p 1        

  
 

 

 

 

 

 



δ)  Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη  1 2h(x) min{x ,x }   ζηη θεηική πεπιοσή: {x 0, y 0}  .  

1. Να διεπεςνηθεί γπαθικά ή αναλςηικά αν είναι κςπηή ή κοίλη  

2. Να ςπολογιζηεί ηο ολοκλήπωμα: 
0

h(x)dx


  

Λύζη (test I.11) 

1. Η ζπλάξηεζε h(x)  δεν είναι ούηε κςπηή ούηε κοίλη. Τν 

γξάθεκα ηεο δίλεηαη από ηελ καύξε θακπύιε ηνπ ζρήκαηνο, κε 

ζεκείν έλωζεο: 

2

1 1
x 1

xx
   ,  

1

2

x , αν x 1
h(x)

x , αν x 1





 
 


 . 

2. Γηα ην νινθιήξωκα βξίζθνπκε: 
1

1 2 1 1

0 1
0 0 1

h(x)dx x dx x dx ln x x (0 ) (0 1)
 

                  

Τν νινθιήξωκα δελ ζπγθιίλεη. 

Παπαηήπηζη.  Έρνπκε δύν αξλεηηθέο δπλάκεηο, όπνπ ε 2x   θαηεβαίλεη πην απόηνκα από ηελ 
1x  . Η h(x)   απνηειείηαη από δύν θπξηά ηκήκαηα, όπνπ ζην θαζέλα ε 1

ε
 παξάγωγνο απμάλεη 

(γίλεηαη ιηγόηεξν αξλεηηθή), αιιά  ζην ζεκείν έλωζεο ζρεκαηίδεηαη γωλία όπνπ ε 1
ε
 

παξάγωγνο κηθξαίλεη (γίλεηαη πεξηζζόηεξν αξλεηηθή). 

  

2. (4 μονάδερ) 

α) Να βπεθούν οι μεπικέρ παπάγωγοι και η γπαμμική πποζέγγιζη ηηρ ζςνάπηηζηρ 
α β(1 x) (1 y)  , ζηο ζημείο (0,0)  

Λύζη (Perilipseis II.5 αζκ.4) 

1. Μεξηθέο παξάγωγνη:  

α 1 β

x xα β

α β 1
yy

f α(1 x) (1 y) f (0,0) α
f(x,y) (1 x) (1 y)

f (0,0) βf (1 x) β(1 y)





     
     

    

   

2. Γξακκηθή πξνζέγγηζε: 
x yf(0,0) f (0,0)x f (0,0)y 1 αx βx       

  

β) Θεωπούμε ηην ζςνάπηηζη: f(x,y) lnx y   , για {x 0,y 0}  . Να βπεθούν και να 

ζκιαγπαθηθούν: 

1. Η διανςζμαηική παπάγωγορ ζηο ζημείο (1,2)   

2. Η ιζοζηαθμική πος διέπσεηαι από ηο ίδιο ζημείο, καθώρ και η ανηίζηοιση πάνω 

ζηαθμική 

Λύζη (Perilipseis II.1,  αζκ.1) 

1. Γηαλπζκαηηθή παξάγωγνο: 

 
x y{f 1/ x 1, f 1} f ( 1,1)        , δείρλεη αξηζηεξά πάλω  

2. Ιζνζηαζκηθή: f(x,y) f(1,2) lnx y 2 y lnx 2        

Γίλεηαη από ην γξάθεκα ηεο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο 

κεηαηνπηζκέλν πξνο ηα πάλω θαηά 2 κνλάδεο. 

3. Πάλω ζηαζκηθή: f(x,y) f(1,2) lnx y 2 y lnx 2        

Βξίζθεηαη πάλω από ηελ  θακπύιε ηεο ηζνζηαζκηθήο, ζηελ 

θαηεύζπλζε πνπ δείρλεη θαη ε δηαλπζκαηηθή παξάγωγνο. 

  
 

 

 

 

1  

1x
  

2x
  

f    
y lnx 2    

2   

1  



γ) Να διαπιζηωθεί όηι ηο ζημείο (x 2,y 1)   είναι ελεύθεπο ζηάζιμο ηηρ ζςνάπηηζηρ 
2 2f(x,y) x y 4x 8y   , και να σαπακηηπιζηεί.  

Λύζη  (test III αζκ.7) 
Τν ζεκείν ηθαλνπνηεί ηηο εμηζώζεηο ζηαζηκόηεηαο 

 

2 2

x2 2

2 2

y

f 2xy 4 2(2)(1) 4 0
f(x,y) x y 4x 8y

f 2x y 8 2(2) 1 8 0

     
    

     

 

Γηα ηηο δεύηεξεο παξαγώγνπο, βξίζθνπκε: 

 

2

x 2 2

xx yy xy2

y

2 2

f xx yy xy

f 2xy 4
f 2y 2 0,f 2x 8 0, f 4xy 8

f 2x y 8

Δ f f f 2 8 8 48 0

  
        

  

        

   

Η νξίδνπζα είλαη γλήζηα αξλεηηθή θαη επνκέλωο ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη ζαγκαηηθό. 

Δηδηθόηεξα δελ είλαη αθξόηαην. 

  

δ) Θεωπούμε ηο ππόβλημα πεπιοπιζμένηρ βεληιζηοποίηζηρ: 

 max{f xy g 2x y c, x 0, y 0}       

Να βπεθεί η λύζη, και να επαληθεςηεί η επμηνεία ηος πολλαπλαζιαζηή Lagrange. 

Λύζη.  (βιβλίο 2δ.4, ζελ 236) 

1. Η ιύζε είλαη εζωηεξηθή θαη δίλεηαη από ην πεξηνξηζκέλν 

ζηάζηκν, δειαδή από ηηο εμηζώζεηο Lagrange: 

x x

y y

f λg y 2λ y 2λ x c / 4

f λg x λ x λ y c / 2

2x y c 2λ 2λ c λ c / 4g c

     
   

         
          

  

Η ιύζε: (x c / 4, y c / 2)   , θαη ν πνιιαπιαζηαζηήο: λ c / 4 , 

εμαξηώληαη από ηελ παξάκεηξν c . 

2. Βξίζθνπκε θαη ηελ κέγηζηε ηηκή ηεο f  ωο ζπλάξηεζεο ηεο παξακέηξνπ c :  

 2f (c) x y c / 8    , 

θαη επαιεζεύνπκε όηη ε παξάγωγόο ηεο ηζνύηαη κε ηνλ πνιιαπιαζηαζηή: 

 f (c) c / 4 λ(c)    

  

g c   

f   

y  

x  



3. (1 μονάδα) 
Θεωπούμε ηπειρ ζςναπηήζειρ κόζηοςρ: C C(Q) ,  με ηα παπακάηω γπαθήμαηα. Να 

γίνοςν ηα ανηίζηοισα  γπαθήμαηα ηων ζςναπηήζεων οπιακού κόζηοςρ, μέζος κόζηοςρ, 

και μέζος μεηαβληηού κόζηοςρ: 

                            MC C (Q), AC C(Q) / Q, AVC VC(Q) / Q   ,   

ζηο ίδιο ζύζηημα ζςνηεηαγμένων για ηην κάθε πεπίπηωζη. 

 

Λύζη (test.efarmoges IΑ, αζκ.3) 

 

Σε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο: 

α) Γελ ππάξρεη ζηαζεξό θόζηνο: C(0) 0 , νπόηε ην κέζν κεηαβιεηό θόζηνο ζπκπίπηεη κε ην 

κέζν θόζηνο: AVC AC , θαη δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο.  

β) Σε θάζε πεξίπηωζε ην αξρηθό νξηαθό ζπκπίπηεη πάληνηε κε ην αξρηθό κέζν κεηαβιεηό 

θόζηνο, νπόηε εδώ ζπκπίπηεη θαη κε ην αξρηθό θόζηνο: 

ΜC(0) AVC(0) AC(0)   

γ) Το οπιακό κόζηορ δίλεηαη από ηελ παξάγωγν, θαη έρεη ην γξάθεκα ηεο καύξεο γξακκήο.  

Σηε 1ε είλαη ζηαζεξό, ζηε 2ε είλαη αύμνλ, θαη ζηε 3ε είλαη αξρηθό αύμνλ θαη ζηε ζπλέρεηα 

θζίλνλ κε κέγηζην ζην ζεκείν θακπήο. Η 3ε δελ είλαη θαλνληθή ζπλάξηεζε θόζηνπο. 

δ) Το μέζο κόζηορ έρεη ην γξάθεκα ηεο δηαθεθνκκέλεο γξακκήο, θαη είλαη:  

1. Σηε 1ε ζηαζεξό θαη ζπκπίπηεη κε ην νξηαθό. 

2. Σηε 2ε αύμνλ θαη κεγαιύηεξν από ην νξηαθό δηόηη ε αθηίλα έρεη πάληνηε κεγαιύηεξε 

θιήζε από ηελ εθαπηνκέλε. 

3. Σηελ 3ε αξρηθά αύμνλ θαη κεηά ην ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο θζίλνλ, κε κέγηζην ζην ζεκείν 

ηζνειαζηθόηεηαο όπνπ θαη ζπκπίπηεη κε ην νξηαθό. 

ε) Σε θάζε πεξίπηωζε, ην κέζν θόζηνο είλαη αύμνλ όηαλ ην νξηαθό είλαη κεγαιύηεξν, θζίλνλ 

όηαλ ην νξηαθό είλαη κηθξόηεξν. Σην κέγηζην ηνπ κέζνπ θόζηνπο ην νξηαθό ην θόβεη από 

πάλω πξνο ηα θάηω, είλαη κεγαιύηεξν πξηλ θαη κηθξόηεξν κεηά. 
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4. (1μονάδα) 
Χπηζιμοποιώνηαρ επγαζία  L  με μοναδιαίο κόζηορ w , μια επισείπηζη έσει παπαγωγή 

Q ln(1 L)  η οποία διαηίθεηαι ζηην αγοπά με  μοναδιαία ηιμή p . Αν η επισείπηζη 

λειηοςπγεί μεγιζηοποιώνηαρ ηο κέπδορ: 

α) Να βπεθούν οι ηιμέρ ηων {p,w}  για ηιρ οποίερ θα ςπάπξει παπαγωγή. 

β) Για ηιρ παπαπάνω ηιμέρ, να βπεθεί ηο (μέγιζηο) κέπδορ π  ωρ ζςνάπηηζη ηων {p,w} , 

και να διεπεςνηθούν οι ιδιόηηηερ μονοηονίαρ και κςπηόηηηαρ αςηήρ ηηρ ζςνάπηηζηρ. 

Λύζη. (Test.Efarmoges IIIB, αζκ.1) 

α) Τν θέξδνο:     Π(L) pQ C pln(1 L) wL , είλαη κοίλη ζπλάξηεζε, κε κέγηζην ζην 

ζηάζηκν: 

  
p

Π' w 0
1 L

  


  
p

L 1
w

   , αλ    L 0 p w ,  

νπόηε θαη ζα έρνπκε παξαγωγή.  

Αλ ε ζπλζήθε δελ ηθαλνπνηείηαη: p w , ηόηε ε ιύζε ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν:  L 0 , δηόηη: 

   Π'(0) p w 0 ,  

νπόηε θαη δελ ζα έρνπκε παξαγωγή . 

β) Αλ p w , ηόηε ην θέξδνο είλαη: π 0 .  

    Αλ  p w , ηόηε ην θέξδνο είλαη:  

 π pln(1 L ) wL   
p

pln( ) (p w) plnp p plnw w
w

        

1. Μνλνηνλία:  

 
p

w

π lnp lnw ln(p / w) 0
π plnp p plnw w

π p / w 1 0

     
      

     
p αύμνπζα, w  θζίλνπζα 

2. Κπξηόηεηα: 

 
pp pwp

2

wp www

π 1/p π 1/ wπ lnp lnw ln(p / w) 0

π 1/ w π p / wπ p / w 1 0

         
              

  κε 
2 2

1 1
Δ 0

w w
    

Δίλαη {p,w}  θπξηή, δηόηη έρνπκε: 

 2

pp ww pp ww pwπ 0, π 0, Δ π π π 0      

3.Οκνγέλεηα: 

  
tp p

π(tp,tw) tpln( ) (tp tw) t[pln (p w)] tπ(p,w)
tw w

        

Δίλαη νκνγελήο βαζκνύ 1  

  
 

ΤΕΛΟΣ     

   


