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Ef.IV.8  ΕΛΑ΢ΣΘΚΟΣΗΣΕ΢ ΢ΣΑ ΟΘΚΟΝΟΜΘΚΑ  (Α) 

ΕΚΣΘΜΗ΢ΕΘ΢ 

1.Παξαδείγκαηα αλαιπηηθά 2.Παξαδείγκαηα αξηζκεηηθά  

ΖΗΣΗ΢Η-ΠΡΟ΢ΦΟΡΑ 

3.Ειαζηηθόηεηα δήηεζεο 4.Ειαζηηθόηεηα πξνζθνξάο 5.Κέξδνο κνλνπσιίνπ 6.Ειαζηηθόηεηεο ζηε 

δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ  

ΠΑΡΑΓΩΓΗ. 7.Οηθνλνκίεο θιίκαθαο 

   

ΕΚΣΙΜΗ΢ΕΙ΢ 

1. Παξαδείγκαηα αλαιπηηθά 
Παξάδεηγκα. ΢ε κηα νηθνλνκία απμάλνπλ ην εζληθό εηζόδεκα Y  κε εηήζην ξπζκό 6% , θαη ν 

πιεζπζκόο L  κε εηήζην ξπζκό 3% . Να βξεζεί ν εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θαηά θεθαιήλ 

εηζνδήκαηνο y Y /L , θαη αλ απμάλεη λα εθηηκεζεί ν ρξόλνο δηπιαζηαζκνύ ηνπ θαηά θεθαιή 

εηζνδήκαηνο. 

Λύζε. Ο πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ιόγνπ ηζνύηαη κε ηε δηαθνξά ησλ δύν ξπζκώλ: 

 
Y %dy %dY %dL

y 6 3 3%
L dt dt dt

        εηεζίσο 

Επνκέλσο απμάλεη κε ζρεηηθό ξπζκό r 0.03 .   

Ελαιιαθηηθά, ρξεζηκνπνηώληαο ζρεηηθνύο ξπζκνύο:  y Y L

Y
y r r r 0.06 0.03 0.03

L
        

Εθόζνλ κεηαβάιιεηαη κε ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό ζα κεηαβάιιεηαη εθζεηηθά: 

 rt 0.03ty(t) y(0)e y(0)e   

Θα δηπιαζηαζηεί κεηά από ρξόλν τ  πνπ δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 

 0.03T 0.03τ ln2 0.7 70
y(τ) 2y(0) 2y(0) y(0)e 2 e τ 23.33

0.03 0.03 3
           ρξόληα   

΢εκ. Γεληθά ν ρξόλνο δηπιαζηαζκνύ ελόο κεγέζνπο κε ζηαζεξό ξπζκό αύμεζεο %r  δίλεηαη από 

ηνλ ηύπν: 

 
ln2 0.7 70

τ
r r %r

    

Παξάδεηγκα. Σν εηήζην έζνδν από ηελ πώιεζε ελόο πξντόληνο είλαη E QP , όπνπ P  είλαη ε 

κνλαδηαία ηηκή θαη Q  ε πνζόηεηα δήηεζεο. Αλ ε ηηκή απμάλεη κε ξπζκό 0.5%  εηεζίσο, θαη ε 

ειαζηηθόηεηα δήηεζεο είλαη ε 3  , λα εθηηκεζνύλ ν εηήζηνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζόδνπ, 

θαζώο θαη ην ύςνο ηνπ εηήζηνπ εζόδνπ κεηά ηελ παξέιεπζε 4  εηώλ αλ ην ησξηλό έζνδν είλαη  0E .  

Λύζε.  

1. Εθόζνλ έρνπκε γηλόκελν: E QP , ν πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο  ηνπ εζόδνπ ηζνύηαη κε ην 

άζξνηζκα ησλ δύν, ηεο δήηεζεο θαη ηεο ηηκήο: 

 
%dE %dQ %dP

dt dt dt
   όπνπ: 

%dP
0.5%

dt
  εηεζίσο 

2. Η κεηαβνιή ηεο δήηεζεο κε ηνλ ρξόλν πξνθύπηεη σο ζύλζεζε: {Q Q(P), P P(t)} Q Q(t)     

Επνκέλσο ν πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο δήηεζεο ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηεο ειαζηηθόηεηαο 

κε ηνλ πνζνζηηαίν ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ηηκήο: 

           
%dQ %dQ %dP

( 3)(0.5%) 1.5%
dt %dP dt

      εηεζίσο 

3  Αληηθαζηζηώληαο ζην 1, βξίζθνπκε:  

            
%dE

1.5 0.5 1%
dt

      

΢πκπεξαίλνπκε όηη ην έζνδν πέθηεη 1%   εηεζίσο, δειαδή κεηαβάιιεηαη κε ζρεηηθό ξπζκό: 

r 0.01  . Επνκέλσο ην έζνδν κεηά από 4  έηε ζα είλαη: 
rt ( 0.01)4 0.04 2

0 0 0 0 0E E e E e E e E [1 ( 0.04) ( 0.04) / 2] E 0.9608          , παξαβνιηθή πξνζέγγηζε   
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2. Παξαδείγκαηα αξηζκεηηθά 
Έρνπκε δύν ηξόπνπο εθηίκεζεο ηεο ειαζηηθόηεηαο θαη ηνπ ζρεηηθνύ ξπζκνύ, από αξηζκεηηθά 

δεδνκέλα: 

1. Υξεζηκνπνηώληαο ηνπο νξηζκνύο: 

 
x x

Δy / y xΔy Δy / y Δy
y y(x) E y , R y

Δx / x yΔx Δx yΔx
       

Αλ έρνπκε δύν ζεκεία: 
1 1 2 2(x ,y ), (x ,y ) , ηόηε σο αξρηθέο ηηκέο (x,y)  κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε νηνδήπνηε από ηα δύν ζεκεία, ή ην ελδηάκεζν κε ζπληεηαγκέλεο:  

 
1 2 1 2x (x x ) / 2, y (y y ) / 2      

Η εθηίκεζε ζα είλαη αθξηβήο αλ ε ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή, δειαδή έρεη ζηαζεξή θιίζε. 

2.  Υξεζηκνπνηώληαο ηελ (εκη)ινγαξηζκηθή παξάζηαζε 

 x x

Δlny Δlny
y y(x) E y , R y

Δlnx Δx
     

Σώξα ε εθηίκεζε ζα είλαη αθξηβήο αλ ε ζπλάξηεζε είλαη δύλακε ή εθζεηηθή αληίζηνηρα, δειαδή αλ 

έρεη ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ή ζρεηηθό ξπζκό αληίζηνηρα. 

3. Μπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηνύκε θαη ηηο παξαβνιηθέο πξνζεγγίζεηο: 

 x 21
x 0 e 1 x x

2
      ,   2ln(1 x) x x / 2    

 
Παξάδεηγκα. ΢ε κηα εζληθή νηθνλνκία, ην εζληθό εηζόδεκα Y  θαη ν πιεζπζκόο  L  θαηά ηα έηε 

1 2{t 2000, t 2010}  , βξέζεθαλ λα έρνπλ αληίζηνηρα ηηο ηηκέο: 

 
1 2{Y 500, Y 600}   δηζεθαηνκκύξηα επξώ,  

1 2{L 10, L 11}   εθαηνκκύξηα  

α) Να εθηηκεζνύλ ν εηήζηνο πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εζληθνύ εηζνδήκαηνο, ηνπ 

πιεζπζκνύ, θαη ηνπ θαηά θεθαιή εηζνδήκαηνο y Y / L .  

β) Τπνζέηνληαο ην ηειεπηαίν ζηαζεξό, λα εθηηκεζεί ην θαηά θεθαιή εηζόδεκα θαηά ην έηνο 2020 . 

Λύζε.  

α)  2 1 1
Y Y Y

2 1

(Y Y ) / YΔY / Y 100 / 500 1
r 0.02 %r 100r 2%

Δt t t 10 50


       


 

 2 1 1
L L L

2 1

(L L ) / LΔL / L 1/ 10 1
r 0.01 %r 100r 1%

Δt t t 10 100


       


 

 
y Y L y yy Y / L r r r 0.02 0.01 0.01 %r 100r 1%           

Μεηαβάιινληαη κε ξπζκό {2%,1%,1%}  εηεζίσο, αληίζηνηρα. 

β). Μεγέζε πνπ κεηαβάιινληαη κε ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό εμειίζζνληαη εθζεηηθά, νπόηε κεηά από 

10  ρξόληα ην θαηά θεθαιή εηζόδεκα ζα είλαη: 

 yr 10 (0.01)10 0.1600
y(2020) y(2010)e e 54.55e

11
    

 
1 1

54.55(1 ) 60.3
10 200

   
διζεκαηομμύρια  εσρώ

εκαηομμύριo πληθσζμό

τιλιάδες εσρώ

κάηοικο
60.3  

Παξαηήξεζε. Όπσο αλαθέξακε παξαπάλσ, έρνπκε θαη ελαιιαθηηθνύο ηύπνπο εθηίκεζεο ησλ 

παξαπάλσ κεγεζώλ. Π.ρ. 

1. ΢ηνλ παξνλνκαζηή ηεο ζρεηηθήο κεηαβνιήο αληί ησλ αξρηθώλ: 
1 1{Y ,L }  κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ηα 
2 2{Y ,L }  ή ηα ελδηάκεζα: 

1 2 1 2Y (Y Y ) / 2, L (L L ) / 2     

2. Αληί γηα ηηο ζρεηηθέο κεηαβνιέο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη εκηινγαξηζκηθέο. 

3. Μπνξεί λα ππνινγηζηεί πξώηα ην θαηά θεθαιή εηζόδεκα ζηηο δύν πεξηόδνπο: 

  
1 1 1 2 2 2y Y / L , y Y / L   
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Παξάδεηγκα. Σν ΑΕΠ  X  ελόο πιεζπζκνύ N  ήηαλ 
1 2{X 200, X 250}   δηζεθαηνκκύξηα επξώ 

θαηά ηα έηε 
1 2{t 2000, t 2010}  , αληίζηνηρα. 

α). Να εθηηκεζεί ν εηήζηνο πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ ΑΕΠ.  

β). Τπνζέηνληαο ζηαζεξό πνζνζηηαίν ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ ΑΕΠ, λα εθηηκεζεί ην ΑΕΠ γηα ην έηνο 

2020 . 

γ). Αλ επηπιένλ είλαη γλσζηό όηη ν πιεζπζκόο N  ειαηηώλεηαη κε ξπζκό 2%  εηεζίσο λα εθηηκεζεί 

ν πνζνζηηαίνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θαηά θεθαιή ΑΕΠ; x X / N . 

Λύζε. 

α). Θα εθηηκήζνπκε ηνλ ζρεηηθό ξπζκό κεηαβνιήο r  ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εκηινγαξηζκηθή 

παξάζηαζε: 

 2 1 2 1

2 1 2 1

lnY lnY ln(Y / Y ) ln(250 / 200) ln(1.25)
r

t t t t 10 10


   

 
 

2

%r 100r 10ln1.25

10[0.25 (0.25) / 2] 2.2%

  

  
 

β). Με ζηαζεξό ζρεηηθό ξπζκό ην εηζόδεκα απμάλεη εθζεηηθά. Αξρίδνληαο κε ην έηνο 2010 ην 

εηζόδεκα γηα ην έηνο 2020 ζα είλαη: 

 r(2020 2010) 10r ln1.25N(2020) 250e 250e 250e 250(1.25) 312.5      

γ). Θα ηζνύηαη κε ηελ δηαθνξά ησλ δύν ξπζκώλ: 

  [10ln1.25 ( 2)]% [10ln1.25 2]% 2.2 2 4.2%       . 
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ΖΗΣΗ΢Η-ΠΡΟ΢ΦΟΡΑ  

 

3. Ειαζηηθόηεηα δήηεζεο 
Θεσξνύκε ηελ δήηεζε Q  σο ζπλάξηεζε ηεο κνλαδηαίαο ηηκήο P  ελόο αγαζνύ. Με ηνλ Q άμνλα 

νξηδόληην, ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο (Demand Elasticity) αθνξά ηελ ειαζηηθόηεηα ηεο πνζόηεηαο 

Q  ζηνλ νξηδόληην άμνλα σο πξνο ηελ ηηκή P  ζηνλ θαηαθόξπθν, θαη δίλεηαη από ηα παξαθάησ 

κεγέζε: 

 D P

dQ / Q %dQ PQ P
Q D(P) ε ε E Q

dP / p %dP Q QP


       


 

Θα αζρνιεζνύκε κόλν κε θαλνληθά αγαζά πνπ έρνπλ θζίλνπζεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο, νπόηε θαη 

ε ειαζηηθόηεηα είλαη αξλεηηθό κέγεζνο. Λέκε όηη ε δήηεζε είλαη: 

ειαζηηθή αλ  
D Dε ε 1   ,  αλειαζηηθή αλ 

D Dε ε 1   ,  ηζνειαζηηθή αλ 
D Dε ε 1    

Δειαδή: 

Η δήηεζε είλαη ειαζηηθή αλ αύμεζε ηεο ηηκήο 

πξνθαιεί κεγαιύηεξε πνζνζηηαία κείωζε ζηε 

δεηνύκελε πνζόηεηα ή ηζνδύλακα αλ αύμεζε ηεο 

πνζόηεηαο πξνθύπηεη από κηθξόηεξε πνζνζηηαία 

κείωζε ζηελ ηηκή. 

΢ηα δύν γξαθήκαηα παξαπιεύξσο έρνπκε ηελ 

ίδηα εμίζωζε δήηεζεο, ζην πξώην ηελ 

ζπλάξηεζε δήηεζεο D  κε ηνλ P άμνλα 

νξηδόληην, θαη ζην δεύηεξν ηελ αληίζηξνθε 

ζπλάξηεζε δήηεζεο 1D   κε ηνλ Qάμνλα 

νξηδόληην. ΢εκεηώλνπκε θαη ελδεηθηηθέο ηηκέο ηνπ 

κέηξνπ ηεο ειαζηηθόηεηαο δήηεζεο. 

Παξαηήξεζε 

1. Μηα ζπλάξηεζε δήηεζεο κπνξεί λα κελ έρεη ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο νπόηε ζα είλαη παληνύ 

ειαζηηθή ή παληνύ αλειαζηηθή. Εηδηθά απηό ηζρύεη αλ έρεη ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα δηαθνξεηηθή ηεο 

1  
2. Εθόζνλ ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο αθνξά ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ Q   σο πξνο ην P  , 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ζην ίδην {P,Q}  ε ειαζηηθόηεηα δήηεζεο (ην κέηξν) κεγαιώλεη όζν κεγαιώλεη  ε 

θιίζε ηνπ γξαθήκαηνο D , δειαδή όζν κηθξαίλεη ε θιίζε ηνπ γξαθήκαηνο  1D .  

΢ην όξην βξίζθνπκε ηηο παξαθάησ εηδηθέο πεξηπηώζεηο: 

3. Σν θαηαθόξπθν γξάθεκα ηνπ πξώηνπ ζρήκαηνο αληηζηνηρεί 

ζε κεδεληθή ειαζηηθόηεηα θαη ιέκε όηη ε δήηεζε είλαη 

πιήξωο αλειαζηηθή (totally inelastic), κε ηελ έλλνηα όηη ε 

πνζόηεηα δήηεζεο είλαη ζηαζεξή θαη δελ επεξεάδεηαη από ηελ 

ηηκή 

4. Σν νξηδόληην γξάθεκα ηνπ δεύηεξνπ ζρήκαηνο αληηζηνηρεί 

ζε άπεηξε ειαζηηθόηεηα όπνπ ε δήηεζε είλαη πιήξωο 

ειαζηηθή (totally elastic), κε ηελ έλλνηα όηη ε ηηκή είλαη 

δνζκέλε, αλεμάξηεηα ηεο πνζόηεηαο δήηεζεο. 

Παξάδεηγκα 

1.  1 1Q αP P Q / α     είλαη παληνύ ηζνειαζηηθή κε ε 1   

2.  2 1/2 1/2Q αP P α Q     είλαη παληνύ ειαζηηθή κε ε 2   

3.  1/2 2 2Q αP P α Q     είλαη παληνύ αλειαζηηθή κε ε 1/ 2   

4. Q 4 2P P 2 Q/ 2         έρεη ηζνειαζηηθόηεηα όηαλ:   

 
PQ P( 2)

1 (P 1,Q 2)
Q 4 2P

 
     


 

Είλαη  αλειαζηηθή  ζηα κηθξόηεξα P , ειαζηηθή ζηα κεγαιύηεξα P .                                               

2   
0  

  

1  

P  

Q  

PE Q 1  

PE Q 1  

κέηξν ηεο ειαζηηθόηεηαο δήηεζεο: 

Dε  

 

0

 



 

1P D (Q)   

1
 

1
 

1
 

P
 

Q

 0

 

P
 



 

1
 

1
 1

 Q

 

Q D(P)  

0  

Q  

  

P  P  

Q  
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4. Ειαζηηθόηεηα πξνζθνξάο 
Με ηνλ ίδην ηξόπν νξίδεηαη ε ειαζηηθόηεηα γηα ηελ πξνζθνξά Q  σο ζπλάξηεζεο ηεο κνλαδηαίαο 

ηηκήο P  ελόο αγαζνύ. Με ηνλ Q άμνλα νξηδόληην, ε ειαζηηθόηεηα πξνζθνξάο (Supply 

Elasticity) αθνξά ηελ ειαζηηθόηεηα ηεο πνζόηεηαο ζηνλ νξηδόληην άμνλα σο πξνο ηελ ηηκή ζηνλ 

θαηαθόξπθν, θαη δίλεηαη από ηνπο ηύπνπο: 

 S P

dQ / Q %dQ PQ P
Q S(P) ε ε E Q

dP / P %dP Q QP


       


 

Είλαη ζεηηθή εθόζνλ ε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο είλαη αύμνπζα. ΢πλήζσο έλα ζεκείν 

ηζνειαζηηθόηεηαο ρσξίδεη ηα ζεκεία ειαζηηθόηεηαο από ηα ζεκεία αλειαζηηθόηεηαο, όπσο ζηα δύν 

πξώηα γξαθήκαηα παξαθάησ πνπ αθνξνύλ ηελ ίδηα ζρέζε αιιά κε ηνπο άμνλεο αλεζηξακκέλνπο. 

Μηα ζπλάξηεζε πξνζθνξάο κπνξεί λα κελ έρεη ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο νπόηε κπνξεί λα είλαη 

παληνύ ειαζηηθή ή παληνύ αλειαζηηθή, όπσο ζην ηειεπηαίν γξάθεκα παξαθάησ. Όπσο θαη ζηελ 

δήηεζε, ζην ίδην (Q,P)   ε ειαζηηθόηεηα πξνζθνξάο (ην κέηξν) κεγαιώλεη όζν κεγαιώλεη ε θιίζε ηνπ 

γξαθήκαηνο S  ή ηζνδύλακα κηθξαίλεη ε θιίζε ηνπ γξαθήκαηνο 1S . Εηδηθά έρνπκε ηηο παξαθάησ 

αθξαίεο πεξηπηώζεηο, σο όξηα: 

1 . Γηα ην θαηαθόξπθν γξάθεκα ηνπ ηξίηνπ γξαθήκαηνο κε κεδεληθή ειαζηηθόηεηα ιέκε όηη ε 

πξνζθνξά είλαη πιήξωο αλειαζηηθή (totally inelastic), π.ρ. όηαλ ε δηαζέζηκε πνζόηεηα είλαη 

πεξηνξηζκέλε.  

2. Γηα ην νξηδόληην γξάθεκα ηνπ ηέηαξηνπ γξαθήκαηνο κε άπεηξε ειαζηηθόηεηα ιέκε όηη ε 

πξνζθνξά είλαη πιήξωο ειαζηηθή (totally elastic).  

Σέινο ζεσξνύκε θαη ηελ ηζνξξνπία πνπ πξνθύπηεη σο ηνκή ησλ ζπλαξηήζεσλ δήηεζεο θαη 

πξνζθνξάο, θαη παξαηεξνύκε όηη:  

Υπνζέηνληαο ηνλ Q άμνλα οριζόνηιο, ζηελ ηζνξξνπία πξνζθνξάο θαη δήηεζεο: {Q ,P }  , 

κεγαιύηεξν κέηξν ειαζηηθόηεηαο, δειαδή κεγαιύηεξε επαηζζεζία ωο πξνο κεηαβνιέο ζηελ ηηκή, (ηεο 

δήηεζεο ή ηεο πξνζθνξάο),   ζα έρεη ε θακπύιε κε ηελ κηθξόηεξε (απόλσηη) θιίζε,: 

 
1

D
D S

1
S

εP D P S D S
ε , ε

ε SQ Q D

  

  

  
    

 
, ην ίδην γηα ηηο απόιπηεο ηηκέο ηνπο 

5. Κέξδνο κνλνπωιίνπ  
Αλ κηα παξαγσγή πνζόηεηαο Q  δηαηεζεί κε κνλαδηαία ηηκή P , ζα πξνθύςεη έζνδν (Revenue): 

 R PQ  

Δηαθξίλνπκε δύν βαζηθέο πεξηπηώζεηο, σο εμήο: 

1. Η κνλαδηαία ηηκή είλαη ζηαζεξή εμσγελώο θαζνξηζκέλε, νπόηε ιέκε όηη επηθξαηνύλ ζπλζήθεο 

πιήξνπο αληαγωληζκνύ (full competition).  Έρνπκε: 

P(Q) p R pQ   

2. H κνλαδηαία ηηκή είλαη ζπλάξηεζε ηεο πνζόηεηαο ζύκθσλα κε ηελ εμίζωζε δήηεζεο: 

 P P(Q) R P(Q)Q   , όπνπ: 1P(Q) D (Q)  

Λέκε όηη επηθξαηνύλ ζπλζήθεο ειιηπνύο αληαγωληζκνύ, εηδηθόηεξα ζπλζήθεο κνλνπωιίνπ 

(monopoly). ΢απηή ηελ πεξίπησζε ζα ππνζέηνπκε όηη ην αγαζό είλαη ζπλεζηζκέλν, νπόηε ε δήηεζε 

ζα είλαη γλήζηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο θαη ε ειαζηηθόηεηα ζα είλαη γλήζηα αξλεηηθή: 

 D

PQ P
Q Q(P) ε 0

Q QP


    


 

κέηξν ηεο ειαζηηθόηεηαο πξνζθνξάο: 
S Pε E Q  

 

0  

    

  

1
1

 
1

 

 

1
 

Q  

P  Q  

0

 

1
 

P  

  

1
 

1
 

1
 

P  P  P  

Q  Q  Q  
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Παξαηήξεζε. Από καζεκαηηθήο ζθνπηάο, ε ζπλζήθε 1 ηνπ πιήξνπο αληαγσληζκνύ κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο νξηαθή πεξίπησζε ηεο ζπλζήθεο 2 ηνπ ειιηπνύο αληαγσληζκνύ ζην όξην όηαλ ε 

δήηεζε είλαη πιήξσο ειαζηηθή: 
Dε    

 
΢ηελ πεξίπησζε ηνπ ειιηπνύο αληαγσληζκνύ, νξίδνπκε ηα κεγέζε: 

R
AR P

Q
   , Μέζν Έζνδν (Average Revenue)  

 
D

P Q 1
MR R P P Q 1 P 1 P

P ε

  
              

, Οξηαθό Έζνδν (Marginal Revenue),  

΢ε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε ηεο αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο, ην νξηαθό έζνδν είλαη ηώξα γλήζηα 

κηθξόηεξν από ηελ κνλαδηαία ηηκή P : 

Η αύμεζε ηνπ εζόδνπ ιόγω απμεκέλεο πνζόηεηαο κεηξηάδεηαη από ηελ ηαπηόρξνλε πηώζε ηεο ηηκήο.  

Δηαπηζηώλνπκε όηη:   

Ως ζσνάρηηζη ηης  ποζόηηηας Q , ην έζνδν: R P(Q)Q  απμάλεη όηαλ ε δήηεζε είλαη ειαζηηθή: 

Dε 1 , δειαδή όηαλ αύμεζε ηεο πνζόηεηαο αληηζηνηρεί ζε κηθξόηεξε πνζνζηηαία κείωζε ηεο 

κνλαδηαίαο ηηκήο ηνπ πξνϊόληνο, θαη ειαηηώλεηαη ζηελ αληίζεηε πεξίπηωζε Dε 1 .  

Σε εζωηερικό ακρόηαηο ηοσ εζόδοσ η ζήηηζη είναι ιζοελαζηική.  

Απόδεημε1. ΢ύκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ ηύπν, ε ζπλάξηεζε R(Q)  είλαη αύμνπζα όηαλ: 

D

D

1
R 1 P 0 ε 1

ε

 
       

 

 

Απόδεημε2. Σν ίδην ζπκπέξαζκα πξνθύπηεη από ηελ εμέηαζε ηνπ πξόζεκνπ ηεο ειαζηηθόηεηαο ηνπ 

R  σο πξνο Q , ε νπνία ππνινγίδεηαη εύθνια επεηδή έρνπκε γηλόκελν ζπλαξηήζεσλ. Γηα ζεηηθά 

κεγέζε ην πξόζεκν ηεο ειαζηηθόηεηαο ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ, νπόηε 

θαηαιήγνπκε ζην ίδην ζπκπέξαζκα: 

      Q Q Q Q D

D D

1 1
R P(Q)Q E R E P E Q E P 1 1 1 0 ε 1

ε ε
                                            

Παξαηήξεζε. Αλ ππνζέζνπκε, σο ζπλήζσο, όηη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο είλαη ειαζηηθή ζηηο 

κηθξόηεξεο πνζόηεηεο  Q  θαη αλειαζηηθή ζηηο κεγαιύηεξεο, ηόηε θαζώο ε πνζόηεηα απμάλεη, ε 

ζπλάξηεζε εζόδνπ ζα είλαη ζηελ αξρή αύμνπζα κέρξη έλα επίπεδν παξαγσγήο πνπ δίλεη κέγηζην 

έζνδν θαη ζηε ζπλέρεηα ζα γίλεηαη θζίλνπζα, όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα παξαθάησ. 

 
Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηε γξακκηθή ζπλάξηεζε δήηεζεο: 

 Q 4 P / 2 P 2(4 Q)       

Γεσκεηξηθά, ην έζνδν πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε Q  εθθξάδεηαη 

κε ην εκβαδό ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ πνπ έρεη βάζε Q  θαη 

ύςνο 1P D (Q) , όπσο θαίλεηαη ζην πξώην γξάθεκα. Η 

ζπλάξηεζε εζόδνπ είλαη θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

 2R PQ 2(4 Q)Q 8Q 2Q      

 R (Q) 8 4Q 0 q 2        

Είλαη αθξηβώο ην ελδηάκεζν ζεκείν ηζνειαζηηθόηεηαο, όπσο 

θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα. Έρνπκε ειαζηηθόηεηα γηα 

κηθξόηεξεο πνζόηεηεο δήηεζεο, αλειαζηηθόηεηα γηα 

κεγαιύηεξεο. Παξαηεξνύκε όηη σο ζπλάξηεζε ηεο πνζόηεηαο 

ην έζνδν είλαη αύμνλ όηαλ ε δήηεζε είλαη ειαζηηθή, θζίλνλ  

όηαλ ε δήηεζε είλαη αλειαζηηθή 

                                                                                                  
 

2  

Dε 1  

8  

4  

P  
Dε 1  

Q  
R PQ

 
Dε 1  

2  

Q  

MR  

P  

R  
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Θεσξνύκε ηώξα ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο ζε ζπλζήθεο κνλνπσιίνπ ή 

γεληθόηεξα ειιηπνύο αληαγσληζκνύ: 

 max{Π(Q) R(Q) C(Q) P(Q)Q C(Q) Q 0}       

Τπνζέηνπκε όηη ε παξαγσγή είλαη ζπκθέξνπζα, δειαδή ε βέιηηζηε παξαγσγή πνπ κεγηζηνπνηεί ην 

θέξδνο είλαη γλήζηα ζεηηθή: 
 q 0  

Τπνζέηνληαο επίζεο όηη είλαη θξαγκέλε, ζα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε ζηαζηκόηεηαο: 

 Π(q) 0 R (q) C (q)     
D

1
1 P(q) C (q)

ε

 
   

 

,  ζπλζήθε 1εο ηάμεο   

΢πκπεξαίλνπκε όηη, ζηελ βέιηηζηε παξαγωγή (κέγηζηνπ θέξδνπο) ε δήηεζε είλαη ειαζηηθή. 

Πξάγκαηη, ην νξηαθό θόζηνο ζην δεμηό κέξνο είλαη πάληνηε ζεηηθό, νπόηε ζεηηθό ζα είλαη θαη ην 

νξηαθό έζνδν ζην αξηζηεξό κέξνο. Δειαδή to ίδην ην έζνδν ζα είλαη αύμνλ, νπόηε ζύκθσλα κε ην 

πξνεγνύκελν απνηέιεζκα ε δήηεζε ζα είλαη ειαζηηθή. 

Παξάδεηγκα. Με ηελ γξακκηθή ζπλάξηεζε δήηεζεο ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο, ζεσξνύκε 

θαη ηελ  γξακκηθή ζπλάξηεζε θόζηνπο 

 C 2 Q   

Θα βξνύκε ηελ βέιηηζηε παξαγσγή, πνπ κεγηζηνπνηεί ην θέξδνο.  

Λύζε. Έρνπκε πξόβιεκα ΚΠ δηόηη ε ζπλάξηεζε εζόδσλ είλαη 

θνίιε θαη ε ζπλάξηεζε θόζηνπο γξακκηθή θπξηή :   

  2 2Π R C (8Q 2Q ) (2 Q) 2 7Q 2Q           

Σν κέγηζην θέξδνο ζα βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν, αλ ππάξρεη: 

 Π 7 4Q 0 q 7 / 4 2        

Είλαη ζεκείν ειαζηηθόηεηαο, ζύκθσλα θαη κε ηελ παξαπάλσ ζεσξία.  

 

6. Ειαζηηθόηεηεο ζηελ δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ.  
Σν πξόβιεκα δηαθνξνπνίεζεο ηηκώλ πνπ εμεηάζακε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην αληηκεησπίδεηαη 

πην ζπζηεκαηηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ειαζηηθόηεηεο δήηεζεο. Εμεηάδνπκε ηελ δηάζεζε πνζνηήησλ 

{X,Y}  ηνπ ίδηνπ πξντόληνο ζε δύν δηαθνξεηηθέο αγνξέο, ελδερόκελα κε δηαθνξεηηθέο κνλαδηαίεο 

ηηκέο {V,W} . ΢ε αληηζηνηρία κε ηηο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο ζηηο δύν αγνξέο: 

V V(X), W W(Y)    

ζσξνύκε θαη ηηο αληίζηνηρεο ειαζηηθόηεηεο: 

X V Y W

VX V WY W
ε E X 0, ε E Y 0

X XV Y YW

 
       

 
 

Επαλεμεηάδνπκε πάιη ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο κε δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ: 

 max{Π R C V(X)X W(Y)Y C(X Y)}       

θαη δηαπηζηώλνπκε ηα εμήο: 

΢ε ζπλζήθεο  κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο κε δηαθνξνπνίεζε ηηκώλ, θαη ππνζέηνληαο δηάζεζε 

ηνπ πξνϊόληνο ζε ακθόηεξεο ηηο αγνξέο, ηζρύνπλ ηα παξαθάηω : 

1. Σν νξηαθό έζνδν ζηηο δύν αγνξέο ζα είλαη ίδην θαη ζεηηθό 

2. Η δήηεζε ζα είλαη ειαζηηθή ζε ακθόηεξεο ηηο αγνξέο: 

Xε 1 , Yε 1   

3. Η ηηκή δηάζεζεο ζα είλαη κηθξόηεξε όπνπ ε ειαζηηθόηεηα ηεο δήηεζεο είλαη κεγαιύηεξε: 

X Yv w ε ε    

δειαδή ε ηηκή είλαη κηθξόηεξε ζηελ αγνξά πνπ είλαη πεξηζζόηεξν επαίζζεηε ζηελ ηηκή. 

 

 

 

 

 

2   7 / 4  4  

Q  

C(Q)  

R(Q)  
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Απόδεημε. Τπνζέζακε ιύζε εζσηεξηθή, νπόηε ζα έρνπκε ηελ ζπλζήθε ζηαζηκόηεηαο: 

 X X

X Y

Y Y

Π 0 R C
R R C 0

Π 0 R C

  
     

  
 

Γηα ην νξηαθό έζνδν ζηηο δύν αγνξέο βξίζθνπκε: 

 

X

X

Y

Y

XV 1
R V V X V 1 V 1

V ε
R V(X)X W(Y)Y

YW 1
R W W Y V 1 W 1

W ε

   
             

   
   

            

 

Η ηδηόηεηα:  

 
X YR R C 0    

καο δίλεη όια ηα δεηνύκελα. Τπελζπκίδνπκε όηη όπσο δηαπηζηώζακε παξαπάλσ: 

ην νξηαθό έζνδν ζε κηα αγνξά είλαη γλήζηα ζεηηθό   ε δήηεζε είλαη ειαζηηθή ε 1 .  

 
Παξάδεηγκα. Με γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο  θαη θόζηνπο:  

    V 4 2X  ,  W 5 Y  ,  C(Q) 2 2Q  , 

ε ζπλάξηεζε θέξδνπο γξάθεηαη : 

     Π VX WY C(X,Y) (4 2X)X (5 Y)Y [2 2(X Y)]           

        2 22 2X 3Y 2X Y       

Είλαη ρσξηδνκέλσλ κεηαβιεηώλ θνίιε, κε κέγηζην ζην ζηάζηκν:  

  X

Y

Π 2 4X 0 x 0.5, v 3

Π 3 2Y 0 y 1.5, w 3.5

     
 

     
    κε  π 0.75  

Η ηηκή δηάζεζεο είλαη κηθξόηεξε ζηε πξώηε αγνξά. Παξαηεξνύκε ηώξα όηη νη αληίζηνηρεο 

ειαζηηθόηεηεο είλαη:  

 V W

V 3 W 7 / 2 7
E X 3, E Y 2.33

XV 0.5( 2) YW 3 / 2( 1) 3

 
          

   
 

Η δήηεζε είλαη ειαζηηθή ζε ακθόηεξεο ηηο αγνξέο. Είλαη πεξηζζόηεξν ειαζηηθή ζηελ πξώηε όπνπ θαη 

έρεη ηε κηθξόηεξε ηηκή.                                                                                                                                         

Παξάδεηγκα. Αλ ε δήηεζε είλαη ειαζηηθή κε ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ηόηε ε αγνξά κε ηε 

κεγαιύηεξε ειαζηηθόηεηα ηεο δήηεζεο ζα επηηύρεη κηθξόηεξε ηηκή. Έηζη αλ ε δήηεζε ζηηο δύν 

αγνξέο είλαη :  

   με2

X{X αV ε 2}   & με3

Y{Y βW ε 3}      

αληίζηνηρα, ηόηε ε ηηκή ζα είλαη κηθξόηεξε ζηε δεύηεξε αγνξά πνπ έρεη κεγαιύηεξε ειαζηηθόηεηα 

δήηεζεο: 

 
1 1 3

V 1 W 1 w v
2 3 4

   
       

   
.  
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ΠΑΡΑΓΩΓΗ 

7. Οηθνλνκίεο θιίκαθαο 
Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε θόζηνπο θαη ην αληίζηνηρν κέζν θαη νξηαθό θόζηνο σο ζπλαξηήζεηο ηεο 

παξαγόκελεο πνζόηεηαο: 

 C C(Q)  ,  
C(Q)

AC
Q

 ,  MC C (Q)    

Θεσξνύκε θαη ηηο δηάθνξεο παξαζηάζεηο ηεο ειαζηηθόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο θόζηνπο: 

 C Q

%dC QC C (Q) MC
C C(Q) ε E C

%dQ C C / Q AC

 
        

Όια ηα επί κέξνπο κεγέζε είλαη ζεηηθά δηόηη ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη γλήζηα αύμνπζα. Ωο 

άκεζε ζπλέπεηα βξίζθνπκε όηη ζε ηπρόλ επίπεδν παξαγσγήο Q   ηα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα 

 Τν κέζν θόζηνο είλαη θζίλνλ. Λέκε όηη έρνπκε οικονομίες κλίμακας 

 Τν νξηαθό θόζηνο είλαη κηθξόηεξν από ην κέζν θόζηνο:MC AC , θαη ην ηξαβάεη πξνο ηα θάηω  

 Η ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη αλειαζηηθή: 
C0 ε 1     

Απόδεημε1. Έρνπκε:  

 AC C / Q %d(AC) %dC %dQ     

Καζώο ην Q  απμάλεη, αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη αλειαζηηθή ηόηε ην θόζηνο ζα αλεβεί θαηά 

κηθξόηεξν πνζνζηό, δειαδή ζα έρνπκε: %dC %dQ , θαη επνκέλσο ε παξαπάλσ δηαθνξά είλαη 

αξλεηηθή, δειαδή ην AC  ειαηηώλεηαη. . 

Απόδεημε2. Σν κέζν θόζηνο ειαηηώλεηαη όηαλ ε παξάγσγόο ηνπ είλαη αξλεηηθή. ΢ηε ζέζε ηεο 

παξαγώγνπ κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ κέζνπ θόζηνπο ε νπνία έρεη ίδην 

πξόζεκν κε ηελ παξάγσγν επεηδή ηα κεγέζε {Q,C}  είλαη ζεηηθά. Η ειαζηηθόηεηα πειίθνπ ηζνύηαη 

κε ηελ δηαθνξά ησλ ειαζηηθνηήησλ ησλ όξσλ, θαη έρνπκε: 

      Q Q Q C C

C
AC E (AC) E C E Q ε 1 0 ε 1

Q
          

πνπ είλαη ην δεηνύκελν.  

  
Ιζρύνπλ βέβαηα θαη ηα αληίζεηά ηνπο, νπόηε ηα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα: 

 Τν κέζν θόζηνο είλαη αύμνλ. 

 Τν νξηαθό θόζηνο είλαη κεγαιύηεξν από ην κέζν θόζηνο:MC AC , θαη ην ηξαβάεη πξνο ηα πάλω  

 Η ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη ειαζηηθή: 
Cε 1    

 
΢πλδπάδνληαο ηα δύν παξαπάλσ, δηαπηζηώλνπκε όηη: 

Σην ειάρηζην ηνπ κέζνπ θόζηνπο: 

 Τν νξηαθό θόζηνο είλαη ίζν κε ην κέζν θόζηνο:MC AC   

 Η ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη ηζνειαζηηθή: 
Cε 1   

Παξαηήξεζε. Όια ηα παξαπάλσ ηζρύνπλ σο έρνπλ αλ αληηθαηαζηήζνπκε ην θόζηνο θαη ην κέζν 

θόζηνο κε ηα αληίζηνηρα κεηαβιεηά, παξαιείπνληαο ην ζηαζεξό θόζηνο. Τπελζπκίδνπκε όηη ην 

νξηαθό θόζηνο παξακέλεη ην ίδην. 

  


