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Ef.III.5 ΜΕΓΘ΢ΣΟΠΟΘΗ΢Η ΚΕΡΔΟΤ΢(A)     

ΠΑΡΑΓΩΓΗ-ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η 

1.Κέξδνο αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο 2.Κεξδνθνξία 3.Πξνζθνξά πξνηόληνο  .4.Κέξδνο Μνλνπσιίνπ 

5.Κέξδνο κε ζπληειεζηή παξαγσγήο 6.Εήηεζε αγαζώλ ζηελ θαηαλάισζε  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  

7.Σπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο    

1. Κέξδνο αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο   
Θεσξνύκε παξαγσγή πνζόηεηαο Q  ζε ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ, κε ηελ έλλνηα όηη ε 

κνλαδηαία ηηκή είλαη δνζκέλε εμσγελώο θαη δελ εμαξηάηαη από ηελ δήηεζε: 
 P p  

Ζ ζπλάξηεζε θόζηνπο ζα εθθξάδεηαη σο ην άζξνηζκα ηνπ ζηαζεξνύ θόζηνπο θαη ηνπ κεηαβιεηνύ 

θόζηνπο, όπνπ γηα επθνιία ζα ππνζέηνπκε σο ζπλήζσο όηη ην ζηαζεξό θόζηνο ππάξρεη θαη ρσξίο 

παξαγσγή: 

 C(Q) F VC(Q) MC(Q) C (Q) VC (Q)      , νξηαθό θόζηνο 

Ζ ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη ζπλήζσο θπξηή, αιιά όρη απαξαίηεηα. Τέινο, έρνπκε θαη ηα κεγέζε: 

 Π(Q) pQ C(Q)  , θέξδνο  

 VΠ(Q) pQ VC(Q)  , κεηαβιεηό ή ιεηηνπξγηθό θέξδνο 

Έηζη ην (θαζαξό) θέξδνο πξνθύπηεη αθαηξώληαο ην ζηαζεξό θόζηνο από ην ιεηηνπξγηθό θέξδνο. Τν 

πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο ηίζεηαη ζηε κνξθή: 

 max{Π pQ C(Q) Q 0}    

Θα παξηζηάλνπκε ηηο κεηαβιεηέο κε θεθαιαία γξάκκαηα, ηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο θαη ηηο παξακέηξνπο 

κε κηθξά. Έηζη ε βέιηηζηε παξαγσγή θαη ην κέγηζην θέξδνο ζα παξηζηάλνληαη αληίζηνηρα κε: 

  q, π Π(q)  

Ζ βέιηηζηε παξαγσγή q  ζεσξείηαη θαη σο ε πξνζθνξά πξντόληνο γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε ηηκή p .  

Παξαηήξεζε. Μεγηζηνπνίεζε ηνπ ιεηηνπξγηθνύ θέξδνπο ζα δώζεη ηελ ίδηα ιύζε δηόηη ηα δύν 

κεγέζε δηαθέξνπλ κόλν θαηά ην ζηαζεξό θόζηνο θαη επνκέλσο έρνπλ κέγηζην ζην ίδην q . Γηα ην 

κέγηζην ιεηηνπξγηθό θέξδνο ζα ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αληίζηνηρν ζπκβνιηζκό:  

v π VΠ(q) π FC    

 
Λύλνληαο ην παξαπάλσ πξόβιεκα  αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο, δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο, 

αλάινγα κε ηελ ηηκή ηνπ p : 

1. q 0 Π(0) p C (0) 0       

 Λέκε όηη ε ηηκή p  είλαη κε ζπκθέξνπζα γηα παξαγσγή. Θα έρνπκε: {vπ 0, π FC}     

2. q 0 {Π (q) p C (q) 0, Π (q) C (q) 0}            

Λέκε όηη ε ηηκή p  είλαη ζπκθέξνπζα γηα παξαγσγή. Θα έρνπκε : {vπ 0, π FC}   .   

Οη παξαπάλσ αλαγθαίεο ζπλζήθεο, κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ θαη σο εμήο  

1. q 0 p MC(0)   , ε  κνλαδηαία ηηκή είλαη κηθξόηεξε από ην αξρηθό νξηαθό θόζηνο. 

2. q 0 {p MC(q), MC (q) 0}    , ζηε βέιηηζηε παξαγωγή ην νξηαθό θόζηνο δηαζρίδεη ηελ 

κνλαδηαία ηηκή από θάηω πξνο ηα πάλω, νπόηε είλαη κηθξόηεξν πξηλ θαη κεγαιύηεξν κεηά. 

Σε θάζε πεξίπησζε ηζρύνπλ όια ηα ζρεηηθά γηα αθξόηαηα.  Δηδηθόηεξα, νη παξαπάλσ ζπλζήθεο 

είλαη αλαγθαίεο θαη δίλνπλ ππνςήθηα ηνπηθά κέγηζηα, ελώ ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο πξέπεη λα 

εμεηάζνπκε θαη ηελ πεξίπησζε ιύζεο ζην άπεηξν ή ζε δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη πάλσ θξαγκόο. 

Παξαηεξνύκε ηέινο όηη ε ζπκθέξνπζα ηηκή δίλεη ζεηηθό ιεηηνπξγηθό θέξδνο, αιιά δελ είλαη 

απαξαίηεηα θεξδνθόξνο. Θα είλαη θαη θεξδνθόξνο αλ ηζρύεη θαη ε πξόζζεηε ζπλζήθε: 

3. π 0  vπ FC   

Τώξα ην  ιεηηνπξγηθό θέξδνο ππεξθαιύπηεη ην ζηαζεξό θόζηνο θαη δίλεη θαζαξό θέξδνο.  
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Παξαηήξεζε. 

1. Αλ δελ ππάξρεη ζηαζεξό θόζηνο ηόηε ε ζπκθέξνπζα ηηκή είλαη θαη θεξδνθόξνο 

2. Αλ ππάξρεη ζηαζεξό θόζηνο, ην νπνίν όκσο εκθαλίδεηαη κόλν κε ηελ παξαγσγή, δειαδή 

C(0) 0 , ηόηε ε ζπκθέξνπζα ηηκή δίλεηαη από ηελ θεξδνθόξν, δηόηη ππάξρεη πάληα ε επηινγή ηεο 

κεδεληθήο παξαγσγήο κε κεδεληθό θόζηνο                                                                                         

                      
Ηζρύεη θαη ην παξαθάησ 

Αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη θπξηή, δειαδή κε αύμνλ νξηαθό θόζηνο, ηόηε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο 

είλαη θνίιε θαη έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ (ΚΠ). Οη παξαπάλσ ζπλζήθεο γίλνληαη 

ηθαλέο θαη κάιηζηα γηα νιηθό κέγηζην, θαη ε ιύζε δίλεηαη από ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο: 

1. p MC(0) q 0   . Η κνλαδηαία ηηκή είλαη κε ζπκθέξνπζα. 

2. p MC(0) q 0   , H κνλαδηαία ηηκή είλαη ζπκθέξνπζα. Θα είλαη ε ζηάζηκε όπνπ ην νξηαθό 

θόζηνο θόβεη ηελ κνλαδηαία ηηκή,  ή αλ δελ ππάξρεη ζηάζηκε ηόηε ζην δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη ηέηνην, 

αιιηώο ζην άπεηξν.  

Παξάδεηγκα. Θα ιύζνπκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο γηα αληαγσληζηηθή παξαγσγή κε 

ζπλάξηεζε θόζηνπο: 
2C 1 4Q Q MC C 4 2Q       ,  2Π(Q) pQ C(Q) 1 (p 4)Q Q         

Λύζε. Ζ ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη θπξηή νπόηε έρνπκε πξόβιεκα ηύπνπ ΚΠ, θαη ε ιύζε δίλεηαη 

από ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο. Δπνκέλσο ε ιύζε q , ζα είλαη: 

1. q 0  αλ  Π (0) 0 p MC(0) 4     , κε ζπκθέξνπζα 

2. q 0  αλ  Π (0) 0 p MC(0) 4     , ζπκθέξνπζα, 

Σαπηή ηελ πεξίπησζε, όπσο θαίλεηαη θαη ζηα 

ζρήκαηα, ε βέιηηζηε πνζόηεηα παξαγσγήο q  

είλαη απηή ζηελ νπνία ην αύμνλ νξηαθό 

θόζηνο θόβεη ηελ  ηηκή p  από θάησ πξνο ηα 

πάλσ, θαη δίλεηαη από ηελ εμίζσζε 

ζηαζηκόηεηαο: 

 Π (q) 0 p MC(q) p 4 2q         

                              γηα {q 0 p 4}     

Γειαδή, ε πξνζθνξά θαζνξίδεηαη από ηελ πνζόηεηα ζηελ νπνία ην νξηαθό θόζηνο ζπκπίπηεη 

κε ηελ κνλαδηαία ηηκή. Γειαδή, ε κνλαδηαία ηηκή πξνζθνξάο ζπκπίπηεη κε ην νξηαθό θόζηνο. 

Ζ παξαπάλσ είλαη θαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο.  

Γηα ηo κέγηζην θέξδνο βξίζθνπκε:: 

2

C(0) 1 αν p 4
π

pq C(q) 1 q αν p 4

   
 

    
 ,  κε θεξδνθνξία αλ 2π 1 q 0 {q 1, p 6}         

Παξαηήξεζε. Αληηζηξέθνληαο ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε ζηαζηκόηεηαο, 

βξίζθνπκε ηελ πνζόηεηα πξνζθνξάο σο ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο, δειαδή 

βξίζθνπκε ηελ ζπλάξηεζε πξνζθνξάο:                                                     
 p 4 2q q (p 4) / 2 αν p 4       

Αληηθαζηζηώληαο ζην κέγηζην θέξδνο ην εθθξάδνπκε επίζεο σο ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο p : 

 
2 2

C(0) 1 αν p 4
π

1 q 1 (p 4) / 4 αν p 4

   
 

      
 

Παξαηήξεζε. Ωο ζπλαξηήζεηο ηεο ηηκήο p : 

 Η πξνζθνξά πξνηόληνο: q S(p) ,  είλαη αύμνπζα. 

 Τν κέγηζην θέξδνο: π(p) , είλαη ζπλάξηεζε αύμνπζα θπξηή, δειαδή απμάλεη κε απμαλόκελν 

ξπζκό, νπόηε θπκαηλόκελεο ηηκέο ηνπ πξνηόληνο είλαη θαηά κέζν όξν πεξηζζόηεξν πξνζνδνθόξεο από 

αληίζηνηρεο ελδηάκεζεο ζηαζεξέο.   

1  
6  4  

π π(p)  

p  

4  
p 4  

p 6  
6  

4 p 6   

q 0  q 0  q 1  

MC

 
MC

 

MC

 

κε ζπκθέξνπζα     ζπκθέξνπζα      θεξδνθόξνο 

p  4  

q S(p)  



3 

 

3. Κεξδνθνξία 
Θα επαλεμεηάζνπκε ηώξα ην πξόβιεκα ηεο ζπκθέξνπζαο θαη θεξδνθόξαο ηηκήο ρξεζηκνπνηώληαο 

ην νξηαθό θαη ηα κέζα θόζηε. Καηαξρήλ εθθξάδνπκε ην θέξδνο θαη ην ιεηηνπξγηθό θέξδνο ζηελ 

παξαθάησ κνξθή: 

 Π pQ C(Q) Q[p AC]    ,  όπνπ: AC C(Q) / Q  είλαη ην κέζν θόζηνο 

 VΠ pQ VC(Q) Q[p AVC]    , όπνπ: AVC VC(Q) / Q  είλαη ην κέζν κεηαβιεηό θόζηνο 

Γηαπηζηώλνπκε ηώξα όηη ζε κηα αληαγσληζηηθή παξαγσγή, ε κνλαδηαία ηηκή p  είλαη: 

1.  ζπκθέξνπζα   είλαη γλήζηα κεγαιύηεξε από ην ειάρηζην κέζν κεηαβιεηό θόζηνο: 

 
1q 0 p p min{AVC}    ,  

2.  θεξδνθόξα  είλαη γλήζηα κεγαιύηεξε από ην ειάρηζην κέζν θόζηνο: 

 
2π 0 p p min{AC}     

Πξάγκαηη, ζαπηή ηελ πεξίπησζε ην κέγηζην ιεηηνπξγηθό θέξδνο ζα είλαη γλήζηα ζεηηθό ζην 1, θαη 

αληίζηνηρα ην κέγηζην θέξδνο ζα είλαη γλήζηα ζεηηθό ζην 2. Δπνκέλσο, ηα δύν κεγέζε ηεο 

ειάρηζηεο ζπκθέξνπζαο θαη ηεο ειάρηζηεο θεξδνθόξαο ηηκήο κπνξνύκε λα ηα ππνινγίζνπκε κε ηελ 

γλσζηή δηαδηθαζία βειηηζηνπνίεζεο: 

 
1p min{AVC} ,   

2p min{AC}  

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξαθάησ ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα πνπ 

απνδείμακε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην: 

Σε εζσηεξηθό ειάρηζην ηνπ κέζνπ θόζηνπο ην νξηαθό θόζηνο ζπκπίπηεη κε ην κέζν θόζηνο, 

δηαζρίδνληαο ην από θάησ πξνο ηα πάλσ. Η ίδηα ηδηόηεηα ηζρύεη γηα ην κέζν κεηαβιεηό θόζηνο. 

Παξάδεηγκα. Θα βξνύκε πάιη ηελ ειάρηζηε ζπκθέξνπζα θαη ηελ ειάρηζηε θεξδνθόξα ηηκή ζην 

πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, ρξεζηκνπνηώληαο ηώξα ην νξηαθό θαη ηα κέζα θόζηε. Έρνπκε: 

 2 1
C 1 4Q Q AC 4 Q, AVC 4 Q

Q

 
         

 
  κε  Q 0   

1. Τν κέζν κεηαβιεηό θόζηνο είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε κε ειάρηζην: 

AVC 4 Q {Q 0, minAVC 4}      

2. Τν κέζν θόζηνο είλαη θπξηή ζπλάξηεζε σο άζξνηζκα θπξηήο κε 

γξακκηθή. Δπνκέλσο έρεη ειάρηζην ζην ζηάζηκν, εθόζνλ ππάξρεη: 

2

1 1
AC 4 Q AC (Q) 1 0 {Q 1, minAC 6}

Q Q
             

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα βξνύκε ηα παξαπάλσ 

ειάρηζηα εμηζώλνληαο ηα αληίζηνηρα κέζα κε ην νξηαθό θόζηνο: 

 AVC MC 4 Q 4 2Q {Q 0, minAVC 4}         

 
1

AC MC 4 Q 4 2Q {Q 1, min AC 6}
Q

          

Παξαηήξεζε. Δπηζεκαίλνπκε ηε δηάθξηζε κεηαμύ ησλ παξαθάησ δύν ζπλαξηήζεσλ θέξδνπο: 

1. Π(Q) pQ C(Q)  , άκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο (direct profit function).  

Ωο ζπλάξηεζε ηεο πνζόηεηαο Q , εθθξάδεη ην θέξδνο αλ ην πξντόλ παξαρζεί ζηελ  πνζόηεηα Q , γηα 

ηελ δεδνκέλε ηηκή p .  

2. π(p) Π(q) pq C(q)   , έκκεζε ζπλάξηεζε θέξδνπο (indirect profit function)  

Καιείηαη θαη ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο (maximal profit function). Ωο ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο p  

εθθξάδεη ην πξαγκαηνπνηνύκελν θέξδνο, όηαλ  ην πξντόλ παξαρζεί ζηελ βέιηηζηε πνζόηεηα  q  γηα 

ηελ δεδνκέλε ηηκή p . Έηζη, ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα, βξήθακε: 

 2 2Π(Q) pQ C(Q) pQ (1 4Q Q ) 1 (p 4)Q Q            

 
2

1 αν p 4
π(p)

1 (p 4) / 4 αν p 4

 
 

   
 

 

Q  

AVC  

MC  AC  

4 minAVC  

6 minAC  

q 0  q 1  
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Παξάδεηγκα. Θα εμεηάζνπκε θαη έλα πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο γηα αληαγσληζηηθή 

παξαγσγή, πνπ δελ είλαη ΚΠ, δειαδή ην νξηαθό θόζηνο δελ είλαη αύμνλ. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ 

γλσζηή ζπλάξηεζε θόζηνπο πνπ εμεηάζακε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην. Δίλαη θπβηθή, αξρηθά θνίιε 

πξηλ θαηαιήμεη λα είλαη θπξηή, θαη ην νξηαθό θόζηνο είλαη ζηελ αξρή θζίλνλ:  

 2 3C 9 3Q Q Q /3     

 2 2 2MC 3 2Q Q , AC 9 / Q 3 Q Q / 3, AVC 3 Q Q / 3            

1. Σην ειάρηζηό ηνπ, ην κέζν κεηαβιεηό θόζηνο ζπκπίπηεη κε ην νξηαθό, νπόηε βξίζθνπκε: 

 2

1 1AVC MC 2Q 3Q 0 {Q 1.5, AVC(1.5) 2.25} {q 1.5, p 2.25}           

2. Σην ειάρηζηό ηνπ, ην κέζν θόζηνο ζπκπίπηεη κε ην νξηαθό, νπόηε βξίζθνπκε: 

 3 2

2 2AC MC 2Q 3Q 27 0 {Q 3, AC(3) 6} {q 3, p 6}            

Σπκπεξαίλνπκε όηη: 

 ε ειάρηζηε ζπκθέξνπζα ηηκή είλαη ε 
1p 2.25   κε παξαγσγή 

1q 1.5  

 ε ειάρηζηε θεξδνθόξα ηηκή είλαη 
2p 6  κε παξαγσγή 

2q 3  

Σην παξαθάησ γξάθεκα δίλνπκε νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά ηεο ιύζεο.  

1. Σην πξώην ζρήκα εληνπίδνπκε ηελ ειάρηζηε ζπκθέξνπζα ηηκή 
1p 2.25  θαη ηελ ειάρηζηε 

θεξδνθόξα  
2p 6 . Βξίζθνληαη ζηηο ηνκέο ηνπ νξηαθνύ θόζηνπο κε ηα αληίζηνηρα κέζα θόζηε. 

Υπελζπκίδνπκε όηη νη αξρηθέο ηηκέο νξηαθνύ θαη κέζνπ κεηαβιεηνύ θόζηνπο ζπκπίπηνπλ πάληνηε. 

Δδώ έρνπκε: 

 MC(0) AVC(0) 3   

Ωο γλσζηόλ, ζε θάζε επίπεδν παξαγσγήο ην ιεηηνπξγηθό θέξδνο δίλεηαη από ην πξνζεκαζκέλν 

εκβαδό κεηαμύ ηεο επζείαο p  θαη ηεο θακπύιεο νξηαθνύ θόζηνπο MC  

2. Σην δεύηεξν ζρήκα, δίλνπκε κηα ζπκθέξνπζα αιιά κε θεξδνθόξα ηηκή: 
1 2{p p , p p }  . Τν 

νξηαθό θόζηνο ηελ θόβεη δύν θνξέο. Δίλαη ηα ζηάζηκα ζεκεία. Αιιά ην πξώην είλαη ηνπηθό 

ειάρηζην. Τν δεύηεξν: Q q  όπνπ ηελ θόβεη από θάησ πξνο ηα πάλσ είλαη ηνπηθό θαη νιηθό 

κέγηζην. Σε αληίζεζε κε ην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, ηώξα ε ηηκή είλαη ζπκθέξνπζα παξόηη 

κηθξόηεξε από ην αξρηθό νξηαθό θόζηνο: Π(0) MC(0) 3   . Αξρίδνπκε κε νξηαθή δεκηά, αιιά 

ζηε ζπλέρεηα έρνπκε νξηαθά θέξδε θαζώο ην νξηαθό θόζηνο πέθηεη θάησ από ηελ κνλαδηαία ηηκή.  

3. Σε θάζε πεξίπησζε ην ιεηηνπξγηθό θέξδνο δίλεηαη από ην πξνζεκαζκέλν εκβαδό κεηαμύ ηεο 

επζείαο p  θαη ηεο θακπύιεο MC C (Q) . Δηδηθόηεξα ην πξνζεκαζκέλν εκβαδό πξέπεη λα είλαη  

κεδεληθό ζηελ ειάρηζηε ζπκθέξνπζα ηηκή κε παξαγσγή 1q , θαη ίζν κε ην ζηαζεξό θόζηνο F 9  

ζηελ ειάρηζηε θεξδνθόξα ηηκή κε παξαγσγή 2q . Δηδηθά ζην δεύηεξν ζρήκα, είλαη γλήζηα ζεηηθό 

δηόηη ε ηηκή είλαη κεγαιύηεξε από ηελ ειάρηζηε ζπκθέξνπζα.   

4. Σην ηξίην γξάθεκα δίλνπκε κηα θεξδνθόξν ηηκή: 
2p p . Τώξα ην πξνζεκαζκέλν εκβαδό πξέπεη 

λα είλαη κεγαιύηεξν θαη από ην ζηαζεξό θόζηνο     

 

 

 

C (0) 3   

βέιηηζηε  αληαγσληζηηθή παξαγσγή κε 2 3C 9 3Q Q Q / 3     

 

p

p   MC

 

MC

 

1p 2.25  

2p 6  

2q
1q  

AC

 

q

MC

 

q

AVC
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3. Πξνζθνξά πξνηόληνο 
Γηαπηζηώζακε όηη ζηελ αληαγσληζηηθή παξαγσγή ε πξνζθνξά πξντόληνο αξρίδεη κε ηελ ειάρηζηε 

ζπκθέξνπζα ηηκή 
1p minAVC  θαη αληίζηνηρε πνζόηεηα 

1q , θαη θαζνξίδεηαη έηζη ώζηε ην νξηαθό 

θόζηνο λα ζπκπίπηεη κε ηελ ηηκή θαη λα είλαη αύμνλ. Σηα δύν παξαδείγκαηα παξαπάλσ, βξήθακε 

έηζη ηηο εμηζώζεηο πξνζθνξάο, πνπ δίλνληαη από ηηο παξαθάησ αληίζηξνθεο ζπλαξηήζεηο 

πξνζθνξάο: 

1. 2

1C 1 4Q Q p C (q) p 4 2q για q q 0            

2. 
3

2 2

1

Q
C 9 3Q Q p C (q) p 3 2q q για q q 1.5

3
             

Γειαδή, γηα ζπκθέξνπζεο ηηκέο νη αληίζηξνθεο ζπλαξηήζεηο πξνζθνξάο ζπκπίπηνπλ κε ηηο 

ζπλαξηήζεηο νξηαθνύ θόζηνπο, όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ γξάθεκα.  

Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ζην δεύηεξν ζρήκα, όπνπ ην νξηαθό θόζηνο είλαη αξρηθά θζίλνλ, θαζώο ε 

κνλαδηαία ηηκή πεξλάεη ην θαηώθιη ηνπ 
1p minAVC  θαη γίλεηαη ζπκθέξνπζα, ε παξαγσγή 

εκθαλίδεη αζπλέρεηα θαη από κεδεληθή πεγαίλεη ζηελ αληίζηνηρε πνζόηεηα 
1q , παξαθάκπηνληαο 

ηειείσο ην ελδηάκεζν ηκήκα. 

Παξαηήξεζε.  

1. Αλ ππνζέζνπκε όηη ην ζηαζεξό θόζηνο εκθαλίδεηαη κόλν κε ηελ έλαξμε ηεο παξαγσγήο, ηόηε ε 

κεδεληθή παξαγσγή ζα έρεη κεδεληθό θόζηνο: 

 C(0) 0  

Σαπηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε πάληνηε ηελ επηινγή ηεο κεδεληθήο παξαγσγήο κε κεδεληθό θόζηνο, 

νπόηε ε ζπκθέξνπζα ζα δίλεηαη από ηελ θεξδνθόξν. Ζ παξαγσγή ζα αξρίζεη κε ηηκή 
2p  θαη 

πνζόηεηα 
2q . Τώξα ε ζπλάξηεζε πξνζθνξάο ζα έρεη ηηο παξαθάησ κνξθέο: 

2. Αλ ε ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη γξακκηθή:
0C C mQ  , ηόηε ε εμίζσζε δήηεζεο γξάθεηαη: 

 p C (q) m  , 

θαη ε πξνζθνξά είλαη πιήξσο ειαζηηθή:  

0 αν  p m
q

αν  p m


 

 
  

Τώξα ην κνλαδηαίν θόζηνο είλαη ζηαζεξό m , νπόηε ε παξαγσγή είλαη ζπκθέξνπζα κόλν αλ ε ηηκή 

είλαη αθόκε θαη ειάρηζηα κεγαιύηεξε, κάιηζηα γηα άπεηξε πνζόηεηα παξαγσγήο.                          

ζπκθέξνπζα πξνζθνξά αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο: 
1p C (q), q q   

 

1q 0  

2

1p 3 2q q , q q 1.5      

1p 4  
1p 2.25  

1C (q) S (q)   1C (q) S (q)   

p  p  

1q  q  q  

1p 4 2q, q q 0     

C (q) m    
p   

q   

Κεξδνθόξνο πξνζθνξά αληαγσληζηηθήο παξαγσγήο: 
2p C (q), q q   

 

2q 1  

2

2p 3 2q q , q q 3      

2p 6  
2p 6  

1C (q) S (q)   
1C (q) S (q)   

p  p  

2q 3  q  q  

2p 4 2q, q q 1     
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4. Κέξδνο κνλνπσιίνπ 
Θεσξνύκε ηώξα θαη ηελ πεξίπησζε κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο ζε ζπλζήθεο ειιηπνύο 

αληαγσληζκνύ, εηδηθόηεξα ζπλζήθεο κνλνπσιίνπ (monopoly), όπνπ ε κνλαδηαία ηηκή δελ είλαη 

δνζκέλε αιιά ζπλδέεηαη κε ηελ πνζόηεηα ζύκθσλα κε ηελ εμίζσζε δήηεζεο ηνπ πξντόληνο, όπνπ: 

 1P P(Q) D (Q)  : αληίζηξνθε ζπλάξηεζε δήηεζεο 

Γηα ην έζνδν θαη ην θέξδνο, βξίζθνπκε: 

 R(Q) P(Q)Q   

 Π(Q) R(Q) C(Q)  , όπνπ: C(Q) F VC(Q)  : ζπλάξηεζε θόζηνπο  

Τν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηνπ θέξδνπο ηίζεηαη ζηε κνξθή: 

 max{Π(Q) R(Q) C(Q) P(Q)Q C(Q) Q 0}     , όπνπ: 1P(Q) D (Q)  

Όζνλ αθνξά ηελ βέιηηζηε πνζόηεηα παξαγσγήο q   δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

1. q 0 Π (0) 0 R (0) P(0) C (0)        , ε παξαγσγή είλαη κε ζπκθέξνπζα 

2. q 0 {Π (q) 0, Π (q) 0} {R (q) C (q), R (q) C (q)}            . H παξαγσγή είλαη ζπκθέξνπζα.  

Οη ζπλζήθεο κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηα νξηαθά κεγέζε: 

1. q 0 MR(0) P(0) MC(0)     

Η κέγηζηε (αξρηθή) ηηκή πνπ δέρεηαη ε θαηαλάισζε είλαη κηθξόηεξε από ην αξρηθό νξηαθό θόζηνο.  

2. q 0 {MR(q) MC(q), MR (q) MC (q)}      

Σηελ βέιηηζηε παξαγσγή ε  θακπύιε νξηαθνύ θόζηνπο θόβεη ηελ θακπύιε νξηαθνύ εζόδνπ από θάησ 

πξνο πάλσ, δηόηη έρεη κεγαιύηεξε παξάγσγν, είλαη κηθξόηεξε πξηλ θαη κεγαιύηεξε κεηά. Αιιά ζε 

αληίζεζε κε ηελ αληαγσληζηηθή παξαγσγή  ηώξα ζηελ βέιηηζηε παξαγσγή ην θαζέλα από ηα 

παξαπάλσ νξηαθά κεγέζε κπνξεί λα είλαη αύμνλ ή θζίλνλ.  

Σε θάζε πεξίπησζε ηζρύνπλ όια ηα ζρεηηθά γηα αθξόηαηα. Γειαδή, νη παξαπάλσ ζπλζήθεο είλαη 

κόλν αλαγθαίεο γηα ππνςήθηα ηνπηθά κέγηζηα, ελώ ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο κπνξεί λα έρνπκε θαη 

ιύζε ζην άπεηξν ή ζε δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη πάλσ θξαγκόο. Παξαηεξνύκε ηέινο όηη ε 

ζπκθέξνπζα παξαγσγή δίλεη ζεηηθό ιεηηνπξγηθό θέξδνο, αιιά δελ είλαη απαξαίηεηα θεξδνθόξνο. 

Θα είλαη θαη θεξδνθόξνο αλ ηζρύεη θαη ε πξόζζεηε ζπλζήθε: 

3. π 0  vπ FC ,  

Τώξα ην  ιεηηνπξγηθό θέξδνο ππεξθαιύπηεη ην ζηαζεξό θόζηνο θαη δίλεη θαζαξό θέξδνο.  

Αλ έρνπκε πξόβιεκα ΚΠ ηόηε νη παξαπάλσ ζπλζήθεο είλαη θαη ηθαλέο, κάιηζηα γηα νιηθό κέγηζην. 

Γειαδή, αλ θάπνηα ηζρύεη ηόηε καο δίλεη ηε ιύζε. Γελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηηο άιιεο, ζε θάζε 

πεξίπησζε δελ ζα ηζρύνπλ. Έηζη: 

Αλ ε ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε, π.ρ. έρνπκε θζίλνλ νξηαθό έζνδν θαη αύμνλ νξηαθό θόζηνο 

ηόηε  έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ (ΚΠ). Οη παξαπάλσ ζπλζήθεο γίλνληαη ηθαλέο 

θαη κάιηζηα γηα νιηθό κέγηζην. Σαπηή ηελ πεξίπησζε, ε ιύζε δίλεηαη από ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο: 

1. MR(0) P(0) MC(0) q 0    . H παξαγσγή δελ είλαη ζπκθέξνπζα. 

2. MR(0) P(0) MC(0) q 0     H παξαγσγή είλαη ζπκθέξνπζα. Θα είλαη ε ζηάζηκε αλ ππάξρεη, ή 

αλ δελ ππάξρεη ζηάζηκε ηόηε ζην δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη, αιιηώο ζην άπεηξν.  

Παξαηήξεζε.  

Σπγθξίλνληαο ηηο δύν ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο, γηα αληαγσληζηηθή θαη κνλνπσιηαθή παξαγσγή,  

παξαηεξνύκε ηα εμήο: 

R (Q) C(Q) p C(Q)     , γηα αληαγσληζηηθή παξαγσγή 

R (Q) C(Q) P P (Q)Q C(Q) P C (Q) P (Q)Q            , γηα κνλνπσιηαθή παξαγσγή 

Υπνζέηνληαο, σο ζπλήζσο, όηη  ε ζπλάξηεζε δήηεζεο είλαη θζίλνπζα, ν όξνο P (Q)Q  είλαη 

ζεηηθόο. Σπκπεξαίλνπκε όηη: ε ίδηα πνζόηεηα Q  δηαηίζεηαη ζε ςειόηεξε ηηκή ζε ζπλζήθεο 

κνλνπσιίνπ απόηη ζε αληαγσληζηηθέο ζπλζήθεο: P p  γηα ην ίδην Q . 
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Παξάδεηγκα.  

Θεσξνύκε ηε γξακκηθή ζπλάξηεζε δήηεζεο: 

 Q 4 P / 2 P 2(4 Q)       

Ζ ζπλάξηεζε εζόδνπ είλαη θνίιε κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 

 2R PQ 2(4 Q)Q 8Q 2Q      

 R (Q) 8 4Q 0 q 2        

Θεσξνύκε θαη κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε θόζηνπο 

 C 2 vQ   , v : κνλαδηαίν θόζηνο 

Θα βξνύκε ηελ βέιηηζηε παξαγσγή, πνπ κεγηζηνπνηεί ην θέξδνο: 

 2Π(Q) R(Q) C(Q) 2 (8 v)Q 2Q       .  

Λύζε. Έρνπκε πξόβιεκα ΚΠ δηόηη ε ζπλάξηεζε εζόδσλ είλαη θνίιε θαη ε ζπλάξηεζε θόζηνπο 

γξακκηθή θπξηή, δειαδή ε ζπλάξηεζε θέξδνπο είλαη θνίιε.    

Ζ βέιηηζηε παξαγσγή ζα είλαη: 

1. q 0   αλ (0) 0 R (0) P(0) C (0) 8 v         , κε ζπκθέξνπζα 

2. q 0   αλ (0) 0 R (0) P(0) C (0) 8 v         , ζπκθέξνπζα 

Τώξα ε βέιηηζηε παξαγσγή δίλεηαη από ηελ εμίζσζε ζηαζηκόηεηαο: 

 Π(Q) 0 R (Q) C (Q) 8 4Q v q (8 v) / 4           γηα v 8  

Αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε θαη ην κέγηζην θέξδνο: 

 2 2 2π Π(q) R(q) C(q) (8q 2q ) (2 vq) 2 (8 v)q 2q 2 (8 v) / 8                 , γηα v 8  

Θα έρνπκε θεξδνθνξία αλ ην κνλαδηαίν θόζηνο είλαη ζπκθέξνλ: v 8 , θαη επηπιένλ 

 2π 2 (8 v) / 8 0 v 4        

Παξαηήξεζε. Βξήθακε σο ζπλαξηήζεηο ηνπ κνλαδηαίνπ θόζηνπο, ηελ 

πξνζθνξά πξνηόληνο θαη ην αληίζηνηρν (κέγηζην) θέξδνο: 

 q (8 v) / 4  ,  γηα v 8 , κεηά κεδελίδεηαη 

 2π 2 (8 v) / 8    , γηα v 8 , κεηά κέλεη ζηαζεξό ζην F 2  ,  

Γηαπηζηώζακε όηη ην κέγηζην ζπκθέξνλ θαη ην κέγηζην θεξδνθόξν 

κνλαδηαίν θόζηνο ηεο παξαγσγήο είλαη 
1v 8  θαη 

2v 4 , αληίζηνηρα. 

Δπίζεο όηη σο ζπλαξηήζεηο ηνπ κνλαδηαίνπ θόζηνπο v : 

1. H πξνζθνξά πξνηόληνο q(v) είλαη θζίλνπζα 

2. Τν θέξδνο π(v)  είλαη θζίλνπζα θπξηή, νπόηε θπκαηλόκελα κνλαδηαία 

θόζηε είλαη θαηά κέζν όξν πεξηζζόηεξν πξνζνδνθόξα από ζηαζεξό ελδηάκεζν. 

                                                   

5. Κέξδνο κε ζπληειεζηή παξαγσγήο 
Σηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε κηα παξαγσγηθή δηαδηθαζία όπνπ ε παξαγσγή θαη ην θόζηνο δελ 

ζπλδένληαη απεπζείαο, αιιά κέζσ ελόο ζπληειεζηή παξαγσγήο ηνλ νπνίν ζπκβαηηθά ζα 

απνθαινύκε εξγαζία (Labor) L . Τώξα ε παξαγσγή ζα είλαη ζπλάξηεζε ηεο εξγαζίαο: 

 Q Q(L)  

ζπλήζσο θνίιε ζπλάξηεζε αιιά όρη απαξαίηεηα. Θα ππνζέζνπκε ζπλζήθεο πιήξνπο 

αληαγσληζκνύ ζηελ αγνξά ηνπ πξνηόληνο θαη ηεο εξγαζίαο, νπόηε ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ 

πξνηόληνο P , θαη ην κνλαδηαίν θόζηνο ηεο εξγαζίαο W  ζα είλαη παξάκεηξνη, δειαδή ζηαζεξέο 

θαζνξηζκέλεο εμσγελώο: 
 P p, W w   

Τν θόζηνο θαη ην έζνδν ηεο παξαγσγήο ζα είλαη: 

C wL, R pQ(L)   

Υπνζέηνληαο σο ζπλήζσο όηη ην ζηαζεξό θόζηνο ππάξρεη θαη ρσξίο παξαγσγή, ην παξαιείςακε αλ 

ππάξρεη, δεδνκέλνπ όηη δελ επεξεάδεη ηελ βέιηηζηε παξαγσγή αιιά κόλν ην επίπεδν ηνπ θέξδνπο 

θαηά κηα ζηαζεξά. Έηζη, ε παξαθάησ κειέηε αθνξά ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ην ιεηηνπξγηθό θέξδνο: 

L
max{Π(L) pQ(L) wL L 0}     

q 2    

8  

4  Q  

P(Q)  

R(Q)  

1v 8   

π(0) 6  

2v 4  v  

π(v)  

2  

1v 8   

2  

v  

q(v)  

Q  2   

8  

q  

MR 8 4Q   

MC v  
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Μεγηζηνπνίεζε θέξδνπο κε ζπληειεζηή παξαγωγήο 

Όζνλ αθνξά ηελ βέιηηζηε πνζόηεηα εξγαζίαο , δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

1. 0 Π (0) 0 {R (0) C (0)}       , νη ηηκέο {p,w}  είλαη κε ζπκθέξνπζεο 

2. 0 {Π ( ) 0, Π ( ) 0} {R ( ) C ( ), R ( ) C ( )}            , νη ηηκέο {p,w}  είλαη ζπκθέξνπζεο 

Οη ζπλζήθεο κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηα νξηαθά κεγέζε: 

1. 0 R (0) pQ (0) w      

To αξρηθό νξηαθό έζνδν είλαη κηθξόηεξν από ην κνλαδηαίν θόζηνο ηνπ ζπληειεζηή 

2. 0 {R ( ) pQ( ) w, R ( ) pMQ ( ) 0}        , 

Σηελ βέιηηζηε πνζόηεηα εξγαζίαο ε  θακπύιε νξηαθνύ εζόδνπ θόβεη ην κνλαδηαίν θόζηνο από πάλσ 

πξνο ηα θάησ, είλαη κεγαιύηεξε πξηλ θαη κηθξόηεξε κεηά.  

Σε θάζε πεξίπησζε ηζρύνπλ όια ηα ζρεηηθά γηα αθξόηαηα. Γειαδή, νη παξαπάλσ ζπλζήθεο είλαη 

κόλν αλαγθαίεο γηα ππνςήθηα ηνπηθά κέγηζηα, ελώ ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο κπνξεί λα έρνπκε θαη 

ιύζε ζην άπεηξν ή ζε δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη πάλσ θξαγκόο. Παξαηεξνύκε ηέινο όηη ε 

ζπκθέξνπζα ηηκή δίλεη ζεηηθό ιεηηνπξγηθό θέξδνο, αιιά δελ είλαη απαξαίηεηα θεξδνθόξνο. Θα 

είλαη θαη θεξδνθόξνο αλ ην κέγηζην ιεηηνπξγηθό θέξδνο ππεξθαιύπηεη θαη ην ζηαζεξό θόζηνο.  

Ηζρύεη θαη ην παξαθάησ 

Αλ ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη θνίιε, δειαδή κε θζίλνλ νξηαθό πξνηόλ, ηόηε ε ζπλάξηεζε θέξδνπο 

είλαη θνίιε θαη έρνπκε πξόβιεκα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ (ΚΠ). Οη παξαπάλσ ζπλζήθεο γίλνληαη 

ηθαλέο θαη κάιηζηα γηα νιηθό κέγηζην. Σαπηή ηελ πεξίπησζε, ε ιύζε δίλεηαη από ηηο παξαθάησ 

ζπλζήθεο: 

1. R (0) pMQ(0) w 0     . Οη κνλαδηαίεο ηηκέο είλαη  κε ζπκθέξνπζεο. 

2. R (0) pMQ(0) w 0     ,  νη κνλαδηαίεο ηηκέο είλαη ζπκθέξνπζεο. Η ιύζε ζα είλαη ε ζηάζηκε 

αλ ππάξρεη, ή αλ δελ ππάξρεη ζηάζηκε ηόηε ζην δεμηό ζύλνξν αλ ππάξρεη, αιιηώο ζην άπεηξν.  

Παξαηήξεζε. Όιεο νη ζπλζήθεο εμαξηώληαη από ηνλ ιόγν ησλ κνλαδηαίσλ ηηκώλ: w / p , 

εηδηθόηεξα δελ εμαξηώληαη από ηε λνκηζκαηηθή κνλάδα. Λέκε όηη δελ ππάξρεη ςεπδαίζζεζε 

ρξήκαηνο. 

 
Λύλνληαο ην πξόβιεκα βξίζθνπκε ηελ βέιηηζηε ιύζε σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ {p,w} : 

 (p,w) , δήηεζε εξγαζίαο (labor demand) 

Δηδηθόηεξα όζνλ αθνξά ηελ δήηεζε εξγαζίαο, πξνθύπηεη από ηα παξαπάλσ όηη: 

  Αλ νη ηηκέο {p,w}  είλαη κε ζπκθέξνπζεο ηόηε ε δήηεζε εξγαζίαο είλαη κεδεληθή: 0 . 

 Αλ νη ηηκέο {p,w}  είλαη ζπκθέξνπζεο ηόηε ε δήηεζε εξγαζίαο 0  είλαη απηή ζηελ νπνία ην 

νξηαθό έζνδν ζπκπίπηεη κε ην κνλαδηαίν θόζηνο ηεο εξγαζίαο: 

 R ( ) pQ ( ) w Q ( ) w / p       

Λύλνληαο ηελ εμίζσζε σο πξνο  βξίζθνπκε ηελ ζπλάξηεζε δήηεζεο (demand function) εξγαζίαο 

γηα ηηο ζπκθέξνπζεο ηηκέο. Γηαπηζηώλνπκε όηη ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο εμαξηάηαη κόλν από ηνλ 

ιόγν ησλ ηηκώλ: 
w / p   

Σηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηώληαο βξίζθνπκε επίζεο ηελ βέιηηζηε πνζόηεηα παξαγσγήο, θαη ην κέγηζην 

(ιεηηνπξγηθό) θέξδνο επίζεο σο ζπλαξηήζεηο ησλ παξακέηξσλ: 

  q(p,w) Q( ) , πξνζθνξά πξνηόληνο (product supply) 

 π(p,w) Π( ) pQ( ) w   , κέγηζην θέξδνο (maximal profit) 
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Παξάδεηγκα.  Q L max{Π p L wL   L 0}      

Πξόβιεκα ΚΠ κε ζηάζηκε ιύζε, πνπ ζα είλαη θαη ε ιύζε κέγηζηνπ θέξδνπο. 

 
2

2

p p
Π (L) 0 w 0 L

4w2 L
        

Ζ ιύζε βξίζθεηαη εθεί όπνπ ην θζίλνλ νξηαθό έζνδν θόβεη ην κνλαδηαίν 

θόζηνο εξγαζίαο από πάλσ πξνο ηα θάησ. Βξίζθνπκε: 

 
2

2

p

4w
 , δήηεζε εξγαζίαο 

 
p

q
2w

  , πξνζθνξά πξνηόληνο 

 
2p

π pq w
4w

   , κέγηζην θέξδνο 

Δηδηθόηεξα, όιεο νη ηηκέο {p,w} είλαη ζπκθέξνπζεο. Δμάιινπ έρνπκε πάληνηε MR(0) v    

                                                                     
Παξάδεηγκα. Q 2ln(1 L)    max{Π 2pln(1 L) wL L 0}     

Πξόβιεκα ΚΠ. Θα ην ιύζνπκε κε ηελ γεληθή κέζνδν: 

1. Σηάζηκε εζσηεξηθή:  

    
2p 2p

Π (L) w 0 1 0
1 L w

       


 , αλ  0 w 2p    

Ζ ιύζε βξίζθεηαη εθεί όπνπ ην θζίλνλ νξηαθό έζνδν θόβεη ην 

κνλαδηαίν θόζηνο ηεο εξγαζίαο από πάλσ πξνο ηα θάησ. 

2. Σπλνξηαθή κεδεληθή: 0 , αλ Π(0) 2p w 0 w 2p       

Έηζη ζα έρνπκε παξαγσγή: 0  κόλν αλ ην κνλαδηαίν θόζηνο 

εξγαζίαο είλαη κηθξόηεξν από ην δηπιάζην ηεο κνλαδηαίαο ηηκήο ηνπ 

πξνηόληνο.  

Παξαηήξεζε. Ζ ιύζε παξηζηάλεηαη κε ηνλ παξαθάησ πίλαθα.  

 

 

 

 

 

 

Ωο ζπλαξηήζεηο ησλ παξακέηξσλ {p,w} : 

 Ζ δήηεζε εξγαζίαο (p,w)  θαη ε πξνζθνξά πξνηόληνο q q(p,w)  εμαξηώληαη κόλν από ηνλ 

ιόγν p/w  θαη είλαη: p  αύμνπζεο, w θζίλνπζεο.   

 Τν κέγηζην θέξδνο π π(p,w)   είλαη p  αύμνπζα θαη w θζίλνπζα, θπξηή σο πξνο ακθόηεξεο. 

Δπνκέλσο θπκαηλόκελεο ηηκέο {p,w}  είλαη πεξηζζόηεξν πξνζνδνθόξεο από ελδηάκεζεο ζηαζεξέο, 

θαηά κέζν όξν.  

                                                              

Παξάδεηγκα.  α{Q L  κε  0 α 1}  
αmax{Π pL wL   L 0}   ,πξόβιεκα ΚΠ, κε ζηάζηκε ιύζε: 

α 1Π pαL w 0    

1
1

1 α
1 α

p
α

w


  

  
 

,    

α
α

1 α
α 1 α

p
q α

w


  

   
 

,      

1
α

1 a
α 1 α

p
π p w (1 α)α w

w


  

     
 

 

 
 

 

 

 δήηεζε 

εξγαζίαο 

πξνζθνξά 

πξνηόληνο 

κέγηζην  

θέξδνο 

Σπλζήθε  q  π  
w 2p  2p / w 1  2ln(2p / w)  2pln(2p / w) (2p w)   

w 2p  0  0   0  

R   
C   w   

0  

2p   

L     

R p / 2 L    

C w    

R   

C   w   

0  

2p   

1/ 2   

 

p / w   

1/ 2   

q  

p / w   
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Παξάδεηγκα. 2 2Q L max{Π pL wL L α}      

Έρνπκε πάλσ πεξηνξηζκό ζηελ εξγαζία. Τώξα ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη 

θπξηή, ην ίδην θαη ε ζπλάξηεζε θέξδνπο. Τν κέγηζην θέξδνο ζα βξίζθεηαη 

ζέλα από ηα δύν ζύλνξα: 0 L α  , όπνπ είλαη κεγαιύηεξν. Έρνπκε: 

 
αν

αν

2
2

2

0 pα wα 0 p / w α
π max{Π(0) 0,Π(α) pα wα}

α pα wα 0 p / w α

    
      

   
 

Έηζη ζα έρνπκε παξαγσγή, θαη κάιηζηα ηελ κέγηζηε επηηξεπηή, κόλν αλ ε κνλαδηαία ηηκή είλαη 

ζρεηηθά κεγάιε. Η ιύζε είλαη αθξαία ιόγσ ηεο θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο. Αλ 

δελ ππήξρε ν πάλσ πεξηνξηζκόο ε δεύηεξε πεξίπησζε ζα έδηλε άπεηξε ιύζε. Σην γξάθεκα 

δείρλνπκε ηελ δήηεζε εξγαζίαο σο ζπλάξηεζε ησλ {p,w}   

                                                                                  

6. Ζήηεζε πξνηόληνο ζηελ θαηαλάισζε 
Αληίζηνηρν πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο εκθαλίδεηαη ζηελ θαηαλάισζε. Θεσξνύκε όηη ε 

θαηαλάισζε κηαο πνζόηεηαο: Q 0 , ελόο αγαζνύ έρεη θάπνηα αμία ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη από 

κηα ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: U(Q) . Υπνζέηνπκε, ζπλήζσο, όηη ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο 

είλαη γλήζηα αύμνπζα, θνίιε: 

U(Q) U (Q) 0, U (Q) 0      

Γειαδή, ε νξηαθή ρξεζηκόηεηα ηεο θαηαλάισζεο ζα είλαη ζεηηθή θζίλνπζα. Σε αληίζεζε κε ηηο 

ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο δελ έρεη απαξαίηεηα ζεηηθέο ηηκέο. Αλ 

ζεσξήζνπκε όηη  εθθξάδεη ην ρξεκαηηθό πνζό πνπ ζα ήηαλ δηαηεζεηκέλνο λα δώζεη ν θαηαλαισηήο 

γηα λα απνθηήζεη ηελ ζπγθεθξηκέλε πνζόηεηα, ηόηε ην αξλεηηθό κέγεζνο ζα κπνξνύζε λα εξκελεπηεί 

σο ακνηβή ηνπ γηα λα ζηεξεζεί θάπνηα πνζόηεηα.  

Ζ θαηαλάισζε ζπλεπάγεηαη θαη κηα δαπάλε ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη από κηα ζπλάξηεζε θόζηνπο 

(δαπάλεο): C(Q) . Υπνζέηνληαο ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ ζηελ αγνξά ηνπ πξνηόληνο κε 

ηελ έλλνηα όηη ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ αγαζνύ είλαη δνζκέλε: P p , θαη δελ επεξεάδεηαη από ηελ 

δήηεζε:,  ε δαπάλε ζα ραξαθηεξίδεηαη από κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε θόζηνπο: 

C pQ   

Ωο απνηέιεζκα ηεο θαηαλάισζεο ζεσξνύκε όηη πξνθύπηεη γηα ηνλ θαηαλαισηή έλα όθεινο 

(benefit) πνπ εξκελεύεηαη σο θέξδνο, θαη δίλεηαη από ηελ δηαθνξά: 

B(Q) U(Q) C(Q) U(Q) pQ       

Τν πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο γηα ηνλ θαηαλαισηή δηαηππώλεηαη ζηε κνξθή: 

Q
max{B(Q) U(Q) pQ Q 0}     

Από ηε καζεκαηηθή ζθνπηά ην πξόβιεκα είλαη ίδην κε ην πξνεγνύκελν ηεο κεγηζηνπνίεζεο 

θέξδνπο κε ζπληειεζηή παξαγσγήο, όπνπ ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο αληηθαζηζηά ηελ ζπλάξηεζε 

εζόδνπ, θαη αληηκεησπίδεηαη κε ηνλ ίδην ηξόπν.  

Μεγηζηνπνίεζε νθέινπο 

Όζνλ αθνξά ηελ βέιηηζηε πνζόηεηα θαηαλάισζεο q , δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

1. q 0 . Λέκε όηη ε  ηηκή p  είλαη κε ζπκθέξνπζa γηα θαηαλάισζε, νπόηε ηζρύζεη θαη ε γλσζηή 

ζπλζήθε γηα κέγηζην ζην αξηζηεξό ζύλνξν: 

 B (0) 0 {U (0) C (0)} U(0) p         

2. q 0 . Λέκε όηη ε ηηκή p  είλαη ζπκθέξνπζα γηα θαηαλάισζε, νπόηε ηζρύεη θαη ε γλσζηή ζπλζήθε 

γηα εζσηεξηθό κέγηζην, εθόζνλ ε ιύζε είλαη θξαγκέλε:   

{Β (q) 0, B (q) 0} {U (q) C (q), U (q) C (q)} {MU(q) w, MU (q) 0}               

Έηζη, αλ ε ηηκή είλαη ζπκθέξνπζα, ηόηε ζηε  βέιηηζηε θαηαλάισζε ε νξηαθή ρξεζηκόηεηα είλαη ίζε 

κε ην νξηαθό θόζηνο πνπ είλαη ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ αγαζνύ. Γειαδή ζηε βέιηηζηε θαηαλάισζε 

ε νξηαθή ρξεζηκόηεηα δηαζρίδεη ηελ κνλαδηαία ηηκή ηνπ αγαζνύ από πάλσ πξνο ηα θάησ, 

νπόηε είλαη κεγαιύηεξε πξηλ θαη κηθξόηεξε κεηά.  

α  

(p / w)  

α  



11 

 

Λύλνληαο ην πξόβιεκα βξίζθνπκε ηε ιύζε πνπ είλαη ε βέιηηζηε πνζόηεηα θαηαλάισζεο q , σο 

ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ p , θαη εξκελεύεηαη σο: 

 q D(p) , ζπλάξηεζε δήηεζεο αγαζνύ 

Πξνθύπηεη από ηα παξαπάλσ όηη: 

 Αλ ε  ηηκή p  είλαη κε ζπκθέξνπζα ηόηε ε δήηεζε είλαη κεδεληθή: q 0 . 

 Αλ ε  ηηκή p  είλαη ζπκθέξνπζα ηόηε ε δήηεζε q 0  είλαη απηή ζηελ νπνία ε νξηαθή ρξεζηκόηεηα 

ζπκπίπηεη κε ηελ κνλαδηαία ηηκή ηνπ αγαζνύ θόβνληάο ηελ από πάλσ πξνο ηα θάησ: 

 U (q) p    

Η παξαπάλσ ζρέζε νξίδεη ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε δήηεζεο (inverse demand function). 

Αληηζηξέθνληαο βξίζθνπκε ηελ ζπλάξηεζε δήηεζεο: 

   1q U (p) D(p)     

Παξάδεηγκα. U αln(1 Q)    max{B αln(1 Q) pQ Q 0}                      

Δίλαη πξόβιεκα ΚΠ, κε ιύζε: 

1. Σπλνξηαθή κεδεληθή: q 0 , αλ B (0) α p 0 p α       

2. Σηάζηκε εζσηεξηθή: 
α α

B (Q) p 0 q 1 0
1 Q p

       


 αλ  p α  

Έηζη ζα έρνπκε θαηαλάισζε: q 0  κόλν αλ ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ αγαζνύ 

είλαη κηθξόηεξε από κηα θξίζηκε ηηκή α . Ζ ιύζε βξίζθεηαη θαη γξαθηθά 

όπσο ζην αληίζηνηρν πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο κε ζπληειεζηή 

παξαγσγήο. Σηα δύν γξαθήκαηα παξαπιεύξσο δείρλνπκε κηα κε 

ζπκθέξνπζα θαη κηα ζπκθέξνπζα ηηκή. Τέινο δίλνπκε ην γξάθεκα ηεο 

ζπλάξηεζεο δήηεζεο: 

 
0 αν p α

q D(p)
α / p 1 αν p α


  

 
  

 
 

 

Q   

MU   
p   

q 0  

α   

Q   

MU   

p   

q 0  

α   

α   

α
q D(p) 1

p
     

p   
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7. ΢πλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο 
Θεσξνύκε πάιη ην αξρηθό πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο ζηελ αληαγσληζηηθή παξαγσγή: 

 max{Π pQ C(Q) Q 0}     

Ζ ιύζε δίλεη ηελ πξνζθνξά πξνηόληνο θαη ην κέγηζην θέξδνο σο ζπλαξηήζεηο ηεο κνλαδηαίαο ηηκήο: 
 q q(p) D(p), π π(p)    

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο έρνπλ ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

 Η ζπλάξηεζε δήηεζεο είλαη αύμνπζα 

 Η ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο είλαη αύμνπζα θπξηή.  

Τα παξαπάλσ ηζρύνπλ γηα νηαδήπνηε ζπλάξηεζε θόζηνπο, γηα ζπλνξηαθέο θαη εζσηεξηθέο ιύζεηο, 

θαη επαιεζεύνληαη ζόια ηα παξαδείγκαηα πνπ εμεηάζακε 

Απόδεημε. Θα δώζνπκε ηελ απόδεημε κόλν γηα εζσηεξηθέο ιύζεηο. Αξρίδνπκε κε ηηο ζπλζήθεο πνπ 

πξέπεη λα ηζρύνπλ ζε εζσηεξηθή ιύζε: 

 {Π(q) 0, Π (q) 0} {p C(q), C (q) 0}             

1. H ιύζε q q(p)  νξίδεηαη από ηελ εμίζσζε ζηαζηκόηεηαο, ηελ νπνία ζηε ζπλέρεηα 

παξαγσγίδνπκε πιεγκέλα σο πξνο p : 

1
p C (q) 1 C (q)q (p) q (p) 0

C (q)
        


  

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε δήηεζεο είλαη αύμνπζα δηόηη έρεη ζεηηθή παξάγσγν.  

2. Σηε ζπλέρεηα εμεηάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο: 

π(p) pq C(q)  , όπνπ: q q(p)   

Παξαγσγίδνληαο σο πξνο p , βξίζθνπκε: 

 π(p) pq C(q) π q pq C (q)q q [p C (q)]q q               , δηόηη p C (q) 0    

Γηαπηζηώλνπκε όηη ε παξάγσγνο q(p)  είλαη ζεηηθή αιιά θαη αύμνπζα ιόγσ ηνπ 1, νπόηε ε 

ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα θπξηή 

                      
Οη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο κπνξνύλ λα 

δηαηππσζνύλ θαη σο εμήο: 

 Τν κέγηζην θέξδνο απμάλεη κε αύμνληα ξπζκό όηαλ απμάλεη ε ηηκή ηνπ πξντόληνο.  

 Μεηαβαιιόκελεο ηηκέο ηνπ πξνηόληνο είλαη πεξηζζόηεξν θεξδνθόξνη από αληίζηνηρεο ζηαζεξέο 

ελδηάκεζεο ηηκέο, θαηά κέζν όξν. 

Αληίζηνηρεο ηδηόηεηεο ηζρύνπλ ζηε κεγηζηνπνίεζε θέξδνπο κε ζπληειεζηή παξαγσγήο, ζηε κνξθή: 

 
L

max{Π(L) pQ(L) wL L 0}    

Τώξα έρνπκε δύν παξακέηξνπο {p,w} , θαη ε ιύζε καο δίλεη ηηο ζπλαξηήζεηο:  

 (p,w) :  δήηεζε εξγαζίαο (labor demand) 

 q(p,w) Q( ) : πξνζθνξά πξντόληνο (product supply) 

 π(p,w) pQ( ) w  : (κέγηζην) θέξδνο (profit) 

Με ηνλ ίδην βαζηθά ηξόπν όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, απνδεηθλύεηαη όηη νη ζπλαξηήζεηο απηέο έρνπλ 

ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο αλεμάξηεηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο Q(L) , σο εμήο: 

1. Η ζπλάξηεζε δήηεζεο εξγαζίαο (p,w) , είλαη: 

 p αύμνπζα, w θζίλνπζα, θαη εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν p / w   

2. Η ζπλάξηεζε πξνζθνξάο πξντόληνο q(p,w) , είλαη: 

 p αύμνπζα, w θζίλνπζα, θαη εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν p / w  

3. Η ζπλάξηεζε κέγηζηνπ θέξδνπο π(p,w) , είλαη:p  αύμνπζα, w θζίλνπζα, θπξηή 

Οη ηδηόηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο κέγηζηνπ θέξδνπο εμεηάδνληαη ζηα πιαίζηα ηεο γεληθόηεξεο ζεσξίαο 

ηεο πεξηβάιινπζαο.  


