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Ef.III.7  ΒΕΛΣΙΣΟΠΟΙΗΗ ΣΗ ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ 

ΜΕΓΙΣΟΠΟΙΗΗ ΥΡΗΙΜΟΣΗΣΑ 
1.Δηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο 2.Μεγηζηνπνίεζε ρξεζηκόηεηαο 3.Καλνληθή δήηεζε θαηά Marshall  

4.Γξακκηθή ρξεζηκόηεηα  5. Υξεζηκόηεηα ηύπνπ Leontief-min 6.Υξεζηκόηεηα ηύπνπ C-D ινγαξηζκηθή    

ΣΡΟΥΙΕ ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ 
7.Υαξαθηεξηζκόο αγαζώλ. 8.Κακπύιε Engel-Οκνζεηηθή ρξεζηκόηεηα 9.Κακπύιε Engel-Ηκηγξακκηθή 

ρξεζηκόηεηα  10.Λνγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Stone-Geary   

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

11.Μή Αγαζά 12.Διαρηζηνπνίεζε δαπάλεο-Αληηζηαζκηζκέλε δήηεζε θαηά Hicks  

ΜΕΓΙΣΟΠΟΙΗΗ ΥΡΗΙΜΟΣΗΣΑ 

1. Εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο 
Τπνζέηνληαο αληαγσληζηηθέο ζπλζήθεο ζηελ αγνξά αγαζώλ κε ηελ έλλνηα όηη νη κνλαδηαίεο ηηκέο 

ηνπο είλαη εμσγελώο θαζνξηζκέλεο θαη δελ επεξεάδνληαη από ηελ δήηεζε, ην θόζηνο θαηαλάισζεο 

δύν αγαζώλ ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w} , ζα είλαη: 

C vX wY   

Αλ ην δηαζέζηκν εηζόδεκα πξνο θαηαλάισζε είλαη c , ηόηε νη επηηξεπηνί ζπλδπαζκνί θαηαλάισζεο 

είλαη απηνί πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ αληζόηεηα: 

C vX wY c     κε X 0, Y 0   

ρεκαηίδνπλ ηελ πεξηνρή θαηαλάισζεο. Όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα ηα αληίζηνηρα 

ζεκεία νξίδνπλ κηα ηξηγσληθή πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ πνπ είλαη ε θάησ ζηαζκηθή ηεο αληίζηνηρεο 

επζείαο ηζνθόζηνπο (isocost), ε νπνία απνηειεί θαη ηνλ εηζνδεκαηηθό πεξηνξηζκό (budget 

constraint): 

v c dY v
C vX wY c Y X

w w dX w
             

Ο ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ ησλ αγαζώλ κε δηαηήξεζε ηνπ θόζηνπο  είλαη ζηαζεξόο ίζνο κε 

ηελ θιίζε ησλ επζεηώλ ηζνθόζηνπο. Όζν πην αθξηβό είλαη έλα αγαζό ηόζν κεγαιύηεξνο ν ξπζκόο  

ππνθαηάζηαζεο πνπ νξίδεη, δειαδή ηόζν κεγαιύηεξε κείσζε ηεο ζπκκεηνρήο ηνπ άιινπ αγαζνύ 

ζπλεπάγεηαη θάζε αύμεζή ηεο ζπκκεηνρήο ηνπ : 

  
C vX wY c

dC vdX wdY 0

dY v

dX w

  

   

  

 

                                           

                            εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο: C vX wY c    

Παξαηήξεζε. Η πεξηνρή θαηαλάισζεο έρεη ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

1. Όηαλ απμάλεη ην εηζόδεκα c  ε επζεία ηζνθόζηνπο κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια ζηνλ εαπηό ηεο 

πξνο ηα έμσ. Η πεξηνρή θαηαλάισζεο κεγαιώλεη όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαπάλσ. 

2. Όηαλ απμάλεη ε ηηκή v  ηνπ αγαζνύ X  ζηνλ νξηδόληην άμνλα, ηόηε ε θιίζε ηεο κεγαιώλεη 

θαζώο πεξηζηξέθεηαη πεξί ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα. Η πεξηνρή  θαηαλάισζεο 

κηθξαίλεη όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα, κεηώλνληαο ηελ ζπκκεηνρή ηνπ X -αγαζνύ. 

3. Όηαλ απμάλεη ε ηηκή w  ηνπ αγαζνύ Y  ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα, ηόηε  ε θιίζε ηεο κηθξαίλεη 

θαζώο πεξηζηξέθεηαη πεξί ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ νξηδόληην άμνλα. Η πεξηνρή θαηαλάισζεο 

κηθξαίλεη όπσο ζην ηξίην γξάθεκα, κεηώλνληαο ηελ ζπκκεηνρή ηνπ Y αγαζνύ. 

 
 

 

 

 

c

w
  

c / v   

c

w
  

c / v   

w   
v   

c   
Y  

X  X  

Y  Y  

X  
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Παξαηήξεζε. Παξαπάλσ εμεηάζακε εηζνδεκαηηθνύο πεξηνξηζκνύο ηεο κνξθήο:  
 vx wy c   

όπνπ νη ηξεηο παξάκεηξνη {v,w,c}  είλαη αλεμάξηεηνη κεηαμύ ηνπο. ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ην 

εηζόδεκα είλαη ζε κνξθή θαηνρήο πνζόηεηαο ηνπ ελόο ε ακθνηέξσλ ησλ αγαζώλ νπόηε εμαξηάηαη 

από ηηο ηηκέο ηνπο. Έηζη αλ ππνζέζνπκε όηη ν θαηαλαισηήο θαηέρεη αξρηθό πινύην (initial 

endowment) ζηε κνξθή πνζόηεηαο αγαζώλ 
0 0(x ,y )  ηηο νπνίεο κπνξεί λα δηαζέζεη ζηηο ηξέρνπζεο 

ηηκέο, ηόηε ν εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο γξάθεηαη: 

 
0 0vx wy vx wy    

Δίλαη κηα επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

0 0(x ,y ) . Καζώο νη ηηκέο κεηαβάιινληαη ν 

εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο πεξηζηξέθεηαη όπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο αιιά ηώξα γύξσ από απηό ην 

ζηαζεξό ζεκείν Γίλεηαη πην θαηαθόξπθνο όηαλ απμάλεη ην v  όπσο ζην πξώην γξάθεκα, θαη πην 

νξηδόληηνο όηαλ απμάλεη ην w όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα. απηά ηα πξνβιήκαηα θαηαλάισζεο  κε 

αξρηθέο πνζόηεηεο θαηνρήο, δηαθξίλνπκε ηα εμήο: 

  ζπλνιηθή δήηεζε (total demand) πνπ είλαη νη ηειηθέο πνζόηεηεο: (x,y)   

  θαζαξή δήηεζε (net demand) πνπ είλαη ε δηαθνξά ηνπο από ηηο αξρηθέο 

πνζόηεηεο:
0 0(x x ,y y )  .  

Αλ ε θαζαξή δήηεζε είλαη ζεηηθή έρνπκε αγνξά, ελώ αλ είλαη αξλεηηθή έρνπκε πώιεζε. Δπίζεο: 

ε ζπκπεξηθνξά ηεο δήηεζεο σο πξνο κεηαβνιέο ζηηο ηηκέο είλαη ηώξα πην πνιύπινθε, δηόηη κηα 

αύμεζε ζηελ ηηκή ελόο πξνηόληνο  θαη ην θάλεη πην αθξηβό αιιά θαη απμάλεη ηνλ δηαζέζηκν πινύην. 

 

2. Μεγηζηνπνίεζε ρξεζηκόηεηαο 
Θεσξνύκε δύν αγαζά {X,Y}  κε κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  θαη ππνζέηνπκε όηη ε θαηαλάισζή ηνπο 

απνθέξεη ρξεζηκόηεηα U U(X,Y)  κε δαπάλε C vX wY  . Σν βαζηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

ζηελ θαηαλάισζε αθνξά ηελ κεγηζηνπνίεζε ηεο ρξεζηκόηεηαο κε πεξηνξηζκό ζηε δαπάλε: 

 
{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}     

Τπνζέηνληαο ηελ ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο γλήζηα αύμνπζα ζηελ πεξηνρή δαπάλεο πνπ εμεηάδνπκε, 

ε βέιηηζηε θαηαλάισζε ζα εμαληιήζεη ηνλ εηζνδεκαηηθό πεξηνξηζκό ηνπ θόζηνπο θαη έηζη ζα 

βξνύκε ηελ ίδηα ιύζε αλ ζηνλ πεξηνξηζκό αληηθαηαζηήζνπκε ηελ αληζόηεηα κε ηζόηεηα: 

{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}     

Η ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο βξίζθεηαη ζην ζεκείν ηνπ εηζνδεκαηηθνύ πεξηνξηζκνύ πνπ ζπλαληάεη ηελ 

θακπύιε αδηαθνξίαο κε ηελ πςειόηεξε ρξεζηκόηεηα. Τπνζέηνληαο όηη  ε ιύζε είλαη εζσηεξηθή, 

δειαδή θαηαλαιώλνληαη ακθόηεξα ηα αγαζά όπσο ζην πξώην γξάθεκα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο, 

ζα είλαη πεξηνξηζκέλε ζηάζηκε: 

 
X X X

Y Y Y

U C U v

U C U w

C c vX wY c

 
  

 
    

  ή  
X YU U

v w

vX wY c


 


  

 

Γειαδή, γηα κέγηζηε ρξεζηκόηεηα δηαηεξώληαο ζηαζεξή ηελ δαπάλε, έρνπκε ππνθαηάζηαζε κεηαμύ 

ησλ δύν αγαζώλ κεηαθηλνύκελνη πάλσ ζηελ επζεία ηζνθόζηνπο ηνπ εηζνδεκαηηθνύ πεξηνξηζκνύ,  

κέρξηο όηνπ ηθαλνπνηεζεί κηα από ηηο παξαθάησ ιζοδύναμες ζπλζήθεο: 

1. Ο ρσθμός σποκαηάζηαζης ζηην τρηζιμόηηηα είναι ίζος με ηον ρσθμό σποκαηάζηαζης ζηο 

κόζηος, γραθικά μια καμπύλη αδιαθορίας εθάπηεηαι ηης εσθείας ιζοκόζηοσς ηοσ ειζοδημαηικού 

περιοριζμού 

2. Οι οριακές τρηζιμόηηηες ανά μονάδα δαπάνης για ηα δύο αγαθά είναι ίζες, και ως γνωζηόν 

δίνοσν ηον πολλαπλαζιαζηή Lagrange ηης λύζης. 

Γεληθά ζα παξηζηάλνπκε ηελ κεηαβιεηέο κε θεθαιαία γξάκκαηα, ηελ ιύζε θαη ηηο παξακέηξνπο κε 

κηθξά.  

X  

w   v   

0 0(x ,y )  0 0(x ,y )  

Y  Y  

X  
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Απόδεημε. Η παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ε γλσζηή ζπλζήθε πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο. Αιιά 

κπνξνύκε λα ηελ εξκελεύζνπκε θαη απεπζείαο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ έλλνηα ηεο ππνθαηάζηαζεο. 

Αλ θάλνπκε ππνθαηάζηαζε κεηαβάιινληαο ηελ ζπκκεηνρή ησλ αγαζώλ θαηά {dX,dY}  

δηαηεξώληαο ην θόζηνο ζηαζεξό: dC 0 , ηόηε ε κεηαβνιή ηεο ρξεζηκόηεηαο ζα είλαη: 

 
X YdU U dX U dY    όπνπ  X Y

v
dC C dX C dY vdX wdY 0 dY dX

w
        , ππνθαηάζηαζε 

Αληηθαζηζηώληαο ην dY  από ηελ δεύηεξε ζηελ πξώηε βξίζθνπκε: 

 X Y

X Y

U Uv
dU U dX U dX v dX

w v w

  
      

   
 

Αλ ν όξνο ζηελ παξέλζεζε δελ είλαη κεδεληθόο αιιά είλαη π.ρ. γλήζηα αξλεηηθόο νπόηε ην πξώην 

αγαζό είλαη ιηγόηεξν ρξήζηκν αλά κνλάδα δαπάλεο,  ηόηε ειαηηώλνληαο ηελ ζπκκεηνρή ηνπ: 

dΧ 0 , κπνξνύκε λα πεηύρνπκε κεγαιύηεξε ρξεζηκόηεηα: dU 0 . Σν αληίζεην αλ είλαη ζεηηθόο.  

 
Παξαηήξεζε. Γεληθά ζηελ βέιηηζηε θαηαλάισζε ε ιύζε είλαη εζσηεξηθή όπνπ θαηαλαιώλνληαη  

ακθόηεξα ηα αγαζά όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαθάησ, θαη ηζρύεη ε ζπλζήθε πεξηνξηζκέλεο 

ζηαζηκόηεηαο. ε εηδηθέο πεξηπηώζεηο ε ιύζε ζα είλαη ζπλνξηαθή.  

Π.ρ.  

1. Όηαλ νη κνλαδηαίεο ηηκέο είλαη 

αθξαίεο, όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα 

όπνπ ην πξώην αγαζό X  είλαη πνιύ 

αθξηβόηεξν θαη δελ θαηαλαιώλεηαη. 

2. Όηαλ ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο δελ 

είλαη θαλνληθή,  όπσο ζην ηξίην 

γξάθεκα. Σν ηειεπηαίν ζπκβαίλεη όηαλ 

δύν αγαζά είλαη αζύκβαηα θαη δελ 

ζπλδπάδνληαη νπόηε ππάξρεη πξνηίκεζε 

γηα αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο, εηδηθόηεξα ππάξρεη πξνηίκεζε γηα θαηαλάισζε κόλν ηνπ ελόο αγαζνύ, 

θαζώο νη ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ζπκκεηνρήο ησλ αγαζώλ ζηελ θαηαλάισζε έρνπλ κηθξόηεξε 

ρξεζηκόηεηα. Γειαδή ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο έρεη ηηο θάησ ζηαζκηθέο θπξηέο αληί ησλ 

πάλσ, είλαη νηνλεί θπξηή αληί λα είλαη νηνλεί θνίιε. Σώξα ε ζηάζηκε ιύζε Lagrange δίλεη ειάρηζηε 

ρξεζηκόηεηα όπσο  ζην ηξίην γξάθεκα θαη ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζύλνξν, κε θαηαλάισζε κόλν 

ηνπ ελόο αγαζνύ, εδώ ηνπ Y . 

 

3. Καλνληθή δήηεζε θαηά Marshall 
Θεσξνύκε ην γεληθό πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηεο ρξεζηκόηεηαο κε εηζνδεκαηηθό πεξηνξηζκό: 

  
{X,Y}
max{U U(X,Y) C vX wY c}     κε παξακέηξνπο {v,w,c}  

Λύλνληαο ην πξόβιεκα, π.ρ. κε αληηθαηάζηαζε από ηνλ πεξηνξηζκό ή κε ηηο εμηζώζεηο Lagrange, ή 

θαη γξαθηθά, βξίζθνπκε ηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο θαηαλάισζεο σο ζπλαξηήζεηο ησλ παξακέηξσλ: 

 
x x(v,w,c)

y y(v,w,c)

 


 
   θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο (θαηά Marshall)  

Δίλαη νη ζπλαξηήζεηο δήηεζεο ησλ δύν αγαζώλ εθθξαζκέλεο κέζσ ησλ ηηκώλ ηνπο θαη ηνπ 

δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο. Παξαηεξνύκε όηη εμαξηώληαη κόλν από ηνπο ιόγνπο: {v / c, w / c} .  Λέκε 

όηη δελ ππάξρεη ςεπδαίζζεζε ρξήκαηνο. Πξάγκαηη, ν πεξηνξηζκόο κπνξεί λα γξαθηεί ζηελ παξαθάησ 

ηζνδύλακε κνξθή όπνπ εκθαλίδνληαη κόλν νη παξαπάλσ ιόγνη: 

 vX wY c (v / c)X (w / c)Y 1      

ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηε βέιηηζηε θαηαλάισζε γηα ηνπο παξαθάησ ηξεηο ραξαθηεξηζηηθνύο 

ηύπνπο ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο, όπνπ νη ζπληειεζηέο {α,β}  είλαη γλήζηα ζεηηθνί: 

 

 

 

min  

max  
Y  Y  Y  

X  X  X  

U  U  

U  

εζσηεξηθή θαη ζπλνξηαθή θαηαλάισζε 
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1. U αX βY  , γξακκηθή 

2. 
αν

αν

X / α X / α Y / β
U min{X/ α,Y / β}

Y / β X / α Y / β


  


, Leontief-min  

3. α βU lnX Y αlnX βlnY   , ινγαξηζκηθή Cobb-Douglas (C-D)  

Παξαηήξεζε. Τπελζπκίδνπκε όηη ζα βξνύκε ηηο ίδηεο ιύζεηο (X,Y)  αλ αληί ησλ παξαπάλσ  

ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαηαθηηθά ηζνδύλακεο ζπλαξηήζεηο, δειαδή γλήζηα αύμνληεο 

κεηαζρεκαηηζκνύο ηνπο. Π.ρ. αληί ηεο παξαπάλσ ινγαξηζκηθήο C-D, ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 α β α β α β s sα sβslnX Y , X Y , (X Y ) X Y   κε  s 0  

Απηό καο επηηξέπεη λα ππνζέζνπκε όηη ζηελ ινγαξηζκηθή C-D  νη ζπληειεζηέο  {α,β}  ηθαλνπνηνύλ:  

 α β 1  , 

δηόηη ζε θάζε πεξίπησζε κπνξνύκε λα ηελ πνιιαπιαζηάζνπκε κε s 1/ (α β)  . Έηζη, κπνξνύκε λα 

ζεσξήζνπκε ηνπο δύν ζπληειεζηέο σο βάξε όζνλ αθνξά ηελ πξνηίκεζε ζηα δύν αγαζά.             

   

4. Γξακκηθή ρξεζηκόηεηα:   U αX βY   

Υαξαθηεξίδεηαη από ζηαζεξό ξπζκό ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ ησλ αγαζώλ ζηε ρξεζηκόηεηα: 

 
dY α

U αX βY u dU αdX βdY 0
dX β

           

όπνπ {α, β}  είλαη νη νξηαθέο ρξεζηκόηεηεο ησλ {X, Y}  αγαζώλ αληίζηνηρα. Παξαηεξνύκε όηη:: 

 1 κνλάδα ηνπ Xαγαζνύ ππνθαζηζηά α / β  κνλάδεο ηνπ Y αγαζνύ,  κε ηελ ίδηα ρξεζηκόηεηα α   

 β  κνλάδεο ηνπ Xαγαζνύ ππνθαζηζηνύλ α  κνλάδεο ηνπ Y αγαζνύ, κε ηελ ίδηα ρξεζηκόηεηα αβ   

Λέκε όηη ηα δύν αγαζά είλαη ηέιεηα ππνθαηάζηαηα (perfect substitutes) ζηελ θαηαλάισζε, κε 

απνηέιεζκα λα θαηαλαιώλνπκε κόλν ην έλα, απηό πνπ είλαη «ζρεηηθά» θηελόηεξν. Όπσο θαίλεηαη 

θαη ζηα παξαθάησ γξαθήκαηα,  κε γξακκηθή ρξεζηκόηεηα ε ιύζε ζα είλαη ζπλνξηαθή, νπόηε δελ 

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο εμηζώζεηο Lagrange. Μπνξνύκε  λα βξνύκε ηε ιύζε απεπζείαο 

αληηθαζηζηώληαο από ηνλ πεξηνξηζκό: 

 C vX wY c    

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ ιύζε είηε γξαθηθά, είηε σο ηελ θνξπθή κε ηελ κεγαιύηεξε 

ρξεζηκόηεηα. Τπνινγίδνπκε πξώηα ηελ ρξεζηκόηεηα ζηηο δύν θνξπθέο: 

  1 1 1 1A : X c/v, Y 0 U αc / v    ,       2 2 2 2A : X 0, Y c / w U βc / w     

Η ιύζε ζα είλαη:  

αν1 1 2

α β
A : (x c / v, y 0) U U

v w

 
     

 
 όπσο ζην πξώην γξάθεκα 

αν2 2 1

β α
A : (x 0, y c / w) U U

w v

 
     

 
όπσο ζην ηξίην γξάθεκα 

Αλ ηζρύεη ε ηζόηεηα: α / v β / w , ηόηε ε ιύζε βξίζθεηαη ζε όια ηα ζεκεία ηεο επζείαο 

ηζνθόζηνπο, όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα. Όια έρνπλ ηελ ίδηα ρξεζηκόηεηα. 

 

 

 

 

 

 

Παίξλνληαο ππόςε ηηο νξηαθέο ρξεζηκόηεηεο: {α,β} , θαη ηηο ηηκέο: {v,w} , παξαηεξνύκε όηη: 

1. Καηαλαιώλνπκε κόλν ην αγαζό πνπ είλαη ζρεηηθά πξνηηκόηεξν,  κε ηελ έλλνηα όηη έρεη 

κεγαιύηεξε ρξεζηκόηεηα αλά κνλάδα δαπάλεο, ή αληηζηξέθνληαο:  

2. Καηαλαιώλνπκε κόλν ην αγαζό πνπ είλαη ζρεηηθά θζελόηεξν, κε ηελ έλλνηα όηη είλαη 

θηελόηεξν αλά κνλάδα ρξεζηκόηεηαο.   

Η πνζόηεηα θαηαλάισζεο εμαξηάηαη κόλν από ηελ ηηκή ηνπ αγαζνύ πνπ θαηαλαιώλεηαη.                                                                                      

Y  
U  

X  

2A  

1A  
X  

Y  
2A  U  

Y  

X  
1A  

U  
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5. Υξεζηκόηεηα ηύπνπ Leontief-min:  

 
αν

αν

X / α X / α Y / β
U min{X/ α, Y / β}

Y / β X / α Y / β


  


 

Σώξα δελ ππάξρεη θαζόινπ ππνθαηάζηαζε κεηαμύ ησλ δύν αγαζώλ. Σα 

αγαζά θαηαλαιώλνληαη ζηε ζηαζεξή αλαινγία πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 
X Y Y β

α β X α
    

Οηηδήπνηε πεξίζζεπκα ηνπ ελόο από ηελ παξαπάλσ αλαινγία δελ πξνζθέξεη επηπιένλ 

ρξεζηκόηεηα, αιιά βέβαηα έρεη θόζηνο. Δπνκέλσο ε βέιηηζηε ιύζε ζα ηθαλνπνηεί ηελ παξαπάλσ 

ζρέζε. Καη γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη ε ιύζε βξίζθεηαη πάληνηε ζηελ θνξπθή όπνπ ε παξαπάλσ 

επζεία θόβεη ηνλ εηζνδεκαηηθό πεξηνξηζκό. 

X Y αc βc
, vX wY c x , y

α β αv βw αv βw

 
      

  
   

Λέκε όηη κε ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Leontief ηα δύν αγαζά είλαη ηέιεηα ζπκπιεξώκαηα (perfect 

complements) ζηελ θαηαλάισζε. Δηδηθόηεξα: 

1. Γηα ην θάζε αγαζό ε δήηεζε είλαη θζίλνπζα σο πξνο ηηο ηηκέο ακθνηέξσλ ησλ αγαζώλ ιόγσ 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο.   

2. Σν  πνζνζηό ηεο δαπάλεο γηα ην θάζε αγαζό απμάλεη κε ηελ ηηκή ηνπ, θαη  ειαηηώλεηαη κε 

ηελ ηηκή ηνπ άιινπ αγαζνύ ιόγσ αδπλακίαο ππνθαηάζηαζεο: 

 
ywxv αv α βw β

,
c αv βw α β(w / v) c αv βw α(v / w) β

   
   

 

3.Ο ιόγνο ησλ δαπαλώλ είλαη αλάινγνο ηνπ ιόγνπ ησλ αληίζηνηρσλ ηηκώλ:   
vx αv

wy βw
           

 

6. Υξεζηκόηεηα ηύπνπ Cobb-Douglas (C-D), ινγαξηζκηθή  
 α βU lnX Y αlnX βlnY     

Βξίζθεηαη αλάκεζα από ηηο άιιεο δύν, θαζώο ηα δύν αγαζά δελ είλαη νύηε ηέιεηα ζπκπιεξώκαηα 

νύηε ηέιεηα ππνθαηάζηαηα. Αληίζηνηρα, νη θακπύιεο αδηαθνξίαο είλαη αλάκεζα από ηηο δύν 

πξνεγνύκελεο, ππεξβνιηθέο, ίδηεο κε απηέο ηεο ηζνδύλακεο ζπλάξηεζεο: 

 α βV X Y c   

ε πξνεγνύκελν θεθάιαην εμεηάζακε ηελ ζεκαζία ησλ ζπληειεζηώλ 

{α, β} | . Θα επαλέιζνπκε ζε επόκελν θεθάιαην ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο 

ειαζηηθόηεηαο. ε θάζε πεξίπησζε, ε ιύζε είλαη πάληνηε εζσηεξηθή θαη 

επνκέλσο πεξηνξηζκέλε ζηάζηκε. Οη εμηζώζεηο ζηαζηκόηεηαο καο δίλνπλ: 

      
X

Y

U v αY v

U w βX w

vX wY cC c

 
  

 
   

  
α c β c

x , y
α β v α β w

  
 

  

Λέκε όηη κε ρξεζηκόηεηα ηύπνπ C-D ηα δύν αγαζά είλαη νπδέηεξα κεηαμύ ηνπο, σο εμήο: 

1. Η δήηεζε ηνπ θάζε αγαζνύ είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε κόλν ηεο ηηκήο ηνπ.  

2. Η δαπάλε γηα ην θάζε αγαζό είλαη κηα ζηαζεξή αλαινγία ηεο ζπλνιηθήο δαπάλεο: 

wyvx α β
, c

c α β c α β
 

 
  

3. Ο ιόγνο ησλ δαπαλώλ είλαη ζηαζεξόο αλάινγνο ηνπ ιόγνπ ησλ αληίζηνηρσλ βαξώλ πνπ 

εθθξάδνπλ θαη ηελ ζρεηηθή ρξεζηκόηεηα: 

  
vx α

wy β
  

Παξαηήξεζε. Οη ηξείο ηύπνη πνπ εμεηάζακε αλήθνπλ ζε κηα επξύηεξε θαηεγνξία ζπλαξηήζεσλ κε 

δηάθνξνπο βαζκνύο ππνθαηάζηαζεο/ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, όπσο παξνπζηάζακε ζε πξνεγνύκελν 

θεθάιαην, σο ζπλαξηήζεηο ηαζεξήο Διαζηηθόηεηαο Τπνθαηάζηαζεο (CES) ζηελ παξαγσγή.     

X / α Y / β  Y  

X  

U  

U  
Y  

X  
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ΣΡΟΥΙΔ ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ 

7. Υαξαθηεξηζκόο αγαζώλ 
ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηελ εμάξηεζε ηεο δήηεζεο ησλ αγαζώλ από ηηο παξακέηξνπο. Καζώο 

κηα από ηηο παξακέηξνπο {v,w,c}  κεηαβάιιεηαη, ε επζεία ηνπ εηζνδεκαηηθνύ πεξηνξηζκνύ 

κεηαθηλείηαη θαη ν θαηαλαισηήο αληηκεησπίδεη θαηλνύξγηνπο ζπλδπαζκνύο αγαζώλ, κεηαμύ ησλ 

νπνίσλ θαιείηαη λα επηιέμεη απηόλ κε ηελ κεγαιύηεξε ρξεζηκόηεηα. ην παξαθάησ ζρήκα 

δείρλνπκε ηα εμήο: 

1. ην πξώην γξάθεκα ν εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο κεηαηνπίδεηαη παξάιιεια πξνο ηνλ εαπηό ηνπ 

θαζώο απμάλεη κόλν ην εηζόδεκα c . 

2. ην δεύηεξν γξάθεκα ν εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο πεξηζηξέθεηαη πξνο κεγαιύηεξε θιίζε 

θαζώο απμάλεη κόλν ε ηηκή v  ηνπ αγαζνύ ζηνλ νξηδόληην άμνλα  

3. ην ηξίην γξάθεκα ν εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο πεξηζηξέθεηαη πξνο κηθξόηεξε θιίζε θαζώο 

απμάλεη κόλν ε ηηκή w  ηνπ αγαζνύ ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα.  

ε θάζε πεξίπησζε ε ιύζε νξίδεη έλα ζεκείν (x,y)  ζηνλ εηζνδεκαηηθό πεξηνξηζκό, θαη θαζώο κηα 

παξάκεηξνο κεηαβάιιεηαη ην ζεκείν απηό κεηαθηλείηαη ζην επίπεδν ζρεκαηίδνληαο κηα ηξνρηά ε 

νπνία θαιείηαη γεληθά ηξνρηά αλάπηπμεο θαη εηδηθόηεξα ηξνρηά θαηαλάισζεο. ηα παξαθάησ 

ηξία γξαθήκαηα  δείρλνπκε κε καύξε θακπύιε ελδεηθηηθέο ηξνρηέο θαηαλάισζεο σο πξνο ηελ 

δηαζέζηκε δαπάλε c  θαη σο πξνο ηηο ηηκέο ησλ αγαζώλ. Υξεζηκνπνηνύληαη θαη νη παξαθάησ 

νξνινγίεο: 

 Καζώο ε δηαζέζηκε δαπάλε c  απμάλεη ιέκε όηη έλα αγαζό είλαη θαλνληθό (normal) αλ ε 

θαηαλάισζή ηνπ απμάλεη, θαη όηη είλαη θαηώηεξo (inferior)  αλ ε θαηαλάισζή ηνπ ειαηηώλεηαη.  

 Καζώο ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ ηδίνπ αγαζνύ απμάλεη ιέκε όηη ην αγαζό είλαη ζπλεζηζκέλν 

(ordinary) αλ ε θαηαλάισζή ηνπ ειαηηώλεηαη θαη ηύπνπ Giffen αλ ε θαηαλάισζή ηνπ απμάλεη.  

 Καζώο ε κνλαδηαία ηηκή ηνπ άιινπ αγαζνύ απμάλεη, ιέκε όηη ην αγαζό είλαη ππνθαηάζηαην 

(substitute) αλ ε θαηαλάισζή ηνπ απμάλεη θαη ζπκπιεξσκαηηθό (complement) αλ ειαηηώλεηαη.  

ρεηηθά κε ηηο θαηαλαισηηθέο ζπκπεξηθνξέο πνπ απνηππώλνληαη ζηα παξαπάλσ γξαθήκαηα, 

παξαηεξνύκε ηα εμήο:  

1. ην πξώην γξάθεκα θαζώο ε θαηαλαισηηθή δαπάλε c  απμάλεη, ην δεύηεξν αγαζό Y  είλαη 

θαλνληθό δηόηη ε θαηαλάισζή ηνπ ζπλερώο απμάλεη, ελώ ην πξώην αγαζό X  είλαη επίζεο θαλνληθό 

γηα εηζνδήκαηα κηθξόηεξα ηνπ 0c , αιιά γίλεηαη θαηώηεξν γηα κεγαιύηεξα εηζνδήκαηα δηόηη ε 

θαηαλάισζή ηνπ πέθηεη. 

2. ην δεύηεξν γξάθεκα θαζώο ε ηηκή v  ηνπ πξώηνπ αγαζνύ X  απμάλεη, ην αγαζό είλαη ηύπνπ 

Giffen γηα ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ 0v  δηόηη ε θαηαλάισζή ηνπ απμάλεη, θαη ζπλεζηζκέλν γηα 

κεγαιύηεξεο, ελώ ην δεύηεξν αγαζό Y  ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα είλαη ζπκπιεξσκαηηθό δηόηη ε 

θαηαλάισζή ηνπ ζπλερώο ειαηηώλεηαη θαζώο ε ηηκή v  ηνπ πξώηνπ απμάλεη.  

3. Σέινο ζην ηξίην γξάθεκα θαζώο ε ηηκή w  ηνπ αγαζνύ Y  ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα απμάλεη ην 

ίδην αγαζό είλαη ζπλεζηζκέλν δηόηη ε θαηαλάισζή ηνπ πέθηεη, ελώ ην δεύηεξν αγαζό X  ζηνλ 

νξηδόληην άμνλα είλαη ζπκπιεξσκαηηθό γηα ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ 
0w  δηόηη θαη ε δηθή ηνπ 

θαηαλάισζε πέθηεη  θαη ππνθαηάζηαην γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο πνπ ε θαηαλάισζή ηνπ απμάλεη.  

Σα παξαπάλσ ηζρύνπλ κόλν γηα ηα ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα. 

 

0c

w
 

v   c   
Y  Y  Y  

X  X  X  

0

c

w
 

0c / v  
0c / v  

w   

ηξνρηέο αλάπηπμεο 
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Παξάδεηγκα. ηα ηξία γξαθήκαηα ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο δείρλνπκε γηα ηνπο ηξεηο ηύπνπο 

ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο πνπ εμεηάζακε πσο κεηαβάιιεηαη ε δήηεζε γηα ηα δύν αγαζά θαζώο ε 

ηηκή v  ηνπ πξώηνπ αγαζνύ X  απμάλεη. όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ην Xαγαζό είλαη ζπλεζηζκέλν σο 

πξνο ηελ ηηκή ηνπ, δηόηη ε θαηαλάισζή ηνπ πέθηεη θαζώο ε ηηκή ηνπ v  απμάλεη.. Σν ίδην ηζρύεη θαη 

γηα ην Y αγαζό σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ w . Γηα ηελ κεηαμύ ηνπο ζρέζε, παξαηεξνύκε ηα εμήο: 

                             γξακκηθή                        Cobb-Douglas                       Leontief 

ηξνρηέο θαηαλάισζεο όηαλ v   

 

1. ηελ γξακκηθή ρξεζηκόηεηα γηα κηθξά v  βξηζθόκαζηε ζην ζεκείν 
1  κε κεδεληθή 

θαηαλάισζε ηνπ Y . Αιιά θαζώο ην v  απμάλεη ε θιίζε ηεο επζείαο εηζνδεκαηηθνύ πεξηνξηζκνύ 

απμάλεη, θαη κόιηο ε θιίζε ηεο μεπεξάζεη ηελ θιίζε ηεο ρξεζηκόηεηαο: 

 
v α β α

w β w v
    

νπόηε ην δεύηεξν αγαζό γίλεηαη ζρεηηθά πξνηηκόηεξν, ε θαηαλάισζε πεξλάεη απόηνκα από ηελ 

θνξπθή 
1A  ζηελ θνξπθή 

2A , όπνπ θαηαλαιώλεηαη κόλν ην Y  ππνθαζηζηώληαο πιήξσο ην X . 

Δπνκέλσο, ζηελ ρξεζηκόηεηα γξακκηθνύ ηύπνπ ην θάζε αγαζό είλαη (πιήξσο) ππνθαηάζηαην σο 

πξνο ηελ ηηκή ηνπ άιινπ.  

2. ηε ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Cobb-Douglas, ε θαηαλάισζε ηνπ Y θάζε αγαζνύ είλαη θζίλνπζα 

ζπλάξηεζε κόλν ηεο ηηκήο ηνπ, νπόηε ην θάζε αγαζό είλαη νπδέηεξν σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ άιινπ: 

 
β c

y
α β w




, δελ εμαξηάηαη από ην v  

3. ηε ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Leontief  ε Y θαηαλάισζε πέθηεη θαζώο ην v  απμάλεη, νπόηε ην θάζε 

αγαζό (πιήξσο) ζπκπιεξσκαηηθό: 

 
βc

y
αv βw




 

8. Κακπύιε Engel-Οκνζεηηθή ρξεζηκόηεηα 
Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε εηζνδεκαηηθή ηξνρηά αλάπηπμεο, δειαδή ε εμέιημε ηεο 

θαηαλάισζεο θαζώο απμάλεη ην δηαζέζηκν εηζόδεκα c . Καιείηαη θαη θακπύιε Engel. ηα ηξία 

παξαδείγκαηα πνπ εμεηάζακε: γξακκηθή, Cobb-Douglas, θαη Leontief,  δηαπηζηώζακε όηη ε 

εμάξηεζε ηεο θαηαλάισζεο από ην εηζόδεκα είλαη γξακκηθή νκνγελήο: 
 x Ac, y Bc   

νπόηε θαη ε ηξνρηά αλάπηπμεο σο πξνο ην εηζόδεκα είλαη αθηίλα, όπσο 

θαίλεηαη ζην γξάθεκα παξαπιεύξσο γηα ρξεζηκόηεηα ηύπνπ C-D.  

Οη ηξείο απηέο ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο έρνπλ ηελ ραξαθηεξηζηηθή 

ηδηόηεηα όηη νη θακπύιεο αδηαθνξίαο έρνπλ ζηαζεξή θιίζε θαηά κήθνο θάζε 

αθηίλαο δηόηη ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο dY / dX  εμαξηάηαη κόλν από ην 

ιόγν Y / X , δειαδή είλαη ζηαζεξόο θαηά κήθνο κηαο αθηίλαο. Επνκέλσο 

θαζώο ην εηζόδεκα c  απμάλεη  θαη ε επζεία ηνπ εηζνδεκαηηθνύ πεξηνξηζκνύ 

κεηαθηλείηαη παξάιιεια, ην ζεκείν επαθήο κε ηηο θακπύιεο αδηαθνξίαο ζα 

ζρεκαηίδεη σο ηξνρηά ηελ επζεία ηεο αληίζηνηρεο αθηίλαο. 

ε επόκελν θεθάιαην ζα αλαθεξζνύκε ζηηο νκνγελείο θαη γεληθόηεξα ηηο νκνζεηηθέο ζπλαξηήζεηο 

πνπ έρνπλ ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα,.                                                                                                

 

Y  Y  Y  

X  X  X  

2A  

1A  

Y  

X  
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9. Ηκηγξακκηθή ρξεζηκόηεηα (semilinear utility)  
θαιείηαη ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ηεο κνξθήο: 

 U f(X) βY   

Οη θακπύιεο αδηαθνξίαο είλαη θαηαθόξπθεο κεηαηνπίζεηο ε κία ηεο άιιεο. Πξάγκαηη, νη θακπύιεο: 

 f(X) βY u Y f(X) /β u/β         

πξνθύπηνπλ από ηελ Y f(X) /β   κε θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε θαηά u/β  θαζώο ην u  

κεηαβάιιεηαη, όπσο νη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο ζην πξώην γξάθεκα παξαθάησ. Δπνκέλσο ε θιίζε 

ζα είλαη ίδηα θαηά κήθνο ηεο θάζε θαηαθόξπθεο θαη ζπκπεξαίλνπκε όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε 

πεξίπησζε όηη θαζώο ην εηζόδεκα απμάλεη, ε ηξνρηά αλάπηπμεο ζα είλαη θαηαθόξπθε επζεία, όπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ γξάθεκα. Γξαθηθά δηαπηζηώλνπκε όηη: 

ηελ εκηγξακκηθή ρξεζηκόηεηα, θαζώο ην εηζόδεκα c  απμάλεη, ζηελ αξρή έρνπκε ζπλνξηαθή 

ιύζε Y 0  ελώ απμάλεη ε θαηαλάισζε κόλν ηνπ πξώηνπ αγαζνύ X , αιιά κεηά από θάπνην 

εηζόδεκα ε θαηαλάισζε ηνπ X  παξακέλεη ζηαζεξή θαη όιν ην επηπιένλ εηζόδεκα αλαιώλεηαη 

ζην δεύηεξν αγαζό Y . 

Παξάδεηγκα. Γηα ην παξαθάησ πξόβιεκα κε εκηγξακκηθή ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 

max{U lnX Y C vX wY c}     , κε  X 0, Y 0   

αληηθαζηζηνύκε από ηνλ πεξηνξηζκό: 

vX wY c Y (c vX)/ w     ,  όπνπ: 0 X c / v   

θαη βξίζθνπκε θνίιε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο κηαο κεηαβιεηήο ζε δηάζηεκα: 

  
1

U ln X (c vX)
w

      κε 0 X c / v   

Σν αξηζηεξό ζύλνξν X 0 , δελ δίλεη πνηέ κέγηζην, δηόηη ιόγσ ηνπ ινγαξίζκνπ, έρνπκε: 

U(0)  . Δμάιινπ νύηε ην ζρεηηθό θξηηήξην γηα αξηζηεξό ζύλνξν ηθαλνπνηείηαη, δηόηη έρνπκε 

U (0) 0    . Δμεηάδνπκε ηηο άιιεο δύν πεξηπηώζεηο: 

1. πλνξηαθή ζην δεμηό ζύλνξν: 

c / v 0    , αλ  
v v

U (c / v) 0 c w
c w

       

2. Δζσηεξηθή ζηάζηκε: 

1 v w c
U 0 X , Y 1

X w v w

 
        

 
    αλ   

c
Y 1 0 c w

w
      

Δμαληιήζακε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ, νπόηε ε ιύζε ζα είλαη:  

1. Αλ 
c

c w x , y 0
v

 
    

 
     2. Αλ 

w c
c w x , y 1

v w

 
     

 
 

Γειαδή εθόζνλ ην εηζόδεκα είλαη κηθξό: c w , αλαιώλεηαη όιν ζην πξώην αγαζό X  κέρξη έλα 

επίπεδν θαηαλάισζεο πνπ ζηε ζπλέρεηα κέλεη ζηαζεξό, όπσο θαίλεηαη ζην δεύηεξν γξάθεκα 

παξαπάλσ, νπόηε όιν ην επηπιένλ εηζόδεκα αλαιώλεηαη ζην δεύηεξν αγαζό Y  όπσο θαίλεηαη ζην 

ηξίην γξάθεκα. Λέκε όηη ην πξώην αγαζό είλαη αλαγθαίν θαη ην δεύηεξν πνιπηειείαο.  

 

 

 

w  

y  
x  

w  c  c  

Y  

X  

εκηγξακκηθή ρξεζηκόηεηα 
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10. Λνγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Stone-Geary 

ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ε θαηαλάισζε ελόο αγαζνύ κπνξεί λα πξνθαιεί βιάβε αληί γηα όθεινο. 

πρλά απηό ζπκβαίλεη ζε κεγάιεο πνζόηεηεο θαηαλάισζεο νπόηε ιέκε όηη έρνπκε θνξεζκό 

(saturation), αιιά κπνξεί λα εκθαληζηεί θαη ζε άιιεο πεξηπηώζεηο κε θαηάιιειε δηεύξπλζε ηεο  

έλλνηαο ηνπ «αγαζνύ» ώζηε λα θαιύπηεη θαη ην κε αγαζό, κε αξλεηηθή νξηαθή ρξεζηκόηεηα. 

Παξάδεηγκα. Έλαο εξγαδόκελνο εξγάδεηαη L  ώξεο εκεξεζίσο, έρεη δηαζέζηκν 

γηα θαηαλάισζε πνζό C  εκεξεζίσο, θαη ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 

U ln[C(16 L)] lnC ln(16 L)      κε 0 L 16   

C

L

U 1/ C 0

U 1/(16 L) 0

 
 

   
,   ε εξγαζία είλαη κε αγαζό  

Η παξαπάλσ θαιείηαη ινγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Stone-Geary, θαη έρεη 

ηηο εμήο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο, όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα: 

1. Δίλαη C αύμνπζα, αιιά L θζίλνπζα, κε θακπύιεο αδηαθνξίαο: 

 C(16 L) α 
α

L 16
C

      ή  
α

C
16 L




 κε {0 C, 0 L 16}   ,  α 0  

Έρνπλ ζεηηθή θιίζε θαη νξίδνπλ αληηζηάζκηζε, δειαδή ε αύμεζε ηεο εξγαζίαο 

αληηζηαζκίδεηαη κε αύμεζε ηεο θαηαλάισζεο.  

2. Οξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο (αληηζηάζκηζεο) dC / dL . Κάζε επηπιένλ αύμεζε ηεο 

εξγαζίαο απαηηεί γηα αληηζηάζκηζε όιν θαη κεγαιύηεξε αύμεζε ηεο θαηαλάισζεο.   

2. Έρεη ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο (νηνλεί θνίιε), νπόηε ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί θαηαλάισζεο-

εξγαζίαο είλαη πξνηηκόηεξνη από αθξαίνπο όπνπ ε εξγαζία θαη ε θαηαλάισζε είλαη ακθόηεξα 

πνιύ κηθξά ή ακθόηεξα πνιύ κεγάια. ηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη θνίιε, σο άζξνηζκα θνίισλ 

ζπλαξηήζεσλ κηαο κεηαβιεηήο. 

 
Παξάδεηγκα. Όζνλ αθνξά ηα εηζνδήκαηα, ππνζέηνπκε όηη ν εξγαδόκελνο ηνπ πξνεγνύκελνπ 

παξαδείγκαηνο ακείβεηαη κε σξνκίζζην w , νπόηε έρεη εκεξήζην εηζόδεκα wL  από ηελ εξγαζία, 

ελώ έρεη θαη έλα πξόζζεην εκεξήζην εηζόδεκα e  από άιιεο πεγέο. Έρνπκε πξόβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο ηεο ρξεζηκόηεηαο όπνπ ε θαηαλάισζε πεξηνξίδεηαη από ηνλ εηζνδεκαηηθό 

πεξηνξηζκό: 

C wL e C wL e      

Ο εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο είλαη επζεία κε ζεηηθή θιίζε ην σξνκίζζην w , όπσο ζηα παξαθάησ 

γξαθήκαηα. Μπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ αληζόηεηα κε ηζόηεηα δηόηη ε ρξεζηκόηεηα είλαη 

αύμνπζα σο πξνο ηελ θαηαλάισζε C  θαη επνκέλσο ζα εμαληιήζεη ηνλ πεξηνξηζκό. Έρνπκε ην 

πξόβιεκα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο: 

 
{X,Y}
max{U lnC ln(16 L) E C wL e}       

Λύζε1. Με αληηθαηάζηαζε ηνπ C  από ηνλ ηζνηηθό πεξηνξηζκό, βξίζθνπκε ηελ ζπλάξηεζε ηνπ L : 

C wL e   U(L) ln(wL e) ln(16 L)      κε  0 L 16   

Δίλαη θνίιε σο άζξνηζκα θνίισλ, κε παξάγσγν: 

w 1
U (L)

wL e 16 L
   

 

w 1 16w e
U (0)

e 16 16e


     

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

1. U(0) 0 w e / 16    , ε ιύζε ζα είλαη ζπλνξηαθή: 0  

Η ακνηβή ηεο εξγαζίαο είλαη ρακειή ζε ζρέζε κε ην δηαζέζηκν εηζόδεκα, θαη ην άηνκν δελ 

ελδηαθέξεηαη λα εξγαζηεί. 

2. U(0) 0 w e / 16    , ιύζε ζηάζηκε εζσηεξηθή: 
16w e e

U (L) 0 8
2w 2w


       

Η ακνηβή ηεο εξγαζίαο είλαη ηθαλνπνηεηηθή ζε ζρέζε κε ην δηαζέζηκν εηζόδεκα θαη ην άηνκν ζα 

εξγαζηεί πξνζθέξνληαο πνζόηεηα εξγαζίαο κέρξη 8 ώξεο ην πνιύ,  θαζώο ην σξνκίζζην απμάλεη. 

 

C  

16
 

U  

L  

16
 

L  

U  

C  
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Παξαηήξεζε. ηελ παξαπάλσ ιύζε εμαληιήζακε ηηο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ, νπόηε σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ: {w, e} , ε ιύζε είλαη: 

 

0 w e / 16

e
8 w e / 16

2w

 


 
  



     

e w e / 16

c e
8w w e / 16

2

 


  
  



 

ηα γξαθήκαηα παξαπιεύξσο δείρλνπκε ηελ πξνζθνξά εξγαζίαο  σο 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ εηζνδήκαηνο e  θαη σο αύμνπζα ζπλάξηεζε ηεο 

ακνηβήο w . Παξαηεξνύκε όηη από ηηο δηαζέζηκεο 16  ώξεο ε κέγηζηε 

πξνζθνξά εξγαζίαο είλαη 8  ώξεο, αθόκε θαη κε κεδεληθό επηπιένλ 

εηζόδεκα ή όζν θαη λα απμάλεη ε ακνηβή ηεο.  

Λύζε 2. Παξαπιεύξσο δίλνπκε ηελ γξαθηθή ιύζε ζην επίπεδν ησλ {L, C}  

ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο: 

 
{X,Y}
max{U lnC ln(16 L) E C wL e}       

Ο πεξηνξηζκόο δίλεηαη από ηελ επζεία: 

 C wL e   

θαη όπσο δηαπηζηώλνπκε πξνθύπηνπλ δύν πεξηπηώζεηο: 

 Τςειή ακνηβή: w e /16 , όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαπιεύξσο. 

Πξνζθέξεηαη εξγαζία, ε ιύζε είλαη εζσηεξηθή θαη επνκέλσο ιύζε 

πεξηνξηζκέλεο ζηαζηκόηεηαο ησλ εμηζώζεσλ Lagrange. . 

 C L

C L

C w16 wLU U 1 1
, E e , C wL e

C wL eE E C w(16 L)

    
          

    
 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα βξίζθνπκε ηελ ίδηα ιύζε: 

 
16w e e

8 0 w 16e
2w 2w


       

 Υακειή ακνηβή: w e /16 , όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα. Γελ 

πξνζθέξεηαη εξγαζία, ε ιύζε είλαη ζπλνξηαθή: 0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8   

 

16w   
e   

e / 16   

  

8   

w   

U  

L  

16
 

C  

C wL e   

U  

L  

16
 

C  

C wL e   
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

11. Με αγαζά 
Θεσξνύκε ην πξόβιεκα ηεο βέιηηζηεο πξνζθνξάο  εξγαζίαο πνπ εμεηάζακε παξαπάλσ: 

 max{U lnC(16 L) E C wL e, 0 C, 0 L 16}        , 

Η εξγαζία L  είλαη κε αγαζό πνπ αληηζηνηρεί ζε πξνζθνξά εξγαζίαο θαη ε «απόθηεζή ηνπ» 

ζπλεπάγεηαη επηδόηεζε, δειαδή αξλεηηθή ηηκή w . Αιιάδνπκε ηώξα ηελ πξννπηηθή 

ρξεζηκνπνηώληαο αληί ηνπ κε αγαζνύ ηεο εξγαζίαο ην αγαζό ηνπ ειεύζεξνπ ρξόλνπ, δειαδή ηεο 

ζρόιεο (leisure): 

T 16 L  , ην αξλεηηθό ελόο αγαζνύ είλαη κε αγαζό θαη αληηζηξόθσο  

Αληηθαζηζηώληαο θαη ζηελ ρξεζηκόηεηα θαη ζην πεξηνξηζκό, ε δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζην 

επίπεδν {C,T} ζα έρεη ηελ κνξθή: 

C,T
max{V lnCT M C wT e w16, 0 C, 0 T 16}         

Σώξα ε ζρόιε T  είλαη αγαζό θαη ε απόθηεζή ηνπ γίλεηαη κε σξνθόζηνο w , δηόηη κεηώλεη ηελ 

εξγαζία. Ο εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο εκθαλίδεηαη ηώξα ζηε κνξθή κε αξρηθό πινύην:  

 
0 0(C e,T 16) C wT e w16       

Γειαδή, εθηόο από ην αξρηθό εηζόδεκα 
0C e  έρεη θαη έλα αξρηθό απόζεκα ζρόιεο  

0T 16  πνπ 

απνηηκάηαη επίζεο κε κνλαδηαία αμία w . Όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα ην πξόβιεκα είλαη 

ηώξα ζε θαλνληθή κνξθή θαη θαζώο ην κνλαδηαίν θόζηνο w  ηνπ αγαζνύ T  ζηνλ θαηαθόξπθν 

άμνλα απμάλεη ε εηζνδεκαηηθή επζεία πεξηζηξέθεηαη γύξσ από ηνλ αξρηθό πινύην: 
0 0(C e,T 16)   

πξνο κηθξόηεξε θιίζε.  

Τπνζέηνληαο όηη ε ζρόιε ζπκπεξηθέξεηαη γεληθά σο θαλνληθό θαη ζπλεζηζκέλν αγαζό, 

αύμεζε ηνπ σξνκίζζηνπ w   έρεη δύν αληηθξνπόκελεο ζπλέπεηεο. 

1. Πξνθαιεί αύμεζε ηνπ κνλαδηαίνπ θόζηνπο w ηνπ ειεύζεξνπ ρξόλνπ, θαη επνκέλσο κείσζε 

ηεο δήηεζήο ηνπ T  σο ζπλεζηζκέλνπ αγαζνύ, δειαδή κεγαιύηεξε πξνζθνξά εξγαζίαο L . 

2. Πξνθαιεί αύμεζε ηνπ αξρηθνύ πινύηνπ 16w  ζην δεμηό κέξνο πνπ νδεγεί ζε αύμεζε ηεο 

δήηεζήο ηνπ T σο θαλνληθνύ αγαζνύ, δειαδή ιηγόηεξε πξνζθνξά εξγαζίαο. 

                       
                                                 αύμεζε εξγαζίαο                            κείσζε εξγαζίαο 

αύμεζε ηεο ακνηβήο: w    

  

Παξαηήξεζε  Γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ππεξηζρύεη ε πξώηε επίδξαζε θαη 

είρακε αύμεζε ηεο εξγαζίαο κε ην σξνκίζζην, όπσο ζην πξώην γξάθεκα. ην  δεύηεξν γξάθεκα 

δείρλνπκε πσο κε δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο αύμεζε ηνπ σξνκηζζίνπ κπνξεί λα 

πξνθαιέζεη αύμεζε ηεο ζρόιεο δειαδή κείσζε ηεο πξνζθνξάο εξγαζίαο.  

 

16  

e  e  

16  

C  

T  T  

C  
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12. Αληηζηαζκηζκέλε δήηεζε θαηά Hicks 
Λύλνληαο ην πξόβιεκα γηα κέγηζηε ρξεζηκόηεηα εθθξάζακε ηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο θαηαλάισζεο 

ησλ δύν αγαζώλ σο ζπλαξηήζεηο ησλ κνλαδηαίσλ ηηκώλ ηνπο θαη ηεο δηαζέζηκεο δαπάλεο: 

x X(v,w,c}
max{U(X,Y) C vX wY c}

y Y(v,w,c}


    


 

Βξήθακε έηζη ηηο θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο θαηά Marshall πνπ είλαη νη γλσζηέο 

ζπλαξηήζεηο δήηεζεο αγαζώλ. ηε γεληθή ζεσξία ηεο θαηαλάισζεο εκθαλίδεηαη θαη ην 

ζπκκεηξηθό ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο πνπ αθνξά ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δαπάλεο γηα 

επηδησθόκελε ρξεζηκόηεηα. Λύλνληαο απηό ην πξόβιεκα βξίζθνπκε ηηο βέιηηζηεο πνζόηεηεο 

θαηαλάισζεο σο ζπλαξηήζεηο ησλ κνλαδηαίσλ ηηκώλ θαη ηεο επηδησθόκελεο ρξεζηκόηεηαο: 

x X(v,w,u)
min{C vX wY U(X,Y) u}

y Y(v,w,u)


    


 

Καινύληαη αληηζηαζκηζκέλεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο θαηά Hicks (compensated demand).  

Παξάδεηγκα.  Θεσξνύκε ηα δύν ζπκκεηξηθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ζηελ θαηαλάισζε κε 

ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ηύπνπ C-D: 

 α βU lnX Y αlnX βlnY     

1.max{U αlnX βlnY C vX wY c}      

ε πξνεγνύκελν παξάδεηγκα βξήθακε ηηο θαλνληθέο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο θαηά Marshall: 

α c β c
x , y

α β v α β w
 

 
 

2. min{C vX wY U αlnX βlnY u}      

Βξίζθνπκε ηηο αληηζηαζκηζκέλεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο θαηά Hicks:  

 
X

Y

α β u

v αYUv

w βXw U

U u X Y e


  

 
   

 

β αβ α
u u

α β α βα β α β
α β α βv w v w

x e , y e
α β α β



  
       

        
      

 

πλήζσο παίξλνπκε: α β 1  , νπόηε ε ιύζε ζα έρεη ηελ κνξθή: 

 

β αβ α

u θv w v w
x e , y e

α β α β


      

        
      

 

 
Τπελζπκίδνπκε όηη όζνλ αθνξά ηελ εμάξηεζε ησλ θαλνληθώλ ζπλαξηήζεσλ δήηεζεο θαηά 

Marshall από ηηο παξακέηξνπο ησλ κνλαδηαίσλ ηηκώλ ησλ αγαζώλ θαη ηνπ δηαζέζηκνπ εηζνδήκαηνο, 

ε κνλνηνλία δελ είλαη θαζνξηζκέλε. Όζνλ αθνξά ηηο αληηζηαζκηζκέλεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο θαηά 

Hicks, ε κνλνηνλία ηεο σο πξνο ηηο ηηκέο είλαη θαζνξηζκέλε, σο εμήο: 

Ωο πξνο ηηο ηηκέο ησλ αγαζώλ, νη αληηζηαζκηζκέλεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο εμαξηώληαη κόλν 

από ηνλ ιόγν ησλ ηηκώλ, όπνπ ε δήηεζε γηα θάζε αγαζό είλαη θζίλνπζα σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ 

θαη αύμνπζα σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ άιινπ αγαζνύ.  

Απόδεημε. Γηα εζσηεξηθέο ιύζεηο ε ηδηόηεηα είλαη άκεζε ζπλέπεηα ησλ εμηζώζεσλ Lagrange όπνπ 

νη ηηκέο εκθαλίδνληαη κόλν σο πξνο ην ιόγν ηνπο. Γεληθόηεξα, παξαηεξνύκε όηη αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε ηηο ηηκέο κε ηνλ ίδην ζπληειεζηή t  ηόηε νη αληίζηνηρεο δαπάλεο: 

 vX wY ,  (tv)X (tw)Y t(vX wY)    

ζα έρνπλ κέγηζην ζην ίδην ζεκείν δηόηη ε κία ζπλάξηεζε θόζηνπο είλαη αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο 

ηεο άιιεο. Όζνλ αθνξά ηελ κνλνηνλία παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη ε δήηεζε, ηελ νπνία γηα επθνιία 

ππνζέηνπκε εζσηεξηθή (δειαδή κε κεδεληθή), ζα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε πεξηνξηζκέλεο 

ζηαζηκόηεηαο: 

x

y

U v

U w
 , κε U u : ζηαζεξό 

Καζώο ην v  απμάλεη, ην δεμηό επνκέλσο θαη ην αξηζηεξό κέξνο ηεο πξώηεο εμίζσζεο ζα πξέπεη λα 

απμάλνπλ.  
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Παξαηεξνύκε ηώξα όηη ην αξηζηεξό κέξνο είλαη ε απόιπηε ηηκή ηνπ ξπζκνύ ππνθαηάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο γηα ηελ νπνία ππνζέηνπκε όηη είλαη θαλνληθή κε  θζίλνληα ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο. πκπεξαίλνπκε όηη όηαλ ην αξηζηεξό κέξνο απμάλεη ζα πξέπεη ε ζπκκεηνρή ηνπ x  

λα ειαηηώλεηαη θαη ηνπ y  λα απμάλεη πνπ είλαη θαη ην δεηνύκελν, όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ 

γξάθεκα.                                                                                                            

Παξαηήξεζε. Πξάγκαηη, θαζώο απμάλεη ε ηηκή v  ηνπ πξώηνπ 

αγαζνύ, ε αληηζηαζκηζκέλε δήηεζε γηα δνζκέλε ρξεζηκόηεηα 

ειαηηώλεηαη γηα ην ίδην θαη απμάλεη γηα ην άιιν θαζώο πεγαίλνπκε 

από ην A  ζην B . Παξαηεξνύκε επίζεο όηη ηώξα ε δαπάλε είλαη 

κεγαιύηεξε, δηόηη όπσο θαίλεηαη από ην γξάθεκα είλαη κεγαιύηεξε 

αθόκε θαη κε ηελ αξρηθή ρακειόηεξε ηηκή ηνπ X . Γειαδή: 

Όηαλ ε ηηκή ελόο αγαζνύ απμάλεη ηόηε πξνθεηκέλνπ λα κείλνπκε 

ζην ίδην επίπεδν ρξεζηκόηεηαο ζα πξέπεη λα απμεζεί ε δαπάλε σο 

αληηζηάζκηζε. Γηαπηό θαη θαινύληαη αληηζηαζκηζκέλεο 

ζπλαξηήζεηο δήηεζεο.  

Παξαηήξεζε. Όζνλ αθνξά ηελ εμάξηεζε από ηελ ρξεζηκόηεηα ε 

κνλνηνλία ησλ ζπλαξηήζεσλ αληηζηαζκηζκέλεο δήηεζεο δελ είλαη 

θαζνξηζκέλε, νπόηε έρνπκε δηάθξηζε ζε θαλνληθά θαη θαηώηεξα 

αγαζά. Θεσξνύκε ηα παξαθάησ γξαθήκαηα πνπ αθνξνύλ: 

ειαρηζηνπνίεζε δαπάλεο: min{C vX wY U(X,Y) u}    

 ην πξώην γξάθεκα δίλνπκε έλα παξάδεηγκα όπνπ θαζώο ε 

επηδησθόκελε ρξεζηκόηεηα απμάλεη, ε αληηζηαζκηζκέλε δήηεζε ηνπ Y  

απμάλεη αιιά ηνπ X  ειαηηώλεηαη , θαζώο πάκε από ην Α ζην Β. Έηζη 

ην X  είλαη θαηώηεξν θαη ην Y  θαλνληθό. Αληίζεηα ζην δεύηεξν 

γξάθεκα, ε δήηεζε ακθόηεξσλ ησλ αγαζώλ απμάλεη νπόηε ακθόηεξα 

είλαη θαλνληθά  
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