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Ef.II.4  ΠΑΡΑΓΩΓΗ-ΚΟΣΟ-ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ  (B) 

ΠΑΡΑΓΩΓΗ  

1.Δηζξνέο-πληειεζηέο παξαγσγήο 2.Βαζηθέο ζπλαξηήζεηο θόζηνπο. 3.Βειηηζηνπνίεζε ζηελ παξαγσγή. 

4.Παξαγσγή ηαζεξήο Διαζηηθόηεηαο Τπνθαηάζηαζεο (CES) . 

ΚΟΣΟ  

5.Δθξνέο-Παξαγόκελα πξνηόληα 6.Βαζηθέο ζπλαξηήζεηο θόζηνπο 7.Βειηηζηνπνίεζε ζην θόζηνο 8. Κόζηνο 

ηαζεξήο Διαζηηθόηεηαο Τπνθαηάζηαζεο (CES) 9.Με αγαζά . 

ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ  

10.Γύν εηζξνέο-θαηαλαισηηθά αγαζά 11.Βειηηζηνπνίεζε ζηελ θαηαλάισζε 12.Κακπύιεο αδηαθνξίαο 

13.Λνγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα Stone-Geary .   

 

Δηζαγσγή 

Θα κειεηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο ηξηώλ ζπλαξηήζεσλ, παξαγσγήο, 

θόζηνπο θαη ρξεζηκόηεηαο, σο εμήο: 

1. ε κηα παξαγσγηθή δηαδηθαζία δηαθξίλνπκε ηηο εηζξνέο (inputs) πνπ αθνξνύλ ηνπο ζπληειεζηέο 

παξαγσγήο (factors of production), θαη ηηο εθξνέο (outputs) πνπ αθνξνύλ ηα παξαγόκελα 

πξντόληα (products). ε πξνεγνύκελα θεθάιαηα αζρνιεζήθακε κε πξνβιήκαηα ζηα νπνία 

εκθαλίδνληαλ κόλν κηα εηζξνή πνπ ήηαλ ε δαπάλε C  ή έλαο ζπληειεζηήο παξαγσγήο π.ρ. ε 

εξγαζία L , θαη κόλν κηα εθξνή πνπ ήηαλ ε παξαγόκελε πνζόηεηα Q . Γεληθόηεξα σο εηζξνέο 

κπνξεί λα εκθαλίδνληαη πεξηζζόηεξνη ζπληειεζηέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ παξαγσγή. 

Αληίζηνηρα σο εθξνέο κπνξεί λα εκθαλίδνληαη πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο παξαγόκελα πξνηόληα. Δδώ 

ζα αζρνιεζνύκε κε πξνβιήκαηα ζηα νπνία εκθαλίδνληαη πεξηζζόηεξεο εηζξνέο ή πεξηζζόηεξεο 

εθξνέο, νπόηε κπνξνύκε λα έρνπκε ππνθαηάζηαζε (substitution) κεηαμύ ζπληειεζηώλ ή κεηαμύ 

παξαγόκελσλ πξντόλησλ. Δηδηθά ζα κειεηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο γηα 

ζπλαξηήζεηο: 

 παξαγσγήο κε δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο σο εηζξνέο θαη έλα παξαγόκελν πξνηόλ σο εθξνή: 

Q Q(K,L)  

 θόζηνπο κε ηε ζπλνιηθή δαπάλε σο εηζξνή θαη δύν παξαγόκελα πξνηόληα σο εθξνέο: 

C C(X,Y)  

2. ην ζθέινο ηεο θαηαλάισζεο, ε απιή ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο πνπ κειεηήζακε ζε 

πξνεγνύκελν θεθάιαην αλαθέξεηαη είηε ζηελ θαηαλάισζε κηαο πνζόηεηαο ελόο κόλν αγαζνύ 

Χ :U U(Χ) , ή γεληθόηεξα ζηελ ρξεζηκόηεηα πνπ πξνθύπηεη από έλα επίπεδν δαπάλεο 

C : U U(C) . Γεληθόηεξα ε ρξεζηκόηεηα  εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ πνζνηήησλ θαηαλάισζεο 

δηαθόξσλ αγαζώλ (goods), νπόηε κπνξεί λα έρνπκε θαηλόκελα ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ αγαζώλ. 

ηε ζεσξία θαηαλάισζεο ηνλ βαζηθό ξόιν παίδεη ε έλλνηα ηεο «πξνηίκεζεο». Έηζη γηα δύν αγαζά 

ζεσξνύκε όηη κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ζπλδπαζκώλ θαηαλάισζεο {X,Y}  ππάξρεη κηα ζρέζε 

πξνηίκεζεο, γηα ηελ νπνία ππνζέηνπκε όηη εθθξάδεηαη κέζσ κηαο ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο 

(utility function) πνπ «κεηξάεη» ηελ παξαγόκελε ρξεζηκόηεηα: 

 U U(X,Y)  

Γεληθά έρεη ηδηόηεηεο αληίζηνηρεο απηώλ ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο παξαγσγήο. 
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ΠΑΡΑΓΩΓΗ 

1. Γύν εηζξνέο-ζπληειεζηέο παξαγσγήο 
Θεσξνύκε ηελ παξαγσγή πνζόηεηαο Q  σο ζπλάξηεζε δύν ζπληειεζηώλ παξαγσγήο, ηνύο νπνίνπο 

ζπκβαηηθά ζα απνθαινύκε θεθάιαην (capital) K  θαη εξγαζία (labor) L  αληίζηνηρα: 

 Q Q(K,L)   κε K 0, L 0    

κε αληίζηνηρεο κεξηθέο παξαγώγνπο: 

 K

Q
Q

K





, νξηαθό πξντόλ θεθαιαίνπ (marginal product of capital) 

  L

Q
Q

L





, νξηαθό πξντόλ εξγαζίαο (marginal product of labor) 

             

           ζπλάξηεζε παξαγσγήο                     εμίζσζε ηζνπαξαγσγήο 

 

Οη εμηζώζεηο ππνθαηάζηαζεο ηηο νπνίεο νξίδνπλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο 

θαινύληαη εμηζώζεηο ηζνπαξαγσγήο (isoquant): 

 Q(K,L) q  

Δίλαη νη ζπλδπαζκνί  θεθαιαίνπ θαη εξγαζίαο πνπ δίλνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε παξαγσγή q . ηε 

γεληθή πεξίπησζε ηζρύνπλ ζπλήζσο ηα παξαθάησ: 

Ιδιόηηηερ ηηρ ζςνάπηηζηρ παπαγωγήρ Q(K,L)  

Μηα ζπλάξηεζε παξαγωγήο έρεη ζςνήθωρ ηηο παξαθάηω ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θακππιόηεηαο. 

1. Είλαη γνήζια αύξοςζα κε γλήζηα ζεηηθά νξηαθά πξνϊόληα, δειαδή θάζε αύμεζε ζηε ζπκκεηνρή 

ελόο ζπληειεζηή νδεγεί ζε γλήζηα κεγαιύηεξε παξαγωγή:  

 K LQ 0, Q 0   

2. Οξίδεη απνηηικό και θθίνονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ κεηαμύ ηωλ δύν ζπληειεζηώλ, δειαδή γηα 

ζηαζεξή παξαγωγή, θάζε αύμεζε ζηε ζπκκεηνρή ηνπ ελόο ζπληειεζηή ππνθαζηζηά όιν θαη κηθξόηεξε 

πνζόηεηα ηνπ άιινπ, θαη  η ζςνάπηηζη ςποκαηάζηαζηρ είναι θθίνοςζα κςπηή, όπωο ζην γξάθεκα: 

 
κε

κε

L L(K) L (K) 0, L (K) 0
Q(K,L) q

K K(L)  K (L) 0, K (L) 0

   
  

   
    

3. Είλαη νηνλεί θνίιε, κε κςπηέρ ηιρ πάνω ζηαθμικέρ, δειαδή νη ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ηωλ 

ζπληειεζηώλ είλαη πεξηζζόηεξν παξαγωγηθνί από ηνπο αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο, όπωο ζην γξάθεκα.    

4. Είλαη κοίλη, κε ζπλνιηθά θζίλνλ νξηαθό πξνϊόλ. Εηδηθόηεξα: KKQ 0 , LLQ 0  

πλαξηήζεηο παξαγσγήο κε ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ζα θαινύληαη θαλνληθέο. Δηδηθά νη γξακκηθέο 

ζεσξνύληαη θαλνληθέο. Ιθαλνπνηνύλ ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο, αιιά όρη γλήζηα.  

Παξαηήξεζε. Πνιιέο από ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ζρεηίδνληαη κεηαμύ ηνπο. Π.ρ.  

{1,2} {1,3} , κηα αύμνπζα ζπλάξηεζε νξίδεη θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο  είλαη νηνλεί θνίιε. 

4 3 , κηα θνίιε ζπλάξηεζε είλαη θαη νηνλεί θνίιε.                                                                        

Δηδηθόηεξα, ε ηδηόηεηα 4 εθθξάδεηαη σο γλσζηόλ κε αξλεηηθά εκηνξηζκέλν Δζζηαλό πίλαθα: 

QH 0   KKQ 0 , LLQ 0 , 2

Q Q KK LL KLΔ H Q Q Q 0     

Η αζζελέζηεξε ηδηόηεηα 3 ηεο νηνλεί θνηιόηεηαο εθθξάδεηαη κε  αξλεηηθά εκηνξηζκέλν 

πιαηζησκέλν Δζζηαλό πίλαθα, δειαδή ζεηηθή πιαηζησκέλε Δζζηαλή νξίδνπζα: 

       2 2

Q Q Q KK L KL K L LL KH 0 Δ H Q Q 2Q Q Q Q Q 0                                                                       

Q q  
L
 

K  

Q  

Q(K,L) q  

K  

Q  

L
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2. Βαζηθέο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο 
Θα εμεηάδνπκε ηξεηο βαζηθνύο ηύπνπο θαλνληθώλ ζπλαξηήζεσλ παξαγσγήο. 

1. Γξακκηθή: Q αK βL    

Π.ρ. ελέξγεηα Q  παξάγεηαη κε πεηξέιαην K   ή κε ιηγλίηε L . Αλ κηα κνλάδα πεηξειαίνπ παξάγεη α  

κνλάδεο ελέξγεηαο θαη κηα κνλάδα ιηγλίηε παξάγεη β  κνλάδεο ελέξγεηαο, 

ηόηε κε {K,L}  κνλάδεο αληίζηνηρα ζα παξάγνληαη Q αK βL   κνλάδεο 

ελέξγεηαο. Λέκε όηη νη εηζξνέο είλαη πιήξσο ππνθαηάζηαηεο, κε θακπύιεο 

ηζνπαξαγσγήο επζείεο θαη ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ζηαζεξό: 

 
dL α 1/ β

Q αK βL q αdK βdL 0
dK β 1/ α

            

Παξαηεξνύκε όηη όζν κεγαιύηεξε είλαη ε παξαγσγηθόηεηα α  ηνπ K  ζε ζρέζε κε ηελ 

παξαγσγηθόηεηα β  ηνπ L , ηόζν κεγαιύηεξνο είλαη ν παξαπάλσ ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο, δειαδή 

γηα ζηαζεξή παξαγσγή ε ίδηα αύμεζε ηνπ K  ππνθαζηζηά κεγαιύηεξε κείσζε ηνπ L . Δηδηθόηεξα: 

 1  επιπλέον ποζόηηηα K  είναι ιζοδύναμη  με (ςποκαθιζηά) α /β  ποζόηηηα L , διόηι 

αμθόηεπερ δίνοςν ηην ίδια α  επιπλέον ποζόηηηα Q    

 1/ α   επηπιένλ πνζόηεηα K  είλαη ηζνδύλακε κε (ππνθαζηζηά)  1/ β  πνζόηεηα L , δηόηη ακθόηεξεο 

δίλνπλ ηελ ίδηα 1  επηπιένλ πνζόηεηα Q    

2. Leontief min: Q min{K /α, L /β}  

Π.ρ. αλ γηα ηελ παξαγσγή κηαο κνλάδαο ράιπβα απαηηνύληαη α  κνλάδεο 

ζηδήξνπ θαη β  κνλάδεο άλζξαθα, ηόηε κε {K,L}  κνλάδεο ζηδήξνπ θαη 

άλζξαθα αληίζηνηρα ζα παξάγνληαη Q min{K /α,L /β}  κνλάδεο ράιπβα, 

δηόηη ε παξαγσγή θαζνξίδεηαη από ηελ κηθξόηεξε πνζόηεηα. Λέκε όηη νη 

δύν εηζξνέο είλαη πιήξσο ζπκπιεξσκαηηθέο, κε ηελ έλλνηα όηη 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζε ζηαζεξή αλαινγία κε ξπζκό ππνθαηάζηαζεο 

κεδεληθό ή άπεηξν, δειαδή ρσξίο δπλαηόηεηα ππνθαηάζηαζεο: 

 
αλ  αλ  

αλ  αλ  

K /α K / α L /β K / α L /βK L dL
Q min ,

L /β L /β K / α 0 L /β K / αα β dK

    
      

    
 

3. Cobb-Douglas (C-D): α βQ K L   κε  α 0, β 0, α β 1     .  

Απηή ε πνιύ ζεκαληηθή ζπλάξηεζε παξαγσγήο βξίζθεηαη αλάκεζα από ηηο δύν πξνεγνύκελεο. 

Όπσο ζα εμεηάζνπκε ζε επόκελε ελόηεηα (IV), ηα {α,β}  εξκελεύνληαη σο ειαζηηθόηεηεο ηνπ 

θεθαιαίνπ K  θαη ηεο εξγαζίαο L  ζηελ παξαγσγή, κε ηελ παξαθάησ έλλνηα: 

 1%  αύμεζε ηνπ K  πξνθαιεί α%  αύμεζε ηνπ Q , νξηαθά.  

 1%  αύμεζε ηνπ L  πξνθαιεί β%  αύμεζε ηνπ Q  , νξηαθά.  

Θεσξώληαο ηηο ζρεηηθέο ή ηζνδύλακα πνζνζηηαίεο (νξηαθέο) κεηαβνιέο: 

 
dK dL dK dL

, , %dK 100 , %dL 100
K L K L

   
    

   
 

βξίζθνπκε γηα ηνλ ξπζκό ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ ησλ ζπληειεζηώλ, ηε ζρέζε: 

 
α 1 β

K

α β 1
L

QdL αΚ L αL dL / L α %dL α 1/ β

dK Q βK dK / K β %dK β 1/ αΚ βL




               

Παξαηεξνύκε όηη όζν κεγαιύηεξε είλαη ε παξαγσγηθόηεηα α  ηνπ K  ζε ζρέζε κε ηελ 

παξαγσγηθόηεηα β  ηνπ L , ηόζν κεγαιύηεξνο είλαη ν παξαπάλσ πνζνζηηαίνο ξπζκόο 

ππνθαηάζηαζεο, δειαδή γηα ζηαζεξή παξαγσγή ε ίδηα πνζνζηηαία αύμεζε ηνπ K  ππνθαζηζηά όιν 

κεγαιύηεξε πνζνζηηαία κείσζε ηνπ L . Δηδηθόηεξα:  

 1%  επιπλέον ποζόηηηα K  είναι ιζοδύναμη με (ςποκαθιζηά) (α/β)%  ποζόηηηα L , διόηι 

αμθόηεπερ δίνοςν ηην ίδια α%  επιπλέον ποζόηηηα Q ,  οπιακά. 

 (1/ α)%  επηπιένλ πνζόηεηα K  είλαη ηζνδύλακε κε (ππνθαζηζηά) (1/ β)%  πνζόηεηα  L , δηόηη 

ακθόηεξεο δίλνπλ ηελ ίδηα 1%  επηπιένλ πνζόηεηα Q , νξηαθά.  

L  

K  

L  

K  

K / α L / β  

L  

K  
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Παξάδεηγκα. Γίλνπκε θαη έλα παξάδεηγκα κε θαλνληθήο ζπλάξηεζεο παξαγσγήο. Τπνζέηνπκε όηη 

ε παξαγσγή ελόο πξντόληνο κπνξεί λα γίλεη κε δύν δηαθνξεηηθέο δηαδηθαζίεο θαη αληίζηνηρεο 

ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο: 

 
1Q 2K L  ,  

2Q K 3L   

Αλ γηα θάζε ζπλδπαζκό (K,L)  ρξεζηκνπνηείηαη ε δηαδηθαζία πνπ 

δίλεη κεγαιύηεξε παξαγσγή, ηόηε ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη: 

1 2Q max{Q ,Q }
αλ

αλ

1

2

Q 2K L 2K L K 3L L Κ / 2

Q K 3L  K 3L 2K L L K / 2

      
 

      
 

Η ζπλάξηεζε είλαη θαλνληθή σο πξνο ηελ κνλνηνλία αιιά όρη σο πξνο ηελ θπξηόηεηα.  Δίλαη θπξηή 

θαη νηνλεί θπξηή κε ηηο θάησ ζηαζκηθέο θπξηέο. Tώξα νη θάησ ζηαζκηθέο είλαη θπξηέο, θαη 

επνκέλσο αθξαίνη ζπλδπαζκνί ησλ ζπληειεζηώλ είλαη πεξηζζόηεξν παξαγσγηθνί.  

3. Βειηηζηνπνίεζε ζηελ παξαγσγή 
ε κηα παξαγσγηθή δηαδηθαζία κε δύν ζπληειεζηέο παξαγσγήο {K,L}  κε θόζηνο C(K,L)  θαη έλα 

παξαγόκελν πξντόλ ζε πνζόηεηα Q(K,L)  πνπ δηαηίζεηαη ζηελ αγνξά θαη απνθέξεη έζνδν 

R(Q) R(K,L) , εκθαλίδνληαη ηα παξαθάησ πξνβιήκαηα πεξηνξηζκέλεο θαη ειεύζεξεο 

βειηηζηνπνίεζεο: 

min{C C(K,L) R R(K,L) r}   , ειάρηζην θόζηνο γηα έζνδν ηνπιάρηζηνλ r  

 max{R R(K,L) C C(K,L) c}   , κέγηζην έζνδν γηα θόζηνο ην πνιύ c  

 max{Π R(K,L) C(K,L)}  , κέγηζην θέξδνο   

Δηδηθά ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα κνλαδηαία θόζηε ησλ ζπληειεζηώλ {v,w}  θαζώο θαη ε κνλαδηαία 

ηηκή ηνπ πξντόληνο p  είλαη εμσγελώο θαζνξηζκέλα, όπσο ζπκβαίλεη ζε ζπλζήθεο πιήξνπο 

αληαγσληζκνύ ζηελ αγνξά ησλ ζπληειεζηώλ θαη ησλ πξντόλησλ, ηόηε ηα παξαπάλσ πξνβιήκαηα 

παίξλνπλ ηελ κνξθή: 

 min{C vK wL Q Q(K,L) q}    ,ειάρηζην θόζηνο γηα παξαγσγή ηνπιάρηζηνλ q  

 max{Q(K,L) C vK wL c}   , κέγηζηε παξαγσγή γηα θόζηνο  ην πνιύ c  

 max{Π pQ(K,L) vK wL}   , κέγηζην θέξδνο 

Τπνζέηνληαο, σο ζπλήζσο, όηη ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη αύμνπζα ρσξίο επίπεδα θνξεζκνύ, 

ηόηε ζηα δύν πξώηα πξνβιήκαηα ν πεξηνξηζκόο ζα εμαληιείηαη, θαη κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηηο αληζόηεηεο κε ηζόηεηεο: 

min{C vK wL Q Q(K,L) q}    , ειάρηζην θόζηνο γηα παξαγσγή q  

 max{Q(K,L) C vK wL c}   , κέγηζηε παξαγσγή γηα θόζηνο  c   

Παξαηήξεζε. Παξαπάλσ, αληηθαηαζηήζακε θαη ηελ ζπλάξηεζε εζόδνπ κε ηελ ζπλάξηεζε 

παξαγσγήο: 

 R pQ(K,L) Q Q(K,L)    

Οη δύν ζπλαξηήζεηο είλαη κνλόηνλα εμαξηεκέλεο θαη επνκέλσο δίλνπλ ηελ ίδηα ιύζε.             

                             

4. Παξαγσγή ηαζεξήο Διαζηηθόηεηαο Τπνθαηάζηαζεο (CES) 
Αλαθέξνπκε θαη ηηο παξαθάησ θακπύιεο ηζνπαξαγσγήο ηεο ζεκαληηθήο θαηεγνξίαο ζπλαξηήζεσλ 

παξαγσγήο κε ηαζεξή Διαζηηθόηεηα Τπνθαηάζηαζεο (Constant Elasticity of 

Substitution,CES).  Αξρίδνπκε κε πιήξσο ζπκπιεξσκαηηθνύο ζπληειεζηέο παξαγσγήο (Leontief 

min) θαη θαηαιήγνπκε ζε πιήξσο ππνθαηάζηαηνπο (γξακκηθέο), πεξλώληαο από ελδηάκεζνπο 

βαζκνύο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο-ππνθαηάζηαζεο πνπ πεξηιακβάλνπλ θαη ηηο C-D.  

 min{K /α,L /β}   ρ ρ 1/ρ(αK βL ) , ρ 0       α βK L , α β 1     ρ ρ 1/ρ(αK βL ) , 0 ρ 1      αK βL  

1Q (2,1)   

2Q (1,3)   

K
 

L K / 2  

L
 

Γξακκηθή  Cobb-Douglas  Leontief  
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ΚΟΣΟ 

5. Γύν εθξνέο-παξαγόκελα πξντόληα 
Θεσξνύκε κηα ζύλζεηε παξαγσγηθή δηαδηθαζία κε δύν παξαγόκελα πξντόληα, π.ρ. γεσξγηθά θαη 

θηελνηξνθηθά,  ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε θόζηνο παξαγσγήο:  

C C(X,Y)  όπνπ X 0, Y 0   

θαη κε αληίζηνηρα νξηαθά θόζηε (marginal cost): 

 X Y

C C
{C , C }

X Y

 
 
 

  

                     ζπλάξηεζε θόζηνπο              θακπύιε ηζνθόζηνπο 

 

Οη εμηζώζεηο ππνθαηάζηαζεο πνπ νξίδνπλ νη ηζνζηαζκηθέο ηεο ζπλάξηεζεο θόζηνπο θαινύληαη 

εμηζώζεηο ηζνθόζηνπο (isocost): 

C(X,Y) c  

Απνηεινύληαη από ηνπο ζπλδπαζκνύο ησλ δύν πξντόλησλ πνπ έρνπλ ην ίδην θόζηνο παξαγσγήο c . 

Γεληθά, ε ζπλάξηεζε θόζηνπο θαη νη θακπύιεο ηζνθόζηνπο έρνπλ ζπλήζσο ηελ παξαπάλσ κνξθή.  

Ιδιόηηηερ ηηρ ζςνάπηηζηρ κόζηοςρ C(X,Y)  

Μηα ζπλάξηεζε θόζηνπο έρεη ζςνήθωρ ηηο παξαθάηω ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θακππιόηεηαο: 

1. Είλαη γνήζια αύξοςζα κε γλήζηα ζεηηθά νξηαθά θόζηε, δειαδή θάζε επηπιένλ παξαγωγή ελόο 

πξνηόληνο θνζηίδεη γλήζηα πεξηζζόηεξν:  

 X YC 0, C 0   

2. Οξίδεη απνηηικό και αύξονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ, δειαδή γηα ζηαζεξό θόζηνο, θάζε αύμεζε 

ζηελ παξαγωγή ελόο πξνϊόληνο απαηηεί όιν θαη κεγαιύηεξε κείωζε ζηελ παξαγωγή ηνπ άιινπ, νπόηε 

η ζςνάπηηζη ςποκαηάζηαζηρ θα είναι θθίνοςζα κοίλη, όπωο ζην γξάθεκα:  

 
κε  

κε  

Υ Υ(Χ) Y (X) 0, Y (X) 0
C(X,Y) c

Χ Χ(Υ) X (Y) 0, X (Y) 0

   
  

   
 

3. Είλαη νηνλεί θπξηή, κε κςπηέρ ηιρ κάηω ζηαθμικέρ, δειαδή νη ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ηωλ 

παξαγόκελωλ πξνϊόληωλ έρνπλ κηθξόηεξν θόζηνο από ηνπο αθξαίνπο, όπωο ζην γξάθεκα. 

4. Είλαη κςπηή κε ζπλνιηθά αύμνληα νξηαθά θόζηε. Εηδηθόηεξα: XX YYC 0, C 0   

Γηα ζπλαξηήζεηο θόζηνπο κε ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ζα ιέκε όηη είλαη θαλνληθέο. Οη γξακκηθέο κε 

επίπεδα γξαθήκαηα θαη επζείεο ηζνθόζηνπο ζεσξνύληαη θαλνληθέο. Ιθαλνπνηνύλ ηηο παξαπάλσ 

ηδηόηεηεο, αιιά όρη γλήζηα. 

Παξαηήξεζε. Πνιιέο από ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο όπσο ζηελ παξαγσγή : 

{1,2} {1,3} , κηα αύμνπζα ζπλάξηεζε νξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο  είλαη νηνλεί θπξηή. 

4 3 , κηα θπξηή ζπλάξηεζε είλαη θαη νηνλεί θπξηή.                                                                        

Αλαιπηηθά, ε ηδηόηεηα 4 ηεο θπξηόηεηαο εθθξάδεηαη  κε ζεηηθά εκηνξηζκέλo Δζζηαλό πίλαθα: 
2

C XX YY C C XX YY XYH 0 C 0, C 0, Δ H C C C 0         

Η αζζελέζηεξε ηδηόηεηα 3 ηεο νηνλεί θπξηόηεηαο εθθξάδεηαη κε ζεηηθά εκηνξηζκέλν πιαηζησκέλν 

Δζζηαλό πίλαθα, δειαδή αξλεηηθή πιαηζησκέλε Δζζηαλή νξίδνπζα: 

 2 2

C C C XX Y XY X Y YY XH 0 Δ H C C 2C C C C C 0                                                                       

   

 

C c  C  

C  

X
 

Y
 

X  

Y
 

C c  
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6. Βαζηθέο ζπλαξηήζεηο θόζηνπο 
Θα εμεηάδνπκε ηξείο βαζηθνύο ηύπνπο θαλνληθώλ ζπλαξηήζεσλ θόζηνπο. 

1. Γξακκηθή: C αX βY   

Π.ρ. κηα έθηαζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα παξαγσγή γεσξγηθνύ πξνηόληνο X  ή 

θηελνηξνθηθνύ πξνηόληνο Y . Αλ κηα κνλάδα γεσξγηθνύ πξνηόληνο ρξεηάδεηαη α  κνλάδεο έθηαζεο 

θαη κηα κνλάδα θηελνηξνθηθνύ πξνηόληνο ρξεηάδεηαη β  κνλάδεο έθηαζεο, ηόηε γηα παξαγσγή 

{X,Y}  κνλάδσλ αληίζηνηρα ρξεηάδνληαη C αX βY   κνλάδεο έθηαζεο. Παξαηεξνύκε όηη ην θόζηνο 

αλαθέξεηαη γεληθά ζε ρξήζε ζπληειεζηώλ παξαγωγήο πνπ δελ είλαη απαξαίηεηα ρξήκα. Λέκε όηη νη 

δύν εθξνέο είλαη πιήξσο ππνθαηάζηαηεο, κε θακπύιεο ηζνθόζηνπο επζείεο θαη ξπζκό 

ππνθαηάζηαζεο ζηαζεξό: 

 
dY α 1/ β

C αX βY c αdX βdY 0
dX β 1/ α

            

Παξαηεξνύκε όηη ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο είλαη αληηζηξόθσο αλάινγνο ηνπ 

κνλαδηαίνπ θόζηνπο ησλ δύν πξνηόλησλ. Όζν κεγαιύηεξν είλαη ην κνλαδηαίν θόζηνο α  ηνπ X  ζε 

ζρέζε κε ην κνλαδηαίν θόζηνο β  ηνπ Υ , ε ίδηα αύμεζε ηνπ Χ  απαηηεί όιν θαη κεγαιύηεξε κείσζε 

ηνπ Y , γηα ζηαζεξό ζπλνιηθό θόζηνο. Δηδηθόηεξα: 

 1  επιπλέον ποζόηηηα Χ  είναι ιζοδύναμη με (ςποκαθιζηά) α /β  ποζόηηηα Υ , διόηι 

αμθόηεπερ έσοςν ηο ίδιο α  επιπλέον κόζηορ C  . 

 1/ α  επηπιένλ πνζόηεηα Χ  είλαη ηζνδύλακε κε (ππνθαζηζηά)  1/ β  πνζόηεηα Υ , δηόηη ακθόηεξεο 

έρνπλ ην ίδην 1 επηπιένλ θόζηνο C . 

β  επηπιένλ πνζόηεηα Χ  είλαη ηζνδύλακε κε (ππνθαζηζηά)  α  πνζόηεηα Υ , δηόηη ακθόηεξεο έρνπλ  

ην ίδην αβ   επηπιένλ πνζόηεηα C . 

2. Leontief max: C max{X /α, Y /β} .  

Π.ρ. αλ κηα κνλάδα θάπνηαο ηξνθήο παξέρεη α  κνλάδεο ζεξκίδσλ θαη β  κνλάδεο βηηακηλώλ, ηόηε 

γηα ηελ πξόζιεςε {X,Y}  κνλάδσλ ζεξκίδσλ θαη βηηακηλώλ αληίζηνηρα απαηηνύληαη 

C max{X/α,Y /β}  κνλάδεο ηεο ηξνθήο, δηόηη απαηηείηαη ε κεγαιύηεξε πνζόηεηα. 

Λέκε όηη νη δύν εθξνέο είλαη πιήξσο ζπκπιεξσκαηηθέο, κε ηελ έλλνηα όηη 

παξάγνληαη ζε ζηαζεξή αλαινγία κε ξπζκό ππνθαηάζηαζεο κεδεληθό ή άπεηξν, 

δειαδή ρσξίο δπλαηόηεηα ππνθαηάζηαζεο: 

 
αλ  αλ  

αλ  αλ  

X / α X / α L / β X / α Y / βX Y dY
C max ,

Y / β Y / β X / α 0 Y / β X / αα β dX

    
      

    
 

3. Σεηξαγσληθή ζπλάξηεζε: 2 2C αX βY    κε  α 0, β 0   .  

Βξίζθεηαη αλάκεζα από ηηο δύν πξνεγνύκελεο κε ξπζκό ππνθαηάζηαζεο: 

 

1

X

Y

CdY 2αX α Y

dX C 2βY β X



 
       

 
 

Σώξα εθηόο από ηνπο ζπληειεζηέο {α, β}  παίδνπλ ξόιν θαη νη ζπκκεηνρέο 

{X, Y} . Παξαηεξνύκε όηη όζν κεγαιώλεη ε ζπκκεηνρή ηνπ X  ζε ζρέζε κε ηελ 

ζπκκεηνρή ηνπ Υ , ηόζν κεγαιύηεξνο είλαη ν παξαπάλσ ξπζκόο 

ππνθαηάζηαζεο, δειαδή γηα ζηαζεξό θόζηνο ε ίδηα αύμεζε ηνπ Χ  απαηηεί όιν θαη κεγαιύηεξε 

κείσζε ηνπ Y . Δηδηθόηεξα: 

 Για ζηαθεπό κόζηορ, ο πςθμόρ ςποκαηάζηαζηρ είναι ανηιζηπόθωρ ανάλογορ ηος λόγος 

ζςμμεηοσήρ ηων δύο πποϊόνηων.    

 

 

 

Y
 

X
 

Y
 

X
 

Y  

X  
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Παξάδεηγκα. Γίλνπκε έλα παξάδεηγκα κε θαλνληθήο ζπλάξηεζεο θόζηνπο. Γύν πξντόληα 

παξάγνληαη ζε πνζόηεηεο {X,Y}  κε δύν δηαθνξεηηθέο  δηαδηθαζίεο, θαη 

αληίζηνηρν θόζηνο:  

       
1C 2X Y  , 

2C X 3Y   

Αλ ρξεζηκνπνηείηαη θάζε θνξά ε δηαδηθαζία κε ην κηθξόηεξν θόζηνο, ε 

ηειηθή ζπλάξηεζε θόζηνπο ζα είλαη : 

 
αλ

αλ

1

1 2

2

C 2X Y 2X Y X 3Y Y X / 2
C min{C ,C }

C X 3Y X 3Y 2X Y Y X / 2

      
  

      
  

Η ζπλάξηεζε είλαη θαλνληθή σο πξνο ηελ κνλνηνλία αιιά όρη σο πξνο ηελ θπξηόηεηα.  Οη πάλσ 

ζηαζκηθέο, αληί ησλ θάησ, είλαη θπξηέο θαη επνκέλσο ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί ησλ {X,Y}  έρνπλ 

κεγαιύηεξν θόζηνο από ηνπο αθξαίνπο, όπσο δηαπηζηώλνπκε ζην γξάθεκα.                                   

7. Βειηηζηνπνίεζε ζην θόζηνο 
ε κηα ζύλζεηε παξαγσγηθή δηαδηθαζία κε δύν παξαγόκελα πξντόληα {X,Y}  πνπ έρνπλ θόζηνο 

C(X,Y)  θαη  απνθέξνπλ έζνδν R(X,Y) , εκθαλίδνληαη ηα παξαθάησ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο:  

max{R R(X,Y) C(X,Y) c}  , κέγηζην έζνδν γηα θόζηνο ην πνιύ c  

min{C C(X,Y) R R(X,Y) r}   , ειάρηζην θόζηνο γηα έζνδν ηνπιάρηζηνλ r  

max{Π R(X,Y) C(X,Y)}  , κέγηζην θέξδνο  

Δηδηθά ζηελ πεξίπησζε πνπ νη κνλαδηαίεο ηηκέο ησλ πξντόλησλ {v,w}  είλαη εμσγελώο 

θαζνξηζκέλεο, όπσο ζπκβαίλεη ζε ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνύ ζηελ αγνξά ησλ πξντόλησλ, 

ηόηε ηα πξνβιήκαηα απηά παίξλνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή:    

max{R vX wY C(X,Y) c}   , κέγηζην έζνδν γηα θόζηνο ην πνιύ c  

min{C C(X,Y) R vX wY r}    , ειάρηζην θόζηνο γηα έζνδν ηνπιάρηζηνλ r  

max{Π vX wY C(X,Y)}   , κέγηζην θέξδνο  

Παξαηήξεζε. ε όια ηα παξαπάλσ πξνβιήκαηα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο ζπλήζσο 

κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο αληζόηεηεο ζηνπο πεξηνξηζκνύο κε ηηο αληίζηνηρεο ηζόηεηεο: 

max{R R(X,Y) C(X,Y) c}  , κέγηζην έζνδν γηα θόζηνο c  

min{C C(X,Y) R (X,Y) r}   , ειάρηζην θόζηνο γηα έζνδν r  

Απηό ηζρύεη εθόζνλ νη ζπλαξηήζεηο είλαη γλήζηα αύμνπζεο νπόηε ζηε βέιηηζηε ιύζε εμαληιείηαη 

ν πεξηνξηζκόο. . 

 

8. Κόζηνο ηαζεξήο Διαζηηθόηεηαο Τπνθαηάζηαζεο (CES)  
Αλαθέξνπκε θαη ηηο παξαθάησ θακπύιεο ηζνθόζηνπο κηαο ζεκαληηθήο θαηεγνξίαο ζπλαξηήζεσλ 

θόζηνπο  κε ηαζεξή Διαζηηθόηεηα Τπνθαηάζηαζεο  (Constant Elasticity of Substitution,CES).  

Αξρίδνπκε κε πιήξσο ππνθαηάζηαηα πξνηόληα (γξακκηθή) θαη θαηαιήγνπκε ζε πιήξσο 

ζπκπιεξσκαηηθά (Leontief max), πεξλώληαο από ελδηάκεζνπο βαζκνύο ππνθαηάζηαζεο-

ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, πεξηιακβαλνκέλεο ηεο ηεηξαγσληθήο.      

   αX βY         ρ ρ 1/ρ(αX βY ) ,1 ρ 2      2 2 1/2(αX βY )    ρ ρ 1/ρ(αX βY ) ,ρ 2          max{X/α,Y /β}  

 
 

 

 

 

 

Y X / 2  

2C (1,3)   

1C (2,1)   
Y  

X  

Leontief   
ηεηξαγσληθή  

γξακκηθή  
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9. Με αγαζά 
Σα παξαγόκελα πξντόληα δελ είλαη πάληνηε «αγαζά». Π.ρ. ζηε δηαδηθαζία παξαγσγήο ελόο 

πξντόληνο, εθηόο από ην παξαγόκελν αγαζό {X}  κπνξεί λα έρνπκε θαη παξαγσγή ξύπνπ {Y}  πνπ 

είλαη «κε αγαζό». Αύμεζε ηνπ  ξύπνπ ζπλνδεύεηαη ζπλήζσο από κείσζε ηνπ θόζηνπο, π.ρ. ιόγσ 

κε ρξήζεο αληηξξππαληηθήο ηερλνινγίαο. απηή ηελ πεξίπησζε ε ζπλάξηεζε θόζηνπο: 

C C(X,Y) , 

ζα έρεη γεληθά ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο, όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα. 

1. Δίλαη κε θαλνληθή σο πξνο ηελ κνλνηνλία, θαη ε θακπύιε ηζνθόζηνπο έρεη ζεηηθή θιίζε: 

X Y{C 0, C 0}  X

Y

CdY
0

dX C
               

Αληί ππνθαηάζηαζεο έρνπκε αληηζηάζκηζε. Απμάλνληαο ηελ παξαγσγή 

κπνξνύκε λα δηαηεξήζνπκε ην θόζηνο απμάλνληαο θαη ηνλ παξαγόκελν ξύπν.  

2. πλήζσο είλαη θαλνληθή σο πξνο ηελ θακππιόηεηα, νηνλεί θπξηή, κε ηελ 

θάησ ζηαζκηθή C c  θπξηή, νπόηε ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί παξαγσγήο θαη 

ξύπσλ έρνπλ κηθξόηεξν θόζηνο από ηνπο αληίζηνηρνπο αθξαίνπο 

ζπλδπαζκνύο. Έρεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο (αληηζηάζκηζεο) ηεο 

παξαγσγήο από ηνλ ξύπν, κε ηελ έλλνηα όηη γηα ζηαζεξό θόζηνο θάζε 

επηπιένλ αύμεζε ηεο παξαγσγήο X  απαηηεί όιν θαη κεγαιύηεξε αύμεζε 

ηνπ παξαγόκελνπ ξύπνπ Y .  

3. Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηε κεηαβιεηή ηνπ ξύπνπ πνπ είλαη κε αγαζό κε ην αξλεηηθό ηνπ 

Z Y Y Z      πνπ είλαη αγαζό, ηόηε ε ζπλάξηεζε θόζηνπο ζα είλαη θαλνληθή θαη σο πξνο ηε 

κνλνηνλία θαη σο πξνο ηελ  θπξηόηεηα, αιιά ηώξα ζα νξίδεηαη ζην αξλεηηθό ηνπ θαηαθόξπθνπ 

εκηάμνλα. Π.ρ.   

 2 2C X Y C X Z      κε X 0, Z 0   

C  

Y
 

X
 

C c  

C  

Z
 

C c  

X
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ΚΑΣΑΝΑΛΩΗ 

10. Γύν εηζξνέο-θαηαλαισηηθά αγαζά 
Θεσξνύκε θαηαλάισζε δύν αγαζώλ όπνπ κεηαμύ ησλ δηαθόξσλ ζπλδπαζκώλ θαηαλάισζεο {X,Y}  

ππάξρεη κηα ζρέζε πξνηίκεζεο, γηα ηελ νπνία ππνζέηνπκε όηη εθθξάδεηαη κέζσ κηαο ζπλάξηεζεο 

ρξεζηκόηεηαο (utility function) πνπ «κεηξάεη» ηελ παξαγόκελε ρξεζηκόηεηα: 
U U(X,Y)  

Η ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο θαζνξίδεη κηα ζρέζε πξνηίκεζεο (preference relation) κεηαμύ ησλ 

ζπλδπαζκώλ {X,Y} . Οη ηζνζηαζκηθέο ηεο ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο θαινύληαη εμηζώζεηο 

αδηαθνξίαο (indifference):   
U(X,Y) u  

Ο θαηαλαισηήο είλαη αδηάθνξνο (indifferent) κεηαμύ ζπλδπαζκώλ πνπ  βξίζθνληαη ζηελ ίδηα 

ηζνζηαζκηθή, ελώ πξνηηκάεη (prefers) ηνπο ζπλδπαζκνύο πνπ βξίζθνληαη ζηε αληίζηνηρε πάλσ 

ζηαζκηθή. Γξάθνπκε: 

 1 1 2 2 1 1 2 2(x ,y ) (x ,y ) U(x ,y ) U(x ,y )   , ζπλδπαζκνί κε ηελ ίδηα πξνηίκεζε 

1 1 2 2 1 1 2 2(x ,y ) (x ,y ) U(x ,y ) U(x ,y )  , ν πξώηνο ζπλδπαζκόο είλαη (γλήζηα) πξνηηκόηεξνο 

Γεληθά ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο έρεη καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο αληίζηνηρεο ηεο ζπλάξηεζεο παξαγωγήο 

όπνπ ηα δύν αγαζά αληηζηνηρνύλ ζηνπο ζπληειεζηέο παξαγωγήο. Υπάξρνπλ όκωο θαη δηαθνξέο πνπ 

νθείινληαη θπξίωο ζην γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε  ρξεζηκόηεηαο κπνξεί λα κελ εθθξάδεη θάπνην άκεζα 

κεηξήζηκν κέγεζνο. Μάιηζηα, αλ ν κνλαδηθόο ξόινο ηεο είλαη λα εθθξάδεη ηε ζρέζε πξνηίκεζεο 

κεηαμύ δηαθόξσλ ζπλδπαζκώλ, ηόηε ιέκε όηη δύν ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο U(X,Y)  θαη V(X,Y) ,  

είλαη κνλόηνλα ή δηαηαθηηθά ηζνδύλακεο  (order equivalent), κε ηελ έλλνηα όηη νξίδνπλ ηελ ίδηα 

ζρέζε πξνηίκεζεο, αλ ε θάζε κηα είλαη γλήζηα αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο: 

 V V(U)  κε V (U) 0   

Έηζη: δύν ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο είλαη ηζνδύλακεο ωο πξνο ηε ζρέζε πξνηίκεζεο αλ έρνπλ ηηο 

ίδηεο ηζνζηαζκηθέο, κε ηελ ίδηα δηάηαμε, αλεμάξηεηα ηωλ ηηκώλ ηνπο. απηό ην πιαίζην βαζηθέο 

ζεσξνύληαη κόλν νη ηδηόηεηεο πνπ δηαηεξνύληαη όηαλ πάξνπκε έλαλ γλήζηα αύμνληα 

κεηαζρεκαηηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο, δειαδή βαζηθέο ζεσξνύληαη νη ηδηόηεηεο ησλ 

θακπύισλ αδηαθνξίαο θαη όρη ηεο ίδηαο ηεο ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο.  Δηδηθόηεξα: 

1. Οη ηηκέο ηεο ρξεζηκόηεηαο U , θαη εηδηθά ηα πξόζεκα ηεο δελ είλαη βαζηθά κεγέζε. Γεληθά ε 

ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο κπνξεί λα έρεη θαη αξλεηηθέο ηηκέο.  

2. Οη νξηαθέο ρξεζηκόηεηεο X Y{U ,U }  είλαη βαζηθέο κόλν σο πξνο ηα πξόζεκά ηνπο θαη όρη σο πξνο 

ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ηνπο. Αιιά ν ιόγνο ηνπο αθνξά ηνλ ξπζκό ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ ησλ 

αγαζώλ θαη ηζνύηαη κε ηελ θιίζε ηεο ηζνζηαζκηθήο πνπ είλαη βαζηθό κέγεζνο. Πξάγκαηη, δύν 

δηαηαθηηθά ηζνδύλακεο ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο νξίδνπλ ηνλ ίδην ξπζκό ππνθαηάζηαζεο: 

 V V(U)  κε V (U) 0  x x Y Y{V V U ,V V U }      κε  X X

Y Y

V U

V U
  

3. Οη ηδηόηεηεο θπξηόηεηαο ησλ ηζνζηαζκηθώλ θαζώο θαη ησλ ζηαζκηθώλ πεξηνρώλ είλαη βαζηθά 

κεγέζε. 

ην παξαπάλσ πιαίζην, κηα ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ζα ιέγεηαη θαλνληθή σο πξνο ηε ζρέζε 

πξνηίκεζεο, αλ έρεη ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο ησλ ηζνζηαζκηθώλ ηεο, αληίζηνηρεο κε απηέο ηεο 

ζπλάξηεζεο παξαγσγήο: 

1. Είλαη αύξοςζα, κε ζεηηθά νξηαθά πξνϊόληα:  

 X YU 0, U 0   

2. Έρεη αξλεηηθό  θαη θθίνονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ, δειαδή ε ζπλάξηεζε ππνθαηάζηαζεο κεηαμύ 

ηωλ δύν αγαζώλ είλαη θζίλνπζα θπξηή: 

 U(X,Y) u {Y (X) 0 ,Y (X) 0} & {X (Y) 0, X (Y) 0}          

3. Είλαη νηνλεί θνίιε, κε κςπηέρ ηιρ πάνω ζηαθμικέρ, δειαδή ππάξρεη πξνηίκεζε γηα ελδηάκεζνπο 

ζπλδπαζκνύο πνζνηήηωλ θαηαλάιωζεο παξά γηα αθξαίνπο.  
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ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ε ρξεζηκόηεηα πνζνηηθνπνηείηαη. πλήζσο πνζνηηθνπνηείηαη όρη ε ίδηα ε 

ρξεζηκόηεηα αιιά ε δηαθνξά ηεο από θάπνηα θαηαλάισζε αλαθνξάο: 0 0{X ,Y } .  απηή ηελ 

πεξίπησζε ε θαηαλάισζε αλαθνξάο θαη ε κνλάδα κέηξεζεο ηεο ρξεζηκόηεηαο ζπλήζσο νξίδνληαη 

ζπκβαηηθά, νπόηε ιέκε όηη δύν ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο U(X,Y)  θαη V(X,Y)  είλαη γξακκηθά 

ηζνδύλακεο (linearly equivalent) αλ ε κηα είλαη αύμσλ γξακκηθόο κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο:  

V αU β    κε  α 0  

ε θάζε πεξίπησζε, ζε αληίζεζε κε ηηο ζπλαξηήζεηο παξαγσγήο, κηα ζπλάξηεζεο ρξεζηκόηεηαο: 

 κπνξεί λα έρεη θαη αξλεηηθέο ηηκέο.  

 ζπρλά εκθαλίδεη θαη  θαηλόκελα θνξεζκνύ, νπόηε κεηά από έλα επίπεδν θαηαλάισζεο ην 

αγαζό κπνξεί λα γίλεηαη θαη βιαβεξό κε αξλεηηθή νξηαθή ρξεζηκόηεηα. 

Παξάδεηγκα. Οη ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηαο, C-D θαη ινγαξηζκηθέο C-D:  
α βU X Y  , α βV ln(X Y ) αlnX βlnY     κε α 0 ,β 0  

είλαη δηαηαθηηθά ηζνδύλακεο σο πξνο ηελ ζρέζε πξνηίκεζεο, κε ηελ έλλνηα όηη ε θάζε κηα είλαη 

αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο άιιεο. Έρνπλ ηηο γλσζηέο ηζνζηαζκηθέο ησλ ζπλαξηήζεσλ ηύπνπ C-D 

θαη είλαη ακθόηεξεο νηνλεί θνίιεο, δειαδή έρνπλ ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο. Αιιά ε πξώηε παίξλεη 

κόλν ζεηηθέο ηηκέο ελώ ε δεύηεξε παίξλεη θαη αξλεηηθέο ηηκέο.  

11. Βειηηζηνπνίεζε ζηελ θαηαλάισζε 
ηελ θαηαλάισζε δύν αγαζώλ {X,Y}  κε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο U(X,Y)  θαη ζπλάξηεζε 

θόζηνπο C(X,Y) , εκθαλίδνληαη ηα παξαθάησ δύν πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κε 

πεξηνξηζκνύο:.  

 min{C C(X,Y) U(X,Y) u}  , ειάρηζηε δαπάλε γηα ρξεζηκόηεηα ηνπιάρηζηνλ u   

 max{U U(X,Y) C(X,Y) c}  , κέγηζηε ρξεζηκόηεηα γηα δαπάλε ην πνιύ c  

Αλ ε ρξεζηκόηεηα πνζνηηθνπνηείηαη, π.ρ. αλ εθθξάδεη ηελ δαπάλε πνπ ζα ήηαλ δηαηεζεηκέλνο λα 

θαηαβάιεη ν θαηαλαισηήο γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε θαηαλάισζε, ηόηε έρνπκε θαη ην πξόβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο ηνπ νθέινπο ή ηνπ πιενλάζκαηνο, ζε αληηζηνηρία κε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο 

ηνπ θέξδνπο: 

 max{B U(X,Y) C(X,Y)}  , κέγηζην όθεινο 

Αλ έρνπκε πιήξσο αληαγσληζηηθή αγνξά αγαζώλ κε δνζκέλεο κνλαδηαίεο ηηκέο {v,w}  ηόηε ηα 

παξαπάλσ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο παίξλνπλ ηελ κνξθή: 

min{C vX wY U(X,Y) u}    

max{U U(X,Y) C vX wY c}     

max{B U(X,Y) (vX wY)}    

ηα παξαπάλσ πξνβιήκαηα πεξηνξηζκέλεο βειηηζηνπνίεζεο ζπλήζσο κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηηο αληζόηεηεο ζηνπο πεξηνξηζκνύο κε ηηο αληίζηνηρεο ηζόηεηεο, νπόηε ζα 

έρνπκε: 

min{C vX wY U(X,Y) u}   , ειάρηζηε δαπάλε γηα ρξεζηκόηεηα u   

max{U U(X,Y) C vX wY c}    , κέγηζηε ρξεζηκόηεηα γηα δαπάλε c  

Απηό ηζρύεη εθόζνλ βξηζθόκαζηε ζε επίπεδα θαηαλάισζεο ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο 

είλαη γλήζηα αύμνπζα, νπόηε ζηε βέιηηζηε ιύζε εμαληιείηαη ν πεξηνξηζκόο. ε εηδηθέο πεξηπηώζεηο 

απηό κπνξεί λα κελ ηζρύεη. Π.ρ. γηα πςειά επίπεδα θαηαλάισζεο, αλ ππάξρεη θνξεζκόο ηόηε 

κπνξεί λα κελ εμαληιείηαη ε δπλαηόηεηα δαπάλεο θαη ην βέιηηζην λα είλαη εζσηεξηθό. 

Παξαηήξεζε. Τπάξρεη αληηζηνηρία κεηαμύ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ζηελ θαηαλάισζε θαη 

πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ζηελ παξαγσγή όπνπ ηα θαηαλαισηηθά αγαζά αληηζηνηρνύλ ζηνπο 

ζπληειεζηέο παξαγσγήο θαη ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ζηελ ζπλάξηεζε εζόδνπ. Αλαθέξνπκε 

επίζεο όηη ζηα πξνβιήκαηα  βεληιζηοποίηζηρ με πεπιοπιζμούρ ε ιύζε δελ αιιάδεη αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε άιιε δηαηαθηηθά ηζνδύλακε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο πνπ πξνθύπηεη κε γλήζηα 

αύμνληα κεηαζρεκαηηζκό, δηόηη ζα έρεη ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο ωο θακπύιεο αδηαθνξίαο.  
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12. Κακπύιεο αδηαθνξίαο 
Δμεηάδνπκε παξαθάησ θάπνηεο ραξαθηεξηζηηθέο πεξηπηώζεηο όζνλ αθνξά ηελ ππνθαηάζηαζε, 

θαζώο κεηώλεηαη ε ζπκκεηνρή ηνπ ελόο αγαζνύ, π.ρ. ηνπ Y αγαζνύ θαη ε θακπύιε αδηαθνξίαο 

πιεζηάδεη ηνλ X άμνλα. Τπνζέηνπκε θαλνληθή ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο, αύμνπζα κε θζίλνληα 

ξπζκό ππνθαηάζηαζεο.  

 
θακπύιεο αδηαθνξίαο 

 

1. ηα δύν πξώηα ε θακπύιε αδηαθνξίαο ηέκλεη ηνλ X άμνλα, πνπ ζεκαίλεη όηη ην Y  αγαζό 

κπνξεί λα ππνθαηαζηαζεί πιήξσο από ην X  αγαζό.  Ο ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο κπνξεί λα ηείλεη ζην 

κεδέλ όπσο ζην πξώην γξάθεκα ή λα παξακέλεη θξαγκέλνο  από θάησ όπσο ζην δεύηεξν γξάθεκα.  

2. ηα δύν ηειεπηαία ε θακπύιε αδηαθνξίαο δελ ηέκλεη ηνλ X άμνλα, νπόηε ην X  αγαζό δελ 

κπνξεί λα ππνθαηαζηήζεη πιήξσο ην Y  αγαζό. Καζώο ην Y  κεηώλεηαη ε δηαηήξεζε ηεο 

ρξεζηκόηεηαο απαηηεί απεξηόξηζηε αύμεζε ηεο ζπκκεηνρήο ηνπ X . απηή ηελ πεξίπησζε κπνξεί ε 

ζπκκεηνρή ηνπ Y  λα ηείλεη νξηαθά ζην κεδέλ όπσο ζην ηξίην γξάθεκα ή λα απαηηείηαη πάληνηε κηα 

ειάρηζηε Y πνζόηεηα 0y όπσο ζην ηέηαξην γξάθεκα. 

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο ρξεζηκόηεηεο ζηε ζεηηθή πεξηνρή: 

1. U X Y  , κε θακπύιεο αδηαθνξίαο  όπσο ζην πξώην γξάθεκα σο πξνο ακθόηεξα ηα αγαζά.  

2. 1 1 1U (X Y )    , κε θακπύιεο όπσο ζην ηέηαξην γξάθεκα, σο πξνο ακθόηεξα ηα αγαζά. 

3. α β

0 0 0 0U ln(X x ) (Y y ) αln(X x ) βln(Y y )        , κε  θακπύιεο αδηαθνξίαο ηηο ππεξβνιέο: 
α β

0 0(X x ) (Y y ) c   , κε αζύκπησηεο ηηο επζείεο: 0Y y , 0X x   

Με θαηάιιειε επηινγή ηνπ πξόζεκνπ ησλ 0 0{x ,y } , κπνξνύκε λα πεηύρνπκε νηαδήπνηε από ηηο 

ζπκπεξηθνξέο ζηα ηειεπηαία ηξία γξαθήκαηα παξαπάλσ.  

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 

     2U (X 1) Y       

κε ηηο παξαβνιηθέο ηζνζηαζκηθέο ηνπ παξαπιεύξσο ζρήκαηνο: 

 2 2U (X 1) Y u Y u (X 1)          

θαη κεξηθέο παξαγώγνπο: 

 YU 1 0  , αλ  XU 2(Χ 1) 0 Χ 1      

Σν X 1  είλαη πνζόηεηα θνξεζκνύ θαη γίλεηαη κε αγαζό γηα X 1 . 

Γηα X 1  νη ηζνζηαζκηθέο έρνπλ ηελ ζπλεζηζκέλε αξλεηηθή θιίζε, 

ελώ γηα X 1  έρνπλ ζεηηθή θιίζε, θαη αλ απμεζεί ε κία θαηαλάισζε 

πξέπεη λα απμεζεί θαη ε άιιε γηα αληηζηάζκηζε. Δίλαη όκσο θαλνληθή σο πξνο ηελ θπξηόηεηα, θαη 

είλαη νηνλεί θνίιε κε ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο. Γειαδή, ππάξρεη πξνηίκεζε γηα ελδηάκεζνπο 

ζπλδπαζκνύο θαηαλάισζεο παξά γηα αθξαίνπο. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη παίξλεη θαη αξλεηηθέο 

ηηκέο, κε κεδεληθή ηζνζηαζκηθή ηελ παξαβνιή. 

     2 2U (X 1) Y 0 Y (X 1)         

Παξαηήξεζε. Μηα ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ζα είλαη κε θαλνληθή σο πξνο ηελ θπξηόηεηα,  

δειαδή κε ηηο θάησ ζηαζκηθέο θπξηέο αληί ησλ πάλσ, όηαλ δύν αγαζά είλαη αζύκβαηα θαη δελ 

ζπλδπάδνληαη. απηή ηελ πεξίπησζε ππάξρεη πξνηίκεζε γηα αθξαίνπο ζπλδπαζκνύο, παξά γηα 

ελδηάκεζνπο, δειαδή ππάξρεη πξνηίκεζε γηα θαηαλάισζε κόλν ηνπ ελόο ή κόλν ηνπ άιινπ. αλ 

ζπλέπεηα ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο ζα έρεη ρακειόηεξεο ηηκέο ζηνπο ελδηάκεζνπο ζπλδπαζκνύο, 

δειαδή ζα έρεη ηηο θάησ ζηαζκηθέο θπξηέο, θαη ζα είλαη νηνλεί θπξηή αληί λα είλαη νηνλεί θνίιε. 

 
 

Υ  Υ  Υ  Υ  

Χ  Χ  Χ  Χ  
0y  

U 0   

Y  

1 

U  

X  
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13. Λνγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Stone-Geary 
Έλαο εξγαδόκελνο εξγάδεηαη L  ώξεο εκεξεζίσο, θαη έρεη δηαζέζηκν γηα θαηαλάισζε πνζό C  

εκεξεζίσο, κε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο: 

U ln[(16 L)C] ln(16 L) lnC      κε 0 L 16 
L

C

U 1/(16 L) 0

U 1/ C 0

   
 

 
 

Καιείηαη ινγαξηζκηθή ρξεζηκόηεηα ηύπνπ Stone-Geary, θαη έρεη ηηο εμήο 

ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο, όπσο θαίλεηαη θαη ζην γξάθεκα: 

1. Δίλαη L θζίλνπζα (κε αγαζό), αιιά C  αύμνπζα (αγαζό), κε θακπύιεο 

αδηαθνξίαο: 

 
α

C(16 L) α C
16 L

   


, {0 C, 0 L 16}   ,α 0  

Έρνπλ ζεηηθή θιίζε θαη νξίδνπλ αληηζηάζκηζε. Η αύμεζε ηεο εξγαζίαο αληηζηαζκίδεηαη κε 

αύμεζε ηεο θαηαλάισζεο.  

2. Δίλαη νηνλεί θνίιε κε ηηο πάλσ ζηαζκηθέο θπξηέο, νπόηε ελδηάκεζνη ζπλδπαζκνί θαηαλάισζεο-

εξγαζίαο είλαη πξνηηκόηεξνη από αθξαίνπο όπνπ ε εξγαζία θαη ε θαηαλάισζε είλαη ακθόηεξα 

πνιύ κηθξά ή ακθόηεξα πνιύ κεγάια.  

3. Καζώο ε εξγαζία απμάλεη πιεζηάδνληαο αζπκπησηηθά ην πάλσ όξην L 16 , όιν θαη 

πεξηζζόηεξε θαηαλάισζε απαηηείηαη γηα λα αληηζηαζκίζεη επηπιένλ εξγαζία. Γειαδή έρεη αύμνληα 

ξπζκό ππνθαηάζηαζεο (αληηζηάζκηζεο) ηεο εξγαζίαο κε θαηαλάισζε. Κάζε επηπιένλ αύμεζε ηεο 

εξγαζίαο αληηζηαζκίδεηαη κε όιν θαη κεγαιύηεξε αύμεζε ηεο θαηαλάισζεο. 

Παξαηήξεζε. Αλ αληί ηεο εξγαζίαο L  πνπ είλαη κε αγαζό, ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ζρόιε: 

 T 16 L    

πνπ είλαη αγαζό, ηόηε ε ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο παίξλεη θαλνληθή 

κνξθή: 

U ln[TC] lnT lnC    κε C 0, 0 T 16  
L

C

U 1/ T 0

U 1/ C 0

 
 

 
 

θαη νη θακπύιεο αδηαθνξίαο έρνπλ ην θαλνληθό ζρήκα παξαπιεύξσο.  16  
T  

C  U  

α

16
 

16  
L  

U  
C  


