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IV.10  OΜΟΓΕΝΕΙΑ (B)  

ΜΕΡΙΚΕ΢ ΕΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΕ΢  

1.Μεξηθέο ειαζηηθόηεηεο  2. Πνζνζηηαία δηαθνξηθά 3.Ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο  

ΟΜΟΓΕΝΕΙΑ  

4. Οκνγελείο ζπλαξηήζεηο 5.Υαξαθηεξηζκόο νκνγελώλ 6.Ιδηόηεηεο νκνγελώλ 7.Ιζνζηαζκηθέο νκνγελώλ 

8.Οκνζεηηθέο  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 9.Ειαζηηθόηεηα ππνθαηάζηαζεο  

ΜΕΡΙΚΕ΢ ΕΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΕ΢ 

1. Μεπικέρ ελαζηικόηηηερ 
Επεθηείλνληαο ηελ ζεωξία ειαζηηθόηεηαο ζε ζπλαξηήζεηο πνιιώλ κεηαβιεηώλ, ζεωξνύκε κηα 

ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ f(x,y) , θαη νξίδνπκε ηηο μεπικέρ ελαζηικόηηηερ, ζε αληηζηνηρία κε ηηο 

κεξηθέο παξαγώγνπο, ωο εμήο: 

 x
x x

xf
ε E f

f
  , ειαζηηθόηεηα σο πξνο x ,         

y

y y

yf
ε E f

f
  , ειαζηηθόηεηα σο πξνο y  

Η εξκελεία ηνπο είλαη όπωο θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο. Π.ρ. 

 x
Δx 0

%Δf
E f lim

%Δx
  κε Δy 0    

Παπάδειγμα.  Οη ζπλαξηήζεηο C-D: α βf(x,y) cx y , έρνπλ ζηαζεξέο ειαζηηθόηεηεο:  

 
α 1 β α β 1

yx
x yα β α β

yfxf xcαx y ycβx y
E f α, E f β

f fcx y cx y

 

      . 

Δειαδή, αύμεζε κόλν ηνπ x  θαηά 1%  πξνθαιεί κεηαβνιή ζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο θαηά α% , 

νξηαθά.  Αληίζηνηρα γηα ην y . Έηζη, ζηιρ ζςναπηήζειρ C-D, οι εκθέηερ επμηνεύονηαι ωρ 

ανηίζηοισερ ελαζηικόηηηερ. 

  

2. ΢σεηικά ή ποζοζηιαία διαθοπικά.   
Οη κεξηθέο ειαζηηθόηεηεο δίλνπλ ηηο νξηαθέο πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο ζηελ ηηκή κηαο ζπλάξηεζεο 

όηαλ κεηαβάιιεηαη κόλν κία κεηαβιεηή. Όηαλ κεηαβάιινληαη πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο πνπ 

ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο κε θάπνηεο εμηζώζεηο, ηόηε ωο πξνζεγγίζεηο ηωλ ζρεηηθώλ κεηαβνιώλ 

ρξεζηκνπνηνύκε ηα ζσεηικά διαθοπικά θαζώο θαη ηα ηζνδύλακά ηνπο ποζοζηιαία διαθοπικά: 

 
Δx Δy

, ,
x y

 
 

 

dx dy
, ,

x y

 
 
 

,   
dx dy

%dx 100 , %dy 100 ,
x y

 
  

 
  

΢ε πξνεγνύκελα θεθάιαηα δηαπηζηώζακε όηη ηα δηαθνξηθά ζπλδένληαη κέζω ηωλ παξαγώγωλ. 

Αληίζηνηρα, ηα ζρεηηθά θαη ηα πνζνζηηαία δηαθνξηθά ζπλδένληαη κέζω ηωλ ειαζηηθνηήηωλ. Π.ρ. 

 Γηα ζπλαξηήζεηο μιαρ μεηαβληηήρ: y y(x) , έρνπκε: 

y y(x) %dy ε(%dx)      όπνπ: x

xy
ε E y

y


    

 Γηα ζπλαξηήζεηο δύο μεηαβληηών, έρνπκε: 

 
x yz z(x,y) %dz ε (%dx) ε (%dy)      όπνπ: 

yx
x x y y

yzxz
ε E z , ε E z

z z
     

Αληίζηνηρα γηα ζπλαξηήζεηο πεξηζζνηέξωλ κεηαβιεηώλ. 

Παπαηήπηζη. Η ίδηα ζρέζε ηζρύεη γηα ηα ζρεηηθά δηαθνξηθά  

 
x yz z(x,y) dz / z ε (dx / x) ε (dy / y)     

Απόδειξη.  Από ηνλ ηύπν ηωλ δηαθνξηθώλ, δηαηξώληαο κε z , βξίζθνπκε γηα ηα ζρεηηθά δηαθνξηθά:  

  yx
x y

yzxzdz dx dy
dz z dx z dy 

z z x z y

    
         

     
 

Πνιιαπιαζηάδνληαο κε 100 θαηαιήγνπκε ζηελ παξαπάλω ζρέζε θαη γηα ηα  πνζνζηηαία δηαθνξηθά. 
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Ωο πξνο νξηζκέλεο πξάμεηο κεηαμύ κεηαβιεηώλ, πνζνζηηαία δηαθνξηθά (θαη ηα ζρεηηθά) έρνπλ απιό 

ινγηζκό. Έηζη, όπωο δηαπηζηώζακε θαη ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, γηα δύν κεηαβιεηέο {u,v} , είηε 

αλεμάξηεηεο είηε εμαξηεκέλεο από άιιεο, έρνπκε: 

 %d(αu) %d(u), %d(uv) %du %dv, %d(u/ v) %du %dv      

Δειαδή, ζηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηα πνζνζηηαία δηαθνξηθά πξνζηίζεληαη θαη ζηελ δηαίξεζε 

αθαηξνύληαη. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη αλ πνιιαπιαζηάζνπκε κε ζηαζεξά, ην  πνζνζηηαίν 

δηαθνξηθό δελ κεηαβάιιεηαη. Αληίζηνηρα ηζρύνπλ θαη νη ππόινηπεο ηδηόηεηεο ηωλ πνζνζηηαίωλ (θαη 

ηωλ ζρεηηθώλ) δηαθνξηθώλ.  

Παπάδειγμα. Αλ ε κνλαδηαία ηηκή P  ελόο πξνηόληνο απμεζεί θαηά 2%  θαη ε πνζόηεηα δήηεζεο 

Q  κεηωζεί θαηά 3% , ηόηε γηα ην έζνδν R PQ  βξίζθνπκε ην δηαθνξηθό: 

 R PQ %dQ %dP %dQ %ΔP %ΔQ 2% 3% 1%          .  

Επνκέλωο ην έζνδν ζα ειαηηωζεί θαηά 1% , πεπίπος.  

  
Παπαηήπηζη. Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο κεηαμύ ηωλ αληίζηνηρωλ ζρεηηθώλ θαη πνζνζηηαίωλ 

κεηαβνιώλ είλαη πην πνιύπινθεο. Π.ρ. γηα ηελ ζρεηηθή κεηαβνιή γηλνκέλνπ, βξίζθνπκε: 

 
Δ(uv) Δu Δv Δu Δv

Δ(uv) [(u Δu)(v Δv) uv] vΔu uΔv ΔuΔv
uv u v u v

            

Πνιιαπιαζηάδνληαο κε 100 βξίζθνπκε ηελ αληίζηνηρε ζρέζε γηα ηηο πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο. 

Τπελζπκίδνπκε όηη για ανεξάπηηηερ μεηαβληηέρ ηα δηαθνξηθά, ηα ζρεηηθά δηαθνξηθά, θαη ηα 

πνζνζηηαία δηαθνξηθά ζπκπίπηνπλ κε ηηο κεηαβνιέο, ηηο ζρεηηθέο κεηαβνιέο θαη ηηο πνζνζηηαίεο 

κεηαβνιέο αληίζηνηρα. 

 
Παπάδειγμα. Θεωξνύκε ην εκβαδό ελόο νξζνγώληνπ ωο γηλόκελν ηνπ κήθνπο ηωλ πιεπξώλ ηνπ: 
 z xy  

Αλ ε κία πιεπξά απμεζεί θαηά %Δx 2%  θαη ε άιιε απμεζεί  θαηά %Δy 1% , ηόηε γηα ην 

εκβαδό βξίζθνπκε ην πνζνζηηαίν δηαθνξηθό: 

 %dz %d(xy) %dx %dy %Δx %Δy 2% 1% 3%        .  

θαη αληίζηνηρα ην ζρεηηθό δηαθνξηθό  0.03, πνπ είλαη θαη κηα εκηίμηζη ηεο ζρεηηθήο κεηαβνιήο. 

΢ύκθωλα κε ηελ παξαπάλω παξαηήξεζε γηα ηελ ππαγμαηική ζρεηηθή κεηαβνιή ζα πξέπεη λα 

πξνζζέζνπκε θαη ηνλ όξν:   

 (Δu/u)(Δv/v) (0.02)(0.01) 0.0002 0.02%   . 

Δειαδή ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ην εκβαδό ζα κεηαβιεζεί θαηά: %Δz 3 0.02 3.02%      

  

3. Ελαζηικόηηηα κλίμακαρ 
Γηα λα επεθηείλνπκε ηελ έλλνηα ηεο νκνγέλεηαο ζε ζπλαξηήζεηο πεξηζζνηέξωλ κεηαβιεηώλ 

παίξλνπκε ην άζξνηζκα ηωλ κεξηθώλ ειαζηηθνηήηωλ θαη νξίδνπκε ην κέγεζνο: 

      
r x yε ε ε   ,  r x yE f E f E f  , ελαζηικόηηηα κλίμακαρ  

Θεωξνύκε ηώξα ηνλ ηύπν ηνπ πνζνζηηαίνπ δηαθνξηθνύ κηαο ζπλάξηεζεο: 

 
x yf(x,y) %df ε (%dx) ε (%dy)        

θαη παξαηεξνύκε όηη αλ ηα (x,y)  κεηαβιεζνύλ θαηά ηο ίδιο ποζοζηό, βξίζθνπκε: 

 
x y r%df (ε ε )(%dr) ε (%dr)     

όπνπ  

  %dr %dx %dy   είλαη ε θνηλή πνζνζηηαία κεηαβνιή 

Δειαδή, ε ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο δίλεη ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο όηαλ 

αμθόηεπερ νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεζνύλ από ηηο αληίζηνηρεο αξρηθέο ηηκέο (x,y) θαηά 1%, νξηαθά. 

Παπάδειγμα  

1.  z αx βy  x

xα
ε ,

αx βy
 


 y

yβ
ε ,

αx βy



  

r

yβxα
ε 1

αx βy αx βy
  

 
, ζηαζεξή  
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2. Δηαπηζηώζακε παξαπάλω όηη νη ζπλαξηήζεηο C-D: α βf(x,y) cx y , έρνπλ ζηαζεξέο επηκέξνπο 

ειαζηηθόηεηεο πνπ δίλνληαη από ηηο αληίζηνηρεο δπλάκεηο. Επνκέλωο ε ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο ζα 

δίλεηαη από ην άζξνηζκα ηωλ δπλάκεωλ: 

 α β

r x υz cx y ε ε ε α β      , ζηαζεξή 

Επνκέλωο, αύμεζε αμθόηερων ησλ (x,y)  θαηά 1%  πξνθαιεί κεηαβνιή ζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

θαηά (α β)% , οριακά.  

Εηδηθόηεξα, κεδεληθή ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο έρνπλ νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο: 

  α α α α

r x υz cx y c(x / y) c(y / x) ε ε ε α α 0           

Σώξα, κεηαβνιή ηωλ κεηαβιεηώλ θαηά ην ίδην πνζνζηό, αθήλεη ακεηάβιεηε ηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

3. Γεληθά ε ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο εμαξηάηαη από ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο (x,y) : 

 z 2x y 1   x

x2
ε ,

2x y 1
 

 
 y

y
ε

2x y 1


 
r

2x y
ε

2x y 1


 

 
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ΟΜΟΓΕΝΕΙ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ 

4. Ομογενείρ ζςναπηήζειρ  
κηαο κεηαβιεηήο, θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο δπλάκεηο: 

  κf(x) cx  

Έρνπλ ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ίζε κε ηε δύλακε: ε κ , νπόηε έρνπκε θαη ηελ ζρέζε: 

 %df κ(%dx)  

Η ειαζηηθόηεηα νκνγελνύο ζπλάξηεζεο θαιείηαη θαη βαθμόρ ομογένειαρ. Εηδηθά: 

νκνγελείο βαζκνύ 1 είλαη νη γξακκηθέο νκνγελείο:cx   

νκνγελείο βαζκνύ 0  είλαη νη ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο: c  

Λέκε όηη ε νκνγελήο ζπλάξηεζε έρεη απόδοζη κλίμακαρ: 

 αύξοςζα αλ κ 1 ,  θθίνοςζα αλ κ 1 , ζηαθεπή  αλ κ 1  

Παπάδειγμα. Η 3/2y 10x  είλαη αύμνπζαο απόδνζεο θιίκαθαο. Αλ ην x  απμεζεί θαηά 1%  από 

νηαδήπνηε αξρηθή ηηκή, ην y  ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 

 %Δy %dy ε(%dx) ( 3 / 2)%     

΢ε απόιπηεο ηηκέο ε πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ y  είλαη γλήζηα κεγαιύηεξε από ηνπ x , οπιακά. 

 
Ομογενείρ ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ, θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ ζηαθεπή 

ελαζηικόηηηα κλίμακαρ, ε νπνία θαιείηαη θαη βαθμόρ ομογένειαρ. Έηζη αλ έρνπκε: 

 
r x yf(x,y) ε ε ε κ    , ζηαζεξό 

ηόηε ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη ομογενήρ βαθμού  . ΢απηή ηελ πεξίπηωζε αλ πάξνπκε ίζεο 

πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο: 

 %dr %dx %dy   

ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα κεηαβιεζεί οπιακά θαηά: 

 
r%df ε (%dr) κ(%dr)   

ανεξάπηηηα ηων απσικών (x,y) . Παξαηεξνύκε όηη ζε απόλςηερ ηιμέρ ε πνζνζηηαία κεηαβνιή 

ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, ζε ζύγθξηζε κε ηελ παξαπάλω θνηλή πνζνζηηαία κεηαβνιή ηωλ 

κεηαβιεηώλ, ζα είλαη κεγαιύηεξε αλ κ 1, κηθξόηεξε αλ κ 1, ίδηα αλ κ 1. Εθθξάδνπκε απηή 

ηελ ηδηόηεηα ιέγνληαο όηη κηα νκνγελήο ζπλάξηεζε βαζκνύ κ , έρεη απόδοζη κλίμακαρ: 

 αύξοςζα αλ κ 1 ,  θθίνοςζα αλ κ 1 , ζηαθεπή  αλ κ 1  

Αλ είλαη νκνγελήο μηδενικού βαθμού: κ 0 , ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο δελ ζα κεηαβιεζεί.  

Παπαηήπηζη. Η ειαζηηθόηεηα θιίκαθαο θαιείηαη θαη ακηινωηή 

ελαζηικόηηηα δηόηη κεηαβνιή ηωλ (x,y)  θαηά ην ίδην πνζνζηό 

αληηζηνηρεί ζε κεηαβνιή θαηά κήθνο ηεο αθηίλαο r  (θαηά ην ίδην 

απηό πνζνζηό), όπωο θαίλεηαη ζην γξάθεκα: 

 
dy dy ydx dr

y x r dx x
      

                                                           
Παπάδειγμα  

1.  f(x,y) αx βy   rε 1 , νκνγελήο βαζκνύ κ 1 . Σελ θαινύκε θαη γπαμμική ομογενή 

2. α β

rf(x,y) cx y ε α β    , Η ζπλάξηεζε C-D είλαη  νκνγελήο βαζκνύ κ α β   

  
΢ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάδνπκε ηηο ηδηόηεηεο ηωλ νκνγελώλ ζπλαξηήζεωλ γηα δηάθνξνπο βαζκνύο 

νκνγέλεηαο. Εηδηθόηεξα, ζα εμεηάζνπκε ελαιιαθηηθνύο ραξαθηεξηζκνύο ηεο ειαζηηθόηεηαο 

  

 

 

x   

y   

dy   
dx   

dr   

r   
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5. Υαπακηηπιζμόρ ομογενών 

Μηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη ομογενήρ βαθμού κ , αλ ηθαλνπνηεί νηαδήπνηε από ηηο παξαθάηω 4 

ιζοδύναμερ ζπλζήθεο:  

1. Για κάθε t 0  ικανοποιεί κf(tx,ty) t f(x,y)  

2. Είναι ηηρ μοπθήρ  κf(x,y) x H y / x  ή ιζοδύναμα:  κf(x,y) y G y / x  

3. Έσει ζηαθεπή ελαζηικόηηηα κλίμακαρ ίζη με ηο βαθμό:
r x yε ε ε κ    

4. Ικανοποιεί ηην εξίζωζη Euler βαθμού κ : 
x yxf yf κf   

Παπάδειγμα  

1. 1/2x 2y x 1 2(y / x)   , νκνγελήο βαζκνύ 1/ 2 0.5 , θζίλνπζαο απόδνζεο. 

 Ελαιιαθηηθά: 1/2tx ty t x y   , 

2.  
22 2 2x xy 2y x 1 (y / x) 2 y / x     

 
 , νκνγελήο βαζκνύ 2 , αύμνπζαο απόδνζεο. 

3. Γεληθόηεξα ε ηεηξαγωληθή (παξαβνιηθή) ζπλάξηεζε είλαη νκνγελήο 2
νπ

 βαζκνύ, κόλν αλ δελ 

ππάξρνπλ νη γξακκηθνί όξνη νύηε ε ζηαζεξά, νπόηε έρνπκε ηελ γλωζηή ηεηπαγωνική μοπθή: 

 2 2Q(x,y) αx 2βxy γy     

4.  
22 3/4 5/4 2 2 5/4x x y y x 1 (y / x) y / x     

 
, νκνγελήο βαζκνύ 2 , αύμνπζαο απόδνζεο. 

5.  
11 11 1 1

(x y) x 1 (y / x)
x y x 1 (y / x)

     
 

, νκνγελήο βαζκνύ 1 , ζηαζεξήο απόδνζεο. 

6. 3/4100x y , νκνγελήο βαζκνύ: κ 3 / 4 1 7 / 4 1.75    , αύμνπζαο απόδνζεο 

 
Εηδηθόηεξα, κηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη ομογενήρ μηδενικού βαθμού: κ 0 , αλ ηθαλνπνηεί  

νηαδήπνηε από ηηο παξαθάηω 4 ιζοδύναμερ ζπλζήθεο: 

1. Για κάθε t 0 , ικανοποιεί: f(tx,ty) f(x,y)  

2. Είναι ζςνάπηηζη μόνο ηος λόγος y / x , δηλαδή είναι ηηρ μοπθήρ: f(x,y) H(y / x)  

3. Έσει μηδενική ελαζηικόηηηα κλίμακαρ:
r x yε ε ε 0    

4. Ικανοποιεί ηην εξίζωζη Euler βαθμού 0 : 
x yxf yf 0   

Παπαηήπηζη. Η ηζνδπλακία ηωλ {1,2,3} αθνξά ηελ ηζνδπλακία ηωλ παξαθάηω πξάμεωλ: 

1. Πνιιαπιαζηαζκόο ηωλ (x,y)  κε ηνλ ίδην ζπληειεζηή t 0  

2. Μεηαβνιή ηωλ  {x,y}  θαηά κήθνο ηεο αληίζηνηρεο αθηίλαο (radius)  

3. Μεηαβνιή ηωλ {x,y}  θαηά ην ίδην πνζνζηό: Δy/y Δx / x  . 

Εηδηθόηεξα, πνιιαπιαζηαζκόο κε ζπληειεζηή  t 0  αληηζηνηρεί ζε ζρεηηθή κεηαβνιή θαηά:  

      
Δx tx x

t 1
x x


    %Δx 100(t 1)%  .  Απμάλεη αλ t 1 , ειαηηώλεηαη αλ t 1  

Μικπέρ ζρεηηθέο θαη πνζνζηηαίεο κεηαβνιέο αληηζηνηρνύλ ζε πνιιαπιαζηαζκό κε ζπληειεζηή t 1  

Παξαηεξνύκε επίζεο όηη κηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη βαζκνύ κε f(x,y) / x , ή ηζνδύλακα ε 

f(x,y) / y είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, δειαδή ζπλάξηεζε κόλν ηνπ ιόγνπ y / x  

   
Παπαηήπηζη. Οη παξαθάηω είλαη παξαδείγκαηα νκνγελώλ  ζπλαξηήζεωλ κεδεληθνύ βαζκνύ: 

2

y y x y x
, 1, ,

x x x y

 
   

 

2

2 2 2

x xy 1 (y / x)

x y 1 (y / x)

 


 
, 

2x y x
ln(2x y) lny ln ln(2 1)

y y


     , exp(x / y) ,  

 Γηα ηνλ έιεγρν ρξεζηκνπνηνύκε ζπλήζωο ηελ ηδηόηεηα 1. Π.ρ. : 

  
2 2 2 2 2 2

4/3 2/3 4/3 2/3 4/3 4/3 2/3 2/3 4/3 2/3

x xy (tx) (tx)(ty) t x t xy x xy

x y (tx) (ty) t x t y x y

   
   , είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ 

                                                                

 

Δx  
x  

Δy  t 1  
y  
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6. Ιδιόηηηερ ομογενών 
Οη παξαθάηω ηδηόηεηεο ηωλ νκνγελώλ ζπλαξηήζεωλ είλαη αληίζηνηρεο κε ηηο γλωζηέο ηδηόηεηεο ηωλ 

ζπλαξηήζεωλ δςνάμεων κηαο κεηαβιεηήο:   

1. Ο  γξακκηθόο ζπλδπαζκόο νκνγελώλ ηνπ ίδιοσ βαθμού δίλεη  νκνγελή ηνπ ίδηνπ  βαζκνύ.  

2. Πνιιαπιαζηάδνληαο νκνγελείο ν βαζκόο ηνπο πξνζηίζεηαη.   

Εηδηθά, πνιιαπιαζηάδνληαο νκνγελή κε ζηαζεξά ν βαζκόο δελ κεηαβάιιεηαη 

3. Δηαηξώληαο νκνγελείο ν βαζκόο ηνπο αθαηξείηαη.  

Εηδηθά αν διαιρέζοσμε ομογενείς ηοσ ίδιοσ βαθμού βρίζκοσμε ομογενή μηδενικού βαθμού. 

4. Υςώλνληαο νκνγελή ζπλάξηεζε ζε δύλακε, πνιιαπιαζηάδεηαη ν βαζκόο κε ηε δύλακε. 

5. Τν max/min νκνγελώλ ηνπ ίδηνπ βαζκνύ, είλαη νκνγελήο ηνπ ίδηνπ βαζκνύ.  

6. Αν μια ζσνάρηηζη είναι ομογενής βαθμού κ 0 , ηόηε oι πρώηες παράγωγοι είναι ομογενείς 

     βαθμού 1κ  . 

Απόδειξη ηεο 6. Παξαγωγίδνληαο ωο πξνο x , ηελ εμίζωζε Euler, βξίζθνπκε: 

 
x y x x x xx xy x xx xy x(xf yf ) (κf) f xf yf κf xf yf (κ 1)f           

πνπ είλαη ε εμίζωζε Euler βαζκνύ κ 1  γηα ηελ 
xf . Αληίζηνηρα βξίζθνπκε γηα ηελ yf .  

Παπάδειγμα  

1. Η αg(x,y) x  είλαη νκνγελήο βαζκνύ α , θαη ε βh(x,y) y  είλαη νκνγελήο βαζκνύ β . Σν 

γηλόκελό ηνπο είλαη νκνγελήο βαζκνύ α β : α βf(x,y) x y . 

2. Η α βf(x,y) x y  είλαη νκνγελήο βαζκνύ α β . Οη παξάγωγνη είλαη νκνγελείο βαζκνύ α β 1  :  

 α 1 β

xf αx y  ,  α β 1

yf βx y   

3. Η 2 2f 2x y    είλαη νκνγελήο βαζκνύ -2.  

Επνκέλωο ε 1/2 2 2 1/2h f (2x y )       είλαη νκνγελήο βαζκνύ 2( 1/ 2) 1     

Πξάγκαηη: 2 2 1/2 2 2 2 2 1/2 2 2 1/2h(tx,ty) (2(tx) (ty) ) (2t x t y ) t(2x y )                 

 

7. Ιζοζηαθμικέρ ομογενών 
Όζνλ αθνξά ηηο ηζνζηαζκηθέο, παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη νη νκνγελείο 

ζπλαξηήζεηο κεδεληθνύ βαζκνύ έρνπλ ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο κε ηε ζπλάξηεζε  

g(x,y) y / x c y cx    , 

δειαδή ακηίνερ, δηόηη είλαη εξαπηημένερ κε απηέο.  

΢ηε γεληθή πεξίπηωζε ηζρύεη ην παξαθάηω, ζε αληηζηνηρία κε ηηο ηδηόηεηεο ηωλ γξακκηθώλ 

νκνγελώλ ζπλαξηήζεωλ ηωλ νπνίωλ νη ηζνζηαζκηθέο είλαη παξάιιειεο επζείεο.  

Ιζοζηαθμικές ομογενών. Οη δηάθνξεο ηζνζηαζκηθέο κηαο νκνγελνύο ζπλάξηεζεο 

είλαη παράλληλες κεηαμύ ηνπο κε ηελ παξαθάησ έλλνηα: 

1. Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηα ζεκεία (x,y)  κηαο ηζνζηαζκηθήο κε  ζπληειεζηή t  ηόηε 

ηα ζεκεία (tx,ty)  πνπ πξνθύπηνπλ αλήθνπλ όια ζηελ ίδηα ηζνζηαζκηθή. 

2. Έρνπλ όιεο ηελ ίδηα θιίζε ζηα ζεκεία κηαο αθηίλαο. 

Απόδειξη.  

1. Αλ έρνπκε κηα ηζνζηαζκηθή: f(x,y) c , θαη πνιιαπιαζηάζνπκε ηα ζεκεία ηεο κε ηνλ ζπληειεζηή 

t  , ηόηε ηα λέα ζεκεία ζα ηθαλνπνηνύλ ηελ επίζεο ηζνζηαζκηθή:   

 κ κf(tx,ty) t f(x,y) t c    

2. Η θιίζε ηζνύηαη κε ηνλ ξπζκό ππνθαηάζηαζεο θαη δίλεηαη από ηελ πιεγκέλε  παξάγωγν: 

 x

y

fdy
f(x,y) c

dx f
      

Αλ ε f(x,y)   είλαη νκνγελήο βαζκνύ κ , ηόηε νη κεξηθέο παξάγωγνη ζα είλαη νκνγελείο ηνπ ίδηνπ 

βαζκνύ κ 1  θαη επνκέλωο ν ιόγνο ηνπο ζα είλαη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, δειαδή ζα 

εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν y / x , θαη επνκέλωο ζα είλαη ζηαζεξόο θαηά κήθνο κηαο αθηίλαο. 

 

y  

x  

x  

y  
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Παπαηήπηζη. ΢ύκθωλα κε ηελ παξαπάλω ηδηόηεηα 2 ηωλ ηζνζηαζκηθώλ, ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο 

πνπ νξίδεη κηα νκνγελήο ζπλάξηεζε εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν ησλ κεηαβιεηώλ: 

 
dy y

f(x,y) c h
dx x

 
    

 
  

Παπάδειγμα. Η α βf(x,y) x y  είλαη νκνγελήο βαζκνύ α β . Οη κεξηθέο παξάγωγνη είλαη νκνγελείο 

βαζκνύ α β 1  , θαη ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο είλαη πξάγκαηη νκνγελήο κεδεληθνύ βαζκνύ, 

δειαδή εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν y / x : 

 
α 1 β

x

α β 1
y

fdy αx y αy dy yα

dx f βx dx β xβx y





 
          

 
 

Έηζη,  ζηιρ ζςναπηήζειρ C-D, η ικανόηηηα ςποκαηάζηαζηρ είναι ανηιζηπόθωρ ανάλογη ηων 

απσικών μεγεθών. Όζο αςξάνει η ζςμμεηοσή ενόρ ζςνηελεζηή  ηόζο μικπαίνει η πεπαιηέπω 

ικανόηηηά ηος να ςποκαθιζηά ηον άλλο. Ειδικά, καθώρ ηο x  μεγαλώνει, ηο dy / dx  μικπαίνει 

καηά ηο ίδιο ποζοζηό. 

 

8. Ομοθεηικέρ  
θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο h  πνπ είλαη κεηαζρεκαηηζκνί νκνγελώλ f : 

 h(x,y) H(f(x,y))  

Οη ηζνζηαζκηθέο ηνπο είλαη ίδηεο κε απηέο ηωλ αληίζηνηρωλ νκνγελώλ νπόηε ηζρύνπλ θαη όιεο νη 

παξαπάλω ηδηόηεηεο πνπ αθνξνύλ ηζνζηαζκηθέο νκνγελώλ.    

Παπάδειγμα. Οη παξαθάηω ζπλαξηήζεηο h(x,y)  είλαη νκνζεηηθέο ρωξίο λα είλαη νκνγελείο.  

1. 2 2f 2x y h f 1 2x y 1, h f f (2x y) (2x y)                

2. f x yf x y h lnf ln(x y), h e f e x y            

3. 2f xy h 1 xy, h xy lnxy, h xy 2(xy)                                                                                     
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

9. Ελαζηικόηηηα ςποκαηάζηαζηρ 
Δηαπηζηώζακε όηη αλ κηα ζπλάξηεζε f(x,y)  είλαη νκνγελήο, ηόηε ν ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο dy / dx  

εμαξηάηαη κόλν από ηνλ ιόγν y / x , ανεξάπηηηα ηηρ ιζοζηαθμικήρ: 

  f(x,y) c x

y

f (x,y)dy y
h

dx f (x,y) x

 
     

 
 

Επνκέλωο κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηελ ειαζηηθόηεηά ηνπ dy / dx  ωο πξνο 

y / x  αλεμάξηεηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο ηζνζηαζκηθήο: 

 
y/x

(y / x)h (y / x)
(dy / dx)

h(y / x)


   

Μεηξάεη πωο εμαξηάηαη ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο από ηελ θιίζε ηεο αθηίλαο θαζώο 

κεηαθηλνύκαζηε ζε κηα νηαδήπνηε ηζνζηαζκηθή.   

Ελαζηικόηηηα ςποκαηάζηαζηρ θαιείηαη ην αλάζηξνθν ηνπ παξαπάλω,  δειαδή κεηξάεη ηελ 

ελαζηικόηηηα ηος y / x  ωρ ππορ dy / dx : 

 
dy/dx y/x(y / x) 1/ (dy / dx)      

Μεηξάεη πωο εμαξηάηαη ε θιίζε ηεο αθηίλαο y / x  από ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο dy / dx  θαζώο 

κεηαθηλνύκαζηε ζε κηα ηζνζηαζκηθή.  Μπνξεί λα νξηζηεί γηα νηαδήπνηε ζπλάξηεζε επηιέγνληαο κηα 

ηζνζηαζκηθή, αιιά γηα νκνγελείο ζπλαξηήζεηο είλαη αλεμάξηεηε ηεο ηζνζηαζκηθήο. 

΢ηαθεπήρ Ελαζηικόηηηαρ Τποκαηάζηαζηρ (CES: Constant Elasticity of Substitution) θαινύληαη 

νη νκνγελείο ζπλαξηήζεηο κε ζηαζεξή ηελ παξαπάλω ειαζηηθόηεηα, νπόηε ζα έρνπκε δύλακε: 

 

s

x

y

f (x,y)dy y y
h c

dx f (x,y) x x

   
      

   
 , όπνπ: 1/ s    είλαη ε ζηαζεξή ειαζηηθόηεηα ππνθαηάζηαζεο. 

Παπαηήπηζη. Οη νκνζεηηθέο πνπ είλαη κεηαζρεκαηηζκνί ζπλαξηήζεωλ CES, έρνπλ ηηο ίδηεο 

ηζνζηαζκηθέο θαη επνκέλωο έρνπλ ηελ παξαπάλω ηδηόηεηα.  

Παπάδειγμα. Οη παξαθάηω νκνγελείο ζπλαξηήζεηο είλαη CES  

1. C-D: α βf(x,y) cx y  
dy yα

dx β x

 
    

 
 , 

y/xE (dy / dx) 1   
y/x1/ (dy / dx) 1/ 1 1      

Η ινγαξηζκηθή C-D: α βg(x,y) ln(x y ) αlnx βlny   , ζα έρεη επίζεο 1  , ωο νκνζεηηθή ηεο. 

2. CES: ρ ρf(x,y) αx βy 

1 ρρ 1

ρ 1

dy yαρx α

dx β xβρy





 
    

 
, 

y/xE (dy / dx) 1 ρ    
1

1
  

 
,    

3. Γηα ρ 1 , ν παξαπάλω ηύπνο καο δίλεη άπεηξε ειαζηηθόηεηα. Πξάγκαηη απηέο είλαη νη γπαμμικέρ 

νκνγελείο ζπλαξηήζεηο f(x,y) x y   , θαη έρνπλ άπειπη ελαζηικόηηηα ςποκαηάζηαζηρ, δηόηη ν 

ξπζκόο ππνθαηάζηαζεο dy / dx  παξακέλεη ζηαζεξόο θαζώο ν ιόγνο y / x  κεηαβάιιεηαη, νπόηε:  

 
y/xE (dy / dx) 0 σ 1/ 0     

4. Οη ζπλαξηήζεηο Leontief max/ min{αx,βy}  έρνπλ μηδενική ελαζηικόηηηα ςποκαηάζηαζηρ, 

δηόηη όπωο δηαπηζηώλνπκε γξαθηθά, ν ιόγνο y / x  παξακέλεη ζηαζεξόο ζηελ γωλία θαζώο ν ξπζκόο 

ππνθαηάζηαζεο dy / dx  κεηαβάιιεηαη 

 
dy/dx (y / x) 0     

Παπάδειγμα. Η 2f(x,y) x xy   είλαη νκνγελήο βαζκνύ 2, αιιά δελ είλαη CES: 

 x

y/x

y

y y y2
fdy 2x y y (y / x)h (y / x) x x 1x2 (dy / dx)

y ydx f x x h(y / x) 2(y / x) 1
2 2

x x

 
     

            
   

 

Η παξαγώγηζε γίλεηαη ωο πξνο y / x . Η ειαζηηθόηεηα ππνθαηάζηαζεο είλαη ην αλάζηξνθν ηνπ 

παξαπάλω.                                                                                                                                            

y  

x  


