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IV.11 ΣΔΧΝΙΚΔ΢ ΟΛΟΚΛΗΡΩ΢Η΢  (A) 

ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΣΔΧΝΙΚΔ΢ 

1.Οινθιήξσζε κε αιιαγή κεηαβιεηήο ή κε αληηθαηάζηαζε 2.Οινθιήξσζε θαηά κέξε  

ΔΙΓΙΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΣΑ 

3.Οινθιεξώκαηα ξεηώλ 4.Οινθιεξώκαηα ηξηγσλνκεηξηθώλ 5.Αληίζηξνθεο ηξηγσλνκεηξηθέο  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

6. Κξηηήξην ζύγθξηζεο 7. Αξηζκεηηθή νινθιήξσζε.  

 

ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΣΔΥΝΙΚΔ΢ 

΢ε πξνεγνύκελν θεθάιαην παξνπζηάζακε ην νξηζκέλν θαη ην αόξηζην νινθιήξωκα θαη ηελ ζρέζε 

ηνπο κε ηελ παξάγνπζα, σο εμήο: 

Θεκειηώδεο ζεώξεκα: Αλ ε ζπλάξηεζε f(x)  είλαη ζπλερήο ζε θάπνην δηάζηεκα, ηόηε ηζρύνπλ ηα 

παξαθάηω ηζνδύλακα κεηαμύ ηνπο: 

Ι.  
β

α
F (x) f(x) f(x)dx F(β) F(α)      δειαδή: 

β

α
F (x)dx F(β) F(α)   , γηα  {α,β}  ζην δηάζηεκα 

ΙΙ. F (x) f(x) f(x)dx F(x) c     , δειαδή: F (x)dx F(x) c   , όπνπ c : απζαίξεηε ζηαζεξά 

Γειαδή, ην αόξηζην νινθιήξωκα είλαη κηα παξάζηαζε ηεο παξάγνπζαο. Από ην παξαπάλσ 

πξνέθπςε θαη ν πίλαθαο ησλ παξαθάησ βαζηθώλ νινθιεξσκάησλ, ρσξίο ηηο ζηαζεξέο: 

 α) α α 11
x dx x

α 1


           α α 11

f (x)f (x)dx f (x)
α 1

 
   γηα  α 1   

 β) 
1

dx ln x
x

                   
f (x)

dx ln f(x)
f(x)


  

 γ) x xe dx e                  f (x) f (x)f (x)e dx e    

 δ) cos xdx sin x             f (x)cos f(x)dx sin f(x)   

 ε) sin xdx cos x           f (x)sin f(x)dx cos f(x)    

Αλαθέξακε θαη ηελ γξακκηθόηεηα πνπ ηζρύεη γηα ηα νξηζκέλα θαη γηα ηα αόξηζηα νινθιεξώκαηα: 
β β β

α α α
[λf(x) μg(x)]dx λ f(x) μ g(x)]dx     ,    [λf(x) μg(x)]dx λ f(x)dx μ g(x)dx      

Σα νινθιεξώκαηα πεξηζζόηεξν ζύλζεησλ ζπλαξηήζεσλ ππνινγίδνληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηερληθέο, 

νξηζκέλεο ησλ νπνίσλ ζα αλαπηύμνπκε ζηε ζπλέρεηα. Ο ζηόρνο θάζε θνξά είλαη λα θαηαιήμνπκε 

ζέλα γλσζηό νινθιήξσκα, δειαδή ζε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο γλσξίδνπκε ηελ παξάγνπζα. 

1. Οινθιήξωζε κε αιιαγή κεηαβιεηήο (κε αληηθαηάζηαζε) 
΢ε αληίζεζε κε ηελ δηαδηθαζία παξαγώγηζεο δελ ππάξρνπλ απινί θαλόλεο νινθιήξσζεο, παξόηη 

θάζε θαλόλαο παξαγώγηζεο κπνξεί λα αληηζηξαθεί ζε θαλόλα νινθιήξσζεο. Η βαζηθή ηερληθή  

πξνθύπηεη από ηνλ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο, σο εμήο. Θεσξνύκε έλα αόξηζην νινθιήξσκα 

    f(x)dx F(x)  

Αλ θάλνπκε αιιαγή κεηαβιεηήο, αληηθαζηζηώληαο ηππηθά θαη ην x  θαη ην dx : 

 {x x(z), dx x (z)dz}   

ζα βξνύκε έλα λέν νινθιήξσκα σο πξνο z . Πξνθύπηεη από ηνλ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο όηη 

αλ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην ηειεπηαίν ηόηε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε θαη ην αξρηθό, σο 

εμήο: 

 f(x)dx f(x(z))x (z)dz h(z)dz H(z) H(z(x)) F(x)            

 όπνπ: x x(z) z z(x)   , αληηζηξνθή  

Απόδεημε. Αξθεί λα δείμνπκε: F(x) f(x)   

 F (x) H (z(x)) H (z)z (x) h(z)z (x) [f(x)x (z)]z (x) f(x)             δηόηη: z (x) 1/ x (z)    
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Η παξαπάλσ δηαδηθαζία αληηθαηάζηαζεο:  

f(x)dx h(z)dz  

θαιείηαη νινθιήξσζε κε αληηθαηάζηαζε ή κε αιιαγή κεηαβιεηήο. Απνηειεί ηελ πην γεληθή 

ηερληθή νινθιήξσζεο, θαη νξίδεηαη θαηαξρήλ είηε ζηε κνξθή x x(z)  είηε αληίζηξνθα z z(x) . 

Αλ πξόθεηηαη γηα νξηζκέλν νινθιήξωκα, ηόηε κπνξνύκε είηε λα ην ππνινγίζνπκε αθνύ βξνύκε 

πξώηα ην αόξηζην, δειαδή ηελ παξάγνπζα, όπσο παξαπάλσ, είηε λα ππνινγίζνπκε απεπζείαο ην 

λέν νξηζκέλν πνπ πξνέθπςε κε ηελ αιιαγή κεηαβιεηήο, αληηθαζηζηώληαο  θαη ηα όξηα {α,β}  ηνπ x  

κε ηα αληίζηνηρα όξηα {γ,δ}  ηνπ z : 
β δ

α γ
f(x)dx h(z)dz  , όπνπ: γ z(α), δ z(β)   

Παξαηήξεζε. Γηα επαιήζεπζε αξθεί λα ειέγμνπκε όηη ην ηειηθό πνπ βξήθακε είλαη πξάγκαηη ε 

παξάγνπζά, δειαδή όηη ε παξάγσγνο ηνπ ηειηθνύ ζα δώζεη ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε.  

 
Παξάδεηγκα. Θα ππνινγίζνπκε ηα παξαθάησ νινθιεξώκαηα, δίλνληαο θαη ηα γξαθήκαηα: 

1. 2x 1dx  

Λύζε 1. Με ηνπο ηύπνπο:  

 1/ 2 1/ 2 3 / 2 3 / 21 1 2 1
(2x 1) dx (2x 1) 2dx [ (2x 1) ] (2x 1)

2 2 3 3
         

Λύζε 2. Με αληηθαηάζηαζε:  z 2x 1 x z / 2 1/ 2, x (z) 1/ 2         

 1/2 1/2 3/2 3/21 1 1 1
(2x 1) dx z dz z (2x 1)

2 2 3 / 2 3
       

Δπαιήζεπζε: 3/2 1/2 1/21 1 3
(2x 1) (2x 1) 2 (2x 1)

3 3 2

 
     

 
 

2. 
4

0
2x 1dx . Μπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αόξηζην πνπ βξήθακε παξαπάλσ: 

      
4

3/2 4 3/2 3/2

0
0

1 1 1 26
2x 1dx (2x 1) 9 1

3 3 3 3
       

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε καδί κε ηελ παξαπάλσ αιιαγή κεηαβιεηήο λα αιιάμνπκε θαη ηα όξηα: 

 
4 9

1/2 3/2 9 3/2 3/2

1
x 0 z 1

1 2 1 26
2x 1dx z dz z [9 1 ]

2 3 3 3 
       ,  όπνπ: z 2x 1 {z(0) 1, z(4) 9}      

3. 
x

dx
x 1

   κε  αληηθαηάζηαζε: z x 1 {x 1 z, dx dz}        

1/2 1/2x z 1 1
dx dz z dz z dz z dz

x 1 z z

  
     

  
      

           

3/2 1/2 3/2 1/2

1/2 1/2

1 1 2
z z (x 1) 2(x 1)

3 / 2 1/ 2 3

2 2
(x 1) [(x 1) 3] (x 1) (x 2)

3 3

     

      

 

Δπαιήζεπζε: 3/2 1/2 1/2 1/22 2 3 1
(x 1) 2(x 1) (x 1) 2 (x 1)

3 3 2 2


 

       
 

 

                                                                1/2 1/2(x 1) (x 1)     

                                                                1/2 x
(x 1) [(x 1) 1]

x 1

    


 

4. 
0

1/2 0

1
1

x 2 2 4
dx (x 1) (x 2) ( 2) 0

3 3 3x 1



       


 ,  γεληθεπκέλν νινθιήξσκα, ζπγθιίλεη       

 1/2(2x 1)   

1/ 2   

 

3/2(2x 1) / 3   

1/ 2   

 
x / x 1   

1   

 

1   2   

4 / 3   

1/22(x 1) (x 2)    
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2. Οινθιήξωζε θαηά κέξε (θαηά παξάγνληεο)  
Η επόκελε ηερληθή νινθιήξσζεο βαζίδεηαη ζηνλ θαλόλα παξαγώγηζεο γηλνκέλνπ:  

     (fg) f g fg f g (fg) fg           

Οινθιεξώλνληαο ακθόηεξα ηα κέξε βξίζθνπκε ηνλ παξαθάησ θαλόλα νινθιήξωζεο θαηά κέξε, 

γηα ην αόξηζην θαη ην νξηζκέλν νινθιήξσκα αληίζηνηρα:  

f (x)g(x)dx f(x)g(x) f(x)g (x)dx    ,   
β β

β

α
α α

f (x)g(x)dx f(x)g(x) f(x)g (x)dx     

Γηα λα ην εθαξκόζνπκε εθθξάδνπκε πξώηα ηελ πξνο νινθιήξσζε ζπλάξηεζε σο γηλόκελν δύν 

ζπλαξηήζεσλ, ζηε κνξθή:  

f (x)g(x)    

΢ηε ζπλέρεηα, νινθιεξώλνληαο ηελ f (x)  θαη παξαγσγίδνληαο ηελ g(x) , βξίζθνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο 

 {f (x) f(x)}, {g(x) g (x)}    

Σέινο, αληηθαζηζηώληαο ζηελ παξαπάλσ ζρέζε: 

  νινθιεξώλνπκε ηελ λέα ζπλάξηεζε f(x)g (x)  αληί ηεο αξρηθήο: f (x)g(x) .  

Η βαζηθή ηδέα είλαη όηη ε παξαγώγηζε ηεο g(x)  ζα δώζεη απινύζηεξε ζπλάξηεζε, ελώ ε 

νινθιήξσζε ηεο f (x)  δελ ζα δώζεη πην πεξίπινθε ζπλάξηεζε.   

Παξαηήξεζε. Υξεζηκνπνηείηαη ζηα νινθιεξώκαηα ηεο κνξθήο: 

  n αxx e dx , nx lnxdx , ncos(αx)x dx , nsin(αx)x dx ,    

   κε:  x nf (x) {e , x , sinx, cosx}  , ng(x) {x ,lnx}  

  
Παξάδεηγκα. Θα ππνινγίζνπκε ηα παξαθάησ νινθιεξώκαηα, δίλνληαο θαη ηα γξαθήκαηα: 

1.   x xxe dx e xdx     κε x x{f e ,g x} {f e ,g 1}         

                     x x x x xe x ( e )1dx xe e c (x 1)e c                 

 ΢ην γξάθεκα ηεο παξάγνπζαο πήξακε c 1  

2. x x

0 0
xe dx e xdx

 
     κε  x x{f e ,g x} {f e ,g 1}          

                     x x x x

0 0 0
0

e x ( e )1dx e x e (0 0) (0 1) 1


                   

Γεληθεπκέλν νινθιήξσκα πνπ ζπγθιίλεη. Υξεζηκνπνηήζακε θαη ην παξαθάησ 

όξην πνπ ππνινγίδεηαη κε ηνλ θαλόλα l’Hopital: 

        xxe 0   όηαλ x  , ππεξηζρύεη ην κεδεληθό ηνπ εθζεηηθνύ. 

3. 2 x x 2x e dx e x dx    κε  x 2 x{f e ,g x } {f e ,g 2x}         

              

x 2 x 2 x x

2 x x 2 x

e x ( e )2xdx x e 2 e xdx

x e 2[ (x 1)e ] c (x 2x 2)e c

   

  

      

          

   

Δθαξκόζακε νινθιήξσζε θαηά κέξε δύν θνξέο, ρξεζηκνπνηώληαο θαη ην απνηέιεζκα ζηελ 1. 

4.  ln xdx 1 ln xdx     κε  {f 1, g lnx} {f x,g 1/ x}       

 
1

ln xdx xlnx x dx x ln x x c
x

       

5.  
1 1

0 0
ln xdx 1 ln xdx    κε  {f 1, g lnx} {f x,g 1/ x}       

     
1 1

1

0
0 0

1
ln xdx xlnx x dx 0ln0 (1 0) 0 1 1

x
            

Γεληθεπκέλν νινθιήξσκα πνπ ζπγθιίλεη. Τπνινγίζακε θαη ην    παξαθάησ 

όξην κε ηνλ θαλόλα l’Hopital: 

        xlnx 0  όηαλ x 0 , ππεξηζρύεη ην κεδεληθό ηεο δύλακεο. 

 

 

 

lnx   
1  

xxe   

1

 x(1 x)e 1     

1  

e   

1   

x lnx x   

1  
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ΔΙΓΙΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΣΑ 
  

3.Οινθιεξώκαηα ξεηώλ.  
Γηα ην νινθιήξσκα ξεηήο ζπλάξηεζεο κε παξαλνκαζηή πνιπώλπκν 

πξώηνπ βαζκνύ, κπνξνύκε είηε λα εθηειέζνπκε πξώηα ηε δηαίξεζε ησλ 

πνιπώλπκσλ, είηε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε αληηθαηάζηαζε. 

Παξάδεηγκα. Θα ππνινγίζνπκε ην παξαθάησ νινθιήξσκα, δίλνληαο θαη 

ην γξάθεκα ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο θαζώο θαη κηαο παξάγνπζαο: 

1.
x

dx
x 1 , κε δηαίξεζε: 

x x 1 1 1
1

x 1 x 1 x 1

 
  

  
  

   
x dx

dx 1dx x ln x 1 c
x 1 x 1

      
     

2. 
0

1

x
dx

x 1  , κε αληηθαηάζηαζε:  

 w x 1 x w 1     , x : { 1, 0} w : {0,1}   

      
0 1 1 1

1 1

0 0
1 0 0 0

x w 1 1
dx dw 1dw dw w ln w 1 [0 ( )]

x 1 w w


          

    , δελ ζπγθιίλεη 

4.Οινθιεξώκαηα ηξηγωλνκεηξηθώλ.  
Πνιιά νινθιεξώκαηα ζπλαξηήζεσλ πνπ απνηεινύληαη από γηλόκελα ηξηγσλνκεηξηθώλ, 

απινπνηνύληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο. Έηζη, αξρίδνληαο κε ηνπο ηύπνπο 

 
sin(α β) sin(α)cos(β) cos(α)sin(β)

cos(α β) cos(α)cos(β) sin(α)sin(β)

  

 
 

θαη πξνζζέηνληαο ή αθαηξώληαο θαηά κέξε, βξίζθνπκε ηηο παξαθάησ ηαπηόηεηεο: 
2sin(A)cos(B) sin(A B) sin(A B)    ,  

2cos(A)cos(B) cos(A B) cos(A B)     

2sinAsinB cos(A B) cos(A B)     

Παξάδεηγκα. sin2x cos xdx   
1 1 1 1

sin2x cos x sin(2x x) sin(2x x) sinx sin3x
2 2 2 2

        

Δπνκέλσο ην νινθιήξσκα είλαη: 

 
1 1 1 1

sin2xcos xdx sin xdx sin3xdx cos x cos3x
2 2 2 6

        

 

5.Αληίζηξνθεο ηξηγωλνκεηξηθέο.  
Από ηηο παξαγώγνπο ησλ αληίζηξνθσλ ηξηγσλνκεηξηθώλ ζπλαξηήζεσλ πνπ εμεηάζακε ζην 

θεθάιαην Ι.2, βξίζθνπκε ηα παξαθάησ ρξήζηκα νινθιεξώκαηα: 

2

1
dx arcsin x

1 x



           

2

f (x)
dx αrc sin f(x)

1 f (x)





   

2

1
dx αrctαnx

1 x


          
2

f (x)
dx αrctαnf(x)

1 f (x)




  

Παξάδεηγκα. 

1. 
2 2 2

1 1 1 2 1/ 2 1 x
dx dx dx αrctαn c

4 4 2 24 x 1 (x / 2) 1 (x / 2)
   

  
   , 

Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα θάλνπκε ηελ αιιαγή κεηαβιεηήο:  

  x 2z dx 2dz    

2. 
2

1 1 x 1 π π π
dx αrctαn

2 2 2 2 2 24 x





   
      

   
     

π / 2  

π / 2  
arctanx / 2  

x

x 1
 

1  

1 

x ln x 1   

1  

1/ 4  

21/ (4 x )  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

6. Κξηηήξην ζύγθξηζεο.  
΢ην θεθάιαην Ι.1 νξίζακε ηα γεληθεπκέλα νινθιεξώκαηα γηα κε θξαγκέλεο ζπλαξηήζεηο ή/θαη ζε 

κε θξαγκέλα δηαζηήκαηα. Όηαλ δελ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε έλα γεληθεπκέλν νινθιήξσκα 

ζπρλά κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ζύγθιηζεο ζπγθξίλνληαο κε θάπνην γλσζηό, σο 

εμήο: 

Κριτήριο σύγκρισης. Θεωξνύκε δύν ζεηηθέο ζπλαξηήζεηο κε 0 f(x) g(x)  .  

 Aλ ην γεληθεπκέλν νινθιήξωκα ηεο g(x)  ζπγθιίλεη, ζα ζπγθιίλεη θαη απηό ηεο f(x) . 

 Αλ ην γεληθεπκέλν νινθιήξωκα ηεο f(x)  δελ ζπγθιίλεη ηόηε δελ ζα ζπγθιίλεη νύηε απηό ηεο g(x) . 

Η ζύγθξηζε αθνξά ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ ζπλαξηήζεσλ ζην όξην. Γειαδή, αληί λα ζπγθξίλνπκε ηηο 

ζπλαξηήζεηο ζε νιόθιεξν ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο κπνξνύκε λα ηηο ζπγθξίλνπκε κόλν ζην όξην, 

σο εμήο: 

Κριτήριο οριακής σύγκρισης. Θεωξνύκε ηα γεληθεπκέλα νινθιεξώκαηα δύν ζεηηθώλ ζπλαξηήζεωλ, 

θαη ππνινγίδνπκε ην όξην 

      
f(x)

lim c
g(x)

   όηαλ 
 

x
α  α


 



 για μη θραγμένο διάζηημα

για μη θραγμένες ζσναρηήζεις ζηο 
 

Δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

1. 0 c f(x) ~ g(x)   : ηα γεληθεπκέλα νινθιεξώκαηα ηωλ δύν ζπλαξηήζεωλ έρνπλ ηηο ίδηεο 

ηδηόηεηεο ζύγθιηζεο. 

2. c 0 f(x) g(x)  : αλ ζπγθιίλεη ηεο (κεγαιύηεξεο) g   ηόηε ζα ζπγθιίλεη θαη ηεο f  ή ηζνδύλακα 

αλ δελ ζπγθιίλεη ηεο  (κηθξόηεξεο) f  ηόηε δελ ζα ζπγθιίλεη νύηε ηεο g  

3. c   f(x) g(x) : αλ ζπγθιίλεη ηεο (κεγαιύηεξεο) f  ηόηε ζα ζπγθιίλεη θαη ηεο g  ή ηζνδύλακα αλ 

δελ ζπγθιίλεη ηεο (κηθξόηεξεο) g  δελ ζα ζπγθιίλεη νύηε ηεο f . 

Παξαηήξεζε. Σα ίδηα θξηηήξηα ηζρύνπλ θαη γηα κε ζεηηθέο ζπλαξηήζεηο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

απόιπηε ηηκή ηνπο. 

 
Παξάδεηγκα  

1. 
2x

0
e dx




   ζπγθιίλεη δηόηη  γηα   x 1  έρνπκε: 2 2x x exp( x ) exp( x)       

2. α rx

0
x e dx




  ζπγθιίλεη γηα {r 0,α 0}  ,  

δηόηη: 
rx/2 rx/2

α rx α

f e e

g x e x




    όηαλ x   , όπνπ ε κεγαιύηεξε rx/2f e  ζπγθιίλεη.  

Γηα αθέξαηεο δπλάκεηο: α n 1, 2, 3,...   κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην νινθιήξσκα εθαξκόδνληαο 

επαλεηιεκκέλα νινθιήξσζε θαηά κέξε, όπσο είδακε ζε πξνεγνύκελν παξάδεηγκα.  
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7. Αξηζκεηηθή νινθιήξωζε.   
Αλ γλσξίδνπκε ηελ παξάγνπζα κηαο ζπλάξηεζεο ηόηε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηα εκβαδά πνπ 

δίλνληαη από ηα αληίζηνηρα νξηζκέλα νινθιεξώκαηα. ΢ε θάζε πεξίπησζε κπνξνύκε λα 

εθηηκήζνπκε αξηζκεηηθά έλα νξηζκέλν νινθιήξσκα, δειαδή λα βξνύκε πξνζεγγηζηηθά ην 

αληίζηνηρν εκβαδό E , σο εμήο:   

Γηακεξίδνπκε ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο [α,β] , ζε n  ίζα ππνδηαζηήκαηα, κε ζεκεία: 

 
0 1 n 1 nα x x x x β


       

Τπνζέηνληαο γηα επθνιία ηε ζπλάξηεζε αύμνπζα, ηόηε όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα, ην  

εκβαδό 
iΔΕ  θάησ από ηελ θακπύιε ζην δηάζηεκα 

i 1 i[x ,x ]


 ζα έρεη θάησ θαη πάλσ θξάγκα, σο εμήο: 

 
i 1 i i i i i 1 i if Δx ΔE fΔx f h ΔE fh
 

      ,όπνπ: 
i if f(x ) ,  h (β α) / n   

To ζπλνιηθό εκβαδόλ E  πξνθύπηεη αζξνίδνληαο ηα επηκέξνπο εκβαδά, θαη ζα βξίζθεηαη κεηαμύ 

ησλ θξαγκάησλ: 

0 n 1 1 n 1 n

ES S

f h ... f h ΔE ... ΔE f h ... f h


         

Σα {S,S}  θαινύληαη  θάηω θαη πάλω άζξνηζκα Riemann αληίζηνηρα.  

Κανόνας Τραπεζίοσ. Ωο εθηίκεζε ηνπ νινθιεξώκαηνο παίξλνπκε ην ελδηάκεζν ηωλ δύν θξαγκάηωλ: 

0 n
1 n 1

f f1
E (S S) f f h

2 2 2


 
     

 
 

νπόηε ην κέγηζην δπλαηό ζθάικα είλαη ην κηζό ηεο δηαθνξάο, ηνπ θάηω από ην πάλω θξάγκα: 

 n 0

1 1 [f(β) f(α)](β α)
σ (S S) f f h

2 2 2n

 
      

Ο παξαπάλσ ηύπνο  πξνζεγγηζηηθνύ ππνινγηζκνύ νινθιεξώκαηνο, θαιείηαη θαλόλαο ηξαπεδίνπ, 

δηόηη ε εθηίκεζε δίλεηαη από ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ ηξαπεδίσλ πνπ ζρεκαηίδνληαη από ηηο 

ρνξδέο, όπσο ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 

     

Παξάδεηγκα.  Γηα ην νινθιήξσκα ηεο ζπλάξηεζεο 2f(x) x  ζην δηάζηεκα [0,1]  ζα ππνινγίζνπκε 

ηα αζξνίζκαηα Riemann πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηακέξηζε κε n 4 : 

    i 0

2 2

i i

x x ih i / 41
h

f x i / 164

   
  

  

1 2 3 4

0 1 2 3

1 4 9 16 1 15
S [f f f f ]h

16 16 16 16 4 32

0 1 4 9 41 7
S [f f f f ]h

16 16 16 16 32

 
          

  
 

              

 

Δπνκέλσο έρνπκε εθηίκεζε:  

     
1

2

0

S S 22
E x dx 0.344

2 64


       κε 

S S
σ 0.125

2


  , δειαδή: E 0.344 0.125   

Πξάγκαηη ε αθξηβήο ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο είλαη:   

 
1

2 3

0

11 1
E x dx x

03 3
   0.33 , κέζα ζηα παξαπάλσ όξηα: [0.319, 0.469] .                      

θαλόλαο ηξαπεδίνπ 

ix  
i 1x


 

if  

i 1f


 

θάησ άζξνηζκα: S               πάλσ άζξνηζκα: S        θαλόλαο ηξαπεδίνπ      

Αζξνίζκαηα Riemann 

 

3x  3x  
2x  

2x  
1x  

1x  0x  0x  3x  
2x  

1x  0x  
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Παξαηήξεζε. Όζνλ αθνξά ην ζθάικα ζηελ εθηίκεζε κε ηνλ θαλόλα ηνπ ηξαπεδίνπ, έρνπκε: 

 
[f(β) f(α)](β α)

σ 0
2n

 
  , όηαλ n  

Δπνκέλσο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην νινθιήξσκα κε νηαδήπνηε επηζπκεηή αθξίβεηα 

επηιέγνληαο αξθεηά ιεπηή δηακέξηζε, δειαδή αξθεηά κεγάιν n . Π.ρ. γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

ινγάξηζκν κέρξη θάπνην δεθαδηθό αξθεί λα ππνινγίζνπκε κε ηελ αληίζηνηρε αθξίβεηα ην 

νινθιήξσκα: 

 
x

1

1
ln x x dx   

Παξάδεηγκα. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ln2  κε ζθάικα ην πνιύ 0.01, αξθεί λα εθηηκήζνπκε 

αξηζκεηηθά ην νινθιήξσκα: 

 
2

1

1
dx ln2

x
  

ρξεζηκνπνηώληαο δηακέξηζε n  πνπ ζα δώζεη ζθάικα σ 1/100 .  

 
(2 1) 1/ 2 1/ 11 1 1

f(x) , α 1, β 2 σ n 25
x 2n 4n 100

  
         

 
 

Δπνκέλσο αξθεί λα πάξνπκε δηακέξηζε ηνπ δηαζηήκαηνο [1,2]  ζε n 25  ππνδηαζηήκαηα.  

 
 

 


