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III.6  ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΢Ε ΔΙΑ΢ΣΗΜΑ 

΢ΤΝΘΗΚΕ΢ 

1.Οιηθά αθξόηαηα 2.Σνπηθά αθξόηαηα 3.Αλαγθαίεο θαη Ηθαλέο ζπλζήθεο 4.΢πλζήθεο γηα αθξόηαηα 

5.Αιγόξηζκνο γηα αθξόηαηα  

ΚΤΡΣΟ΢ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΙ΢ΜΟ΢ 

6.Κπξηόο Πξνγξακκαηηζκόο  7.Αθξόηαηα κε πεξηνξηζκνύο 8.Παξάκεηξνη.  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

9.Γεπηεξν δηαθνξηθό 10.Μεγηζηνπνίεζε θέξδνπο-νθέινπο.   

 

΢ΤΝΘΗΚΕ΢ 

1. Οιηθά αθξόηαηα 
Λέκε όηη ζε θάπνην δηάζηεκα E  κηα ζπλάξηεζε f(x)  έρεη (νιηθό) αθξόηαην ζε θάπνην ζεκείν x , 

αλ έρεη είηε κέγηζηε (max) είηε ειάρηζηε (min) ηηκή ζε ζρέζε κε ηηο ηηκέο ηεο ζε νιόθιεξν ην 

δηάζηεκα.  Θα ρξεζηκνπνηνύκε ην ίδην ζύκβνιν γηα ηελ αθξόηαηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, είηε 

κέγηζηε είηε ειάρηζηε: 

f f(x )   

Παξαηεξνύκε όηη: 

 Έλα αθξόηαην κπνξεί λα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν ή ζην εζσηεξηθό ηνπ δηαζηήκαηνο, ελώ αλ ην 

δηάζηεκα δελ είλαη θξαγκέλν ηόηε κπνξεί λα βξίζθεηαη θαη ζην άπεηξν: x   , σο όξην.  

 Αλ κηα ζπλάξηεζε δελ είλαη  θξαγκέλε ηόηε ε αληίζηνηρε αθξόηαηε ηηκή ηεο ζα είλαη άπεηξε, σο 

όξην. 

 Σα πξνβιήκαηα κέγηζηνπ θαη ειάρηζηνπ είλαη ηζνδύλακα σο καζεκαηηθά πξνβιήκαηα, δηόηη ηα 

κέγηζηα κηαο ζπλάξηεζεο ζπκπίπηνπλ κε ηα ειάρηζηα ηεο αξλεηηθήο ηεο, θαη αληηζηξόθσο.  

2. Σνπηθά αθξόηαηα.  
Λέκε όηη θάπνην x  είλαη ηνπηθό αθξόηαην ηεο ζπλάξηεζεο  f(x) , κέγηζην ή ειάρηζην, αλ ε 

ζύγθξηζε αθνξά κόλν ηα x  πνπ βξίζθνληαη ζε θάπνηα γεηηνληά ηνπ x , δειαδή ζπγθξίλνπκε ηηο 

ηηκέο κόλν γηα κηθξέο κεηαβνιέο ηνπ x  από ην x . Τα νιηθά αθξόηαηα είλαη θαη ηνπηθά. Μηα 

ζπλάξηεζε κπνξεί λα έρεη πνιιέο δηαθνξεηηθέο ηνπηθά αθξόηαηεο ηηκέο, αιιά κόλν κία νιηθά 

κέγηζηε θαη κόλν κία νιηθά ειάρηζηε ζε έλα ή θαη ζε πεξηζζόηεξα από έλα ζεκεία. Έλα αθξόηαην, 

νιηθό ή ηνπηθό, ζα ην ιέκε γλήζην αλ ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη γλήζηα κεγαιύηεξε θαη γλήζηα 

κηθξόηεξε αληίζηνηρα ζε ζρέζε κε ηηο ζπγθξηλόκελεο ηηκέο.   

Παξάδεηγκα. ΢ηε ζπλάξηεζε ηνπ γξαθήκαηνο παξαπιεύξσο, έρνπκε: 

 Α: ηνπηθό κέγηζην, γλήζην, ζπλνξηαθό 

 Β: ηνπηθό θαη νιηθό ειάρηζην, γλήζην, εζσηεξηθό 

 Γ: ηνπηθό κέγηζην, γλήζην, εζσηεξηθό 

 Γ: ηνπηθά ειάρηζηα, εζσηεξηθά, όρη γλήζηα  

 Δ: ηνπηθά θαη νιηθά κέγηζηα, εζσηεξηθά, όρη γλήζηα 

 Ε: ηνπηθό ειάρηζην, γλήζην, ζπλνξηαθό 

 ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ηα ζεκεία ζην εζσηεξηθό ησλ δηαζηεκάησλ {Δ,E}  δέρνληαη θαη άιινπο 

ραξαθηεξηζκνύο.  

.  

3.Αλαγθαίεο θαη Ιθαλέο ζπλζήθεο 
To πξόβιεκα εύξεζεο ησλ νιηθώλ ή ηνπηθώλ αθξόηαησλ κηαο ζπλάξηεζεο ζε θάπνην δηάζηεκα E , 

θαιείηαη πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ζε κία κεηαβιεηή. Θα παξηζηάλεηαη ζηε κνξθή: 

 max{f(x) Ε} ,   min{f(x) E}  

γηα κέγηζην θαη ειάρηζην αληίζηνηρα. Ζ ζπλάξηεζε f(x)  είλαη ην θξηηήξην ηεο βειηηζηνπνίεζεο 

θαη θαιείηαη αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Γηα ηε ιύζε ησλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, όπσο 

θαη γηα πνιιά πξνβιήκαηα,  δηαηππώλνληαη ζπλήζσο δύν ηύπνη ζπλζεθώλ: 
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Αναγκαίερ ζςνθήκερ. Αλ έλα ζεκείν είλαη αθξόηαην ηόηε ηηο ηθαλνπνηεί. Αιιά κπνξεί λα 

ηθαλνπνηνύληαη θαη ζε κε αθξόηαηα. Γειαδή, νη αλαγθαίεο ζπλζήθεο κπνξεί λα είλαη πνιύ 

αδύλαηεο (ραιαξέο) θαη θάπνηα ζεκεία πνπ ηηο ηθαλνπνηνύλ λα κελ είλαη αθξόηαηα. Αιιά καο 

επηηξέπνπλ λα επηιέμνπκε ηα ζεκεία πνπ είλαη ππνςήθηα γηα αθξόηαηα.  

Ικανέρ ζςνθήκερ.  Αλ ηθαλνπνηνύληαη ζε θάπνην ζεκείν ηόηε ην ζεκείν απηό είλαη αθξόηαην. Αιιά 

έλα αθξόηαην κπνξεί λα κελ ηηο ηθαλνπνηεί. Γειαδή, νη ηθαλέο ζπλζήθεο κπνξεί λα είλαη πνιύ 

ηζρπξέο (ζθηρηέο) θαη θάπνηα αθξόηαηα λα κε ηηο ηθαλνπνηνύλ. Αιιά καο επηηξέπνπλ λα 

ραξαθηεξίζνπκε σο αθξόηαηα νξηζκέλα από ηα παξαπάλσ ππνςήθηα ζεκεία.  

Θα ζπλαληήζνπκε θαη θαηεγνξίεο ζπλαξηήζεσλ γηα ηηο νπνίεο έρνπκε ζπλζήθεο πνπ είλαη 

ηαπηόρξνλα ηθαλέο θαη αλαγθαίεο νπόηε έλα ζεκείν ζα είλαη αθξόηαην αλ θαη κόλν αλ ηηο 

ηθαλνπνηεί.  

4.΢πλζήθεο γηα ηνπηθά αθξόηαηα 
Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x) , νξηζκέλε ζε δηάζηεκα, θξαγκέλν ή κε θξαγκέλν.  Σα άθξα ηνπ 

δηαζηήκαηνο, αλ ππάξρνπλ, απνηεινύλ ην ζύλνξν. Θα ηα παξηζηάλνπκε κε  

{α,β}  

γηα ην αξηζηεξό θαη ην δεμηό ζύλνξν αληίζηνηρα. Βέβαηα, αλ ην δηάζηεκα δελ είλαη θξαγκέλν, ηόηε 

ην έλα ή θαη ακθόηεξα ηα ζπλνξηαθά δελ ζα ππάξρνπλ. Σα κε ζπλνξηαθά είλαη ηα εζσηεξηθά 

ζεκεία. Οη ζπλζήθεο δηαθέξνπλ αλάινγα αλ ην αθξόηαην είλαη ζπλνξηαθό ή εζσηεξηθό, δηόηη ζην 

ζπλνξηαθό ζπγθξίλνπκε κε ζεκεία κόλν από ηε κηα πιεπξά, ελώ ζην εζσηεξηθό κε ζεκεία από ηηο 

δύν πιεπξέο. Θεσξώληαο ζπλαξηήζεηο ζπλερείο θαη κε ζπλερείο παξαγώγνπο, βξίζθνπκε: 

Αναγκαίερ ζςνθήκερ για μέγιζηο (max). Έλα κέγηζην x , ζα ηθαλνπνηεί νπσζδήπνηε κάποια από ηηο 

παξαθάησ ζπλζήθεο: 

1. Σηάζηκν ζην εζσηεξηθό: f (x ) 0  , α x β   , κε f (x ) 0    

2. Αξηζηεξό ζύλνξν: x α  , κε f (α) 0   

3. Γεμηό ζύλνξν: x β  , κε f (β) 0   

Αναγκαίερ ζςνθήκερ για ελάσιζηο (min). Έλα ειάρηζην x , ζα ηθαλνπνηεί νπσζδήπνηε κάποια από 

ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο: 

1. Σηάζηκν ζην εζσηεξηθό: f (x ) 0  , α x β  , κε f (x ) 0   

2. Αξηζηεξό ζύλνξν: x α  , κε f (α) 0   

3. Γεμηό ζύλνξν: x β  , κε f (β) 0   

Οη παξαπάλσ αλαγθαίεο ζπλζήθεο αθνξνύλ ηνπηθά αθξόηαηα αιιά ηζρύνπλ θαη γηα νιηθά δηόηη έλα 

νιηθό είλαη θαη ηνπηθό. Γειαδή, αλ έλα ζεκείν είλαη αθξόηαην, είηε ηνπηθό είηε νιηθό, ηόηε ζα 

ηθαλνπνηείηαη νπσζδήπνηε θάπνηα από ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο (είλαη αλαγθαίεο), αιιά αλ 

ηθαλνπνηείηαη κηα από ηηο ζπλζήθεο απηό δελ ζεκαίλεη όηη ην ζεκείν είλαη ην αληίζηνηρν αθξόηαην 

(δελ είλαη ηθαλέο). Γίλνληαη ηθαλέο γηα ηνπηθά αθξόηαηα αλ είλαη γλήζηεο. Γειαδή: 

Αλ ε εθάζηνηε αληζόηεηα ηζρύεη γλήζηα ηόηε ην ζεκείν, είηε εζσηεξηθό είηε ζπλνξηαθό, είλαη ην 

αληίζηνηρν γλήζην ηνπηθό αθξόηαην. 

5. Αιγόξηζκνο γηα αθξόηαηα  
1. Βξίζθνπκε όια ηα ζεκεία πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο. Δίλαη ηα ππνςήθηα. 

2. Χαξαθηεξίδνπκε νξηζκέλα από ηα παξαπάλσ ζεκεία σο γλήζηα ηνπηθά αθξόηαηα ρξεζηκνπνηώληαο 

ηηο ηθαλέο ζπλζήθεο, όπνπ ηζρύνπλ. 

3. Γηα νιηθά αθξόηαηα ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ππνςήθηα ζεκεία πνπ 

βξήθακε ζην 1, παίξλνληαο ππόςε θαη ηνπο ραξαθηεξηζκνύο ζην 2. Αλ ην δηάζηεκα δελ είλαη 

θξαγκέλν ηόηε πξέπεη λα ζπγθξίλνπκε θαη κε ηηο ηηκέο ζην άπεηξν.  

Ο αιγόξηζκνο βαζίδεηαη ζην παξαθάησ βαζηθό ζεώξεκα ηεο Μαζεκαηηθήο Αλάιπζεο:  

Θεώπημα Weierstrass για ολικά ακπόηαηα. Μηα ζπλερήο ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε θξαγκέλν θιεηζηό 

δηάζηεκα: α x β  , έρεη νιηθά αθξόηαηεο ηηκέο ζε ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο.  

α  β  

β  α  
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Παξάδεηγκα. 3 2max/ min{f x x x }       

Σν δηάζηεκα είλαη κε θξαγκέλν ρσξίο ζπλνξηαθά ζεκεία.  Σα ζηάζηκα είλαη: 

    2

1 2f 3x 2x x(3x 2) 0 x 0,x 2 / 3           

΢ηα ζηάζηκα ε δεύηεξε παξάγσγνο:  f 6x 2,    καο δίλεη: 

     
1x 0 : f 2 0   γλήζην ηνπηθό ειάρηζην κε 

1f 0  

     
2x 2 / 3 : f 2 0       γλήζην ηνπηθό κέγηζην κε 

2f 4 / 27  

Σα νιηθά αθξόηαηα βξίζθνληαη ζην άπεηξν, δηόηη γηα x   ππεξηζρύεη ν όξνο 3x  κε ην 

κεγαιύηεξν βαζκό θαη βξίζθνπκε f  .  

 

Παξάδεηγκα. 3 2max/ min{f x x 2 x 3}       

Σα παξαπάλσ ζηάζηκα 
1 2{x ,x }  αλήθνπλ ζην εζσηεξηθό ηνπ δηαζηήκαηνο,  επνκέλσο είλαη 

ππνςήθηα καδί κε ηνπο ραξαθηεξηζκνύο. Έρνπκε θαη ηα ζπλνξηαθά: 

 α 2  : f ( 2) 8 0    γλήζην ηνπηθό ειάρηζην κε 
αf 4   

 β 3 : f (3) 33 0   γλήζην ηνπηθό κέγηζην κε βf 36  

Δθόζνλ ην δηάζηεκα νξηζκνύ είλαη θξαγκέλν θαη θιεηζηό ε ζπλάξηεζε έρεη 

νιηθά αθξόηαηα ζην δηάζηεκα. Δθόζνλ όια ηα ππνςήθηα ζεκεία έρνπλ 

ραξαθηεξηζηεί σο ηνπηθά αθξόηαηα, ζπκπεξαίλνπκε όηη νιηθό κέγηζην είλαη ην 

κεγαιύηεξν ησλ ηνπηθώλ κέγηζησλ, θαη νιηθό ειάρηζην ην κηθξόηεξν ησλ ηνπηθώλ: 

 Τπνςήθηα γηα νιηθό κέγηζην: 
2 β{f 4 / 27, f 36}  βf f 36    ζην x β 3   , δεμηό ζύλνξν. 

 Τπνςήθηα γηα νιηθό ειάρηζην:
1 α{f 0, f 4}    

αf f 4     ζην x α 2     ,αξηζηεξό ζύλνξν.  

                          

3  2  
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ΚΤΡΣΟ΢ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΙ΢ΜΟ΢ 

6. Κπξηόο Πξνγξακκαηηζκόο  

Μηα βαζηθή ηδηόηεηα ησλ θπξηώλ/θνίισλ ζπλαξηήζεσλ αθνξά ηα νιηθά αθξόηαηα.  

1.Μέγιζηο κοίληρ ζςνάπηηζηρ. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ηόηε νη παξαπάλσ αλαγθαίεο 

ζπλζήθεο γηα κέγηζην είλαη θαη ηθαλέο θαη κάιηζηα γηα ολικό κέγηζην. Δπνκέλσο ζαπηή ηελ πεξίπησζε 

εμεηάδνπκε ηηο ηξεηο ζπλζήθεο κε ηε ζεηξά θαη κόιηο βξνύκε κηα πνπ ηθαλνπνηείηαη απηή καο δίλεη ηελ 

ιύζε, αιιηώο ε ιύζε βξίζθεηαη ζην άπεηξν. Σπλήζσο αξρίδνπκε κε ηελ ζηάζηκε, όπνπ κάιηζηα δελ 

ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηελ ζπλζήθε 2
εο

 ηάμεο δηόηη απηή ηθαλνπνηείηαη απηνκάησο ιόγσ θνηιόηεηαο 

ηεο ζπλάξηεζεο. Γειαδή για κοίλη ζςνάπηηζη, αν ςπάπσει ζηάζιμο ηόηε αςηό είναι ολικό μέγιζηο.    

2.Ελάσιζηο κςπηήρ ζςνάπηηζηρ. Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη θπξηή ηόηε νη παξαπάλσ αλαγθαίεο 

ζπλζήθεο γηα ειάρηζην είλαη θαη ηθαλέο θαη κάιηζηα γηα ολικό ειάρηζην. Δπνκέλσο ζαπηή ηελ 

πεξίπησζε εμεηάδνπκε ηηο ηξεηο ζπλζήθεο κε ηε ζεηξά θαη κόιηο βξνύκε κηα πνπ ηθαλνπνηείηαη απηή 

καο δίλεη ηελ ιύζε, αιιηώο ε ιύζε βξίζθεηαη ζην άπεηξν. Σπλήζσο αξρίδνπκε κε ηελ ζηάζηκε, όπνπ 

κάιηζηα δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηελ ζπλζήθε 2
εο

 ηάμεο δηόηη απηή ηθαλνπνηείηαη απηνκάησο ιόγσ 

θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο. Γειαδή, για κςπηή ζςνάπηηζη, αν ςπάπσει ζηάζιμο ηόηε αςηό είναι 

ολικό ελάσιζηο.     
Παξαηήξεζε. Αλ ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα θνίιε/θπξηή, ηόηε ην παξαπάλσ νιηθό αθξόηαην ζα 

είλαη γλήζην κέγηζην/ειάρηζην αληίζηνηρα, επνκέλσο θαη κνλαδηθό. Αλ δελ είλαη γλήζηα 

θνίιε/θπξηή, ηόηε κπνξεί λα έρνπκε νιόθιεξν δηάζηεκα κε αθξόηαηε ηηκή. 

   
Σα δύν πξνβιήκαηα πνπ εμεηάζακε παξαπάλσ: 

 1. max κοίληρ ζςνάπηηζηρ  

 2. min κςπηήρ ζςνάπηηζηρ     

θαινύληαη πξνβιήκαηα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ (ΚΠ, Convex Programming, CP). ΢ηα 

πξνβιήκαηα απηά είηε ηθαλνπνηείηαη θάπνηα από ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο  θαη δίλεη ην αληίζηνηρν 

νιηθό αθξόηαην, ζπλήζσο ζηάζηκν εζσηεξηθό, νπόηε θαη δελ ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε ηηο 

ππόινηπεο ζπλζήθεο, ή δελ ηθαλνπνηείηαη θακία νπόηε ην αληίζηνηρν αθξόηαην βξίζθεηαη ζην 

άπεηξν.    

 
                 min θπξηώλ                                  max θνίισλ                max θπξηήο           min θνίιεο 

                            θπξηόο πξνγξακκαηηζκόο                                   κε θπξηόο πξνγξακκαηηζκόο 

 

΢ηα πξνβιήκαηα κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ κπνξεί λα ππάξρνπλ  πεξηζζόηεξα ζεκεία πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηηο αλαγθαίεο ζπλζήθεο, νπόηε ζα πξέπεη λα ηηο ειέγμνπκε όιεο θαη λα ζπγθξίλνπκε ηηο 

ηηκέο ηνπο θαζώο θαη ηηο ηηκέο ζην άπεηξν αλ ην δηάζηεκα δελ είλαη θξαγκέλν. Μάιηζηα ζηα εηδηθά 

πξνβιήκαηα κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ ηεο κνξθήο: 

 3. max κςπηήρ ζςνάπηηζηρ     

 4. min κοίληρ ζςνάπηηζηρ  

ην αθξόηαην δελ κπνξεί λα είλαη ζηάζηκν ιόγσ ησλ {1,2} νπόηε ζα είλαη πάληνηε ζπλνξηαθό ή ζην 

άπεηξν. 

Παξάδεηγκα. Σα παξαθάησ είλαη πξνβιήκαηα Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ (CP) 

1. 
1/2

1/2

3/2

f (x) (1/ 2)x
max{f(x) x x 0 x 1}

f (x) (1/ 4)x 0





  
     

   
 

Μέγηζην γλήζηα θνίιεο. ΢ηάζηκν δελ ππάξρεη.  

Αξηζηεξό ζύλνξν: α 0  f (0) 0    , δελ ηθαλνπνηείηαη.  

Γεμηό ζύλνξν: β 1 f (1) 1/ 2 0    , ηθαλνπνηείηαη. 

Δπνκέλσο έρνπκε γλήζην νιηθό κέγηζην ζην δεμηό ζύλνξν: x 1   κε f 1  . Δίλαη ην κνλαδηθό 

ζεκείν πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο. 

1 
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2. 
1/2

3/2

f (x) (1/ 2)x 1     
max{f(x) x x   0 x 1}

f (x) (1/ 4)x 0





   
     

   
 

Μέγηζην γλήζηα θνίιεο. Αλ ππάξρεη ζηάζηκν ζην δηάζηεκα ζα είλαη γλήζην 

νιηθό κέγηζην: 

 f (x) 1/ 2 x 1 0 x 1/ 4       κε f 3 / 4  .  

Δελ ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε ηα ζύλνξα. Εμάιινπ νη ζπλζήθεο δελ ζα ηθαλνπνηνύληαη.   

3. max{f(x) x x 0}  , κέγηζην θνίιεο ζε κε θξαγκέλν δηάζηεκα.  

΢ηάζηκν δελ ππάξρεη. ΢ην αξηζηεξό ζύλνξν: f (0) 0    , δελ ηθαλνπνηείηαη   

Δπνκέλσο ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην άπεηξν. Πξάγκαηη f   όηαλ x  . 

 

Παξάδεηγκα.  max{f(x) x 2ln(1 x) 0 x 3}     1 2{f (x) 1 2(1 x) , f (x) 2(1 x) 0}          

Έρνπκε πξόβιεκα κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ ηεο εηδηθήο κνξθήο 

«κέγηζην θπξηήο», ζε θξαγκέλν δηάζηεκα, νπόηε ε ιύζε ζα βξίζθεηαη ζην 

ζύλνξν. Υαξαθηεξίδνπκε ηα ζύλνξα: 

Αξηζηεξό: f (0) 1 0    , γλήζην ηνπηθό κέγηζην.  

Γεμηό: f (3) 1/ 3 0   , γλήζην ηνπηθό κέγηζην. 

Ακθόηεξα ηα ζπλνξηαθά ζεκεία είλαη ππνςήθηα, νπόηε ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο.  

  f(0) 0, f(3) 3 2ln4 3 4ln2      

Δπνκέλσο ε κέγηζηε ηηκή ηεο είλαη ζην δεμηό ζύλνξν δηόηη: f(3) 3 4ln2 3 4(0.7) 0.25 0      . 

Παξαηήξεζε. Θα κπνξνύζακε βέβαηα θαη λα ζπγθξίλνπκε απεπζείαο ηηο ηηκέο ρσξίο ηνλ 

πξνεγνύκελν ραξαθηεξηζκό, εθόζνλ γλσξίδνπκε όηη ζα βξίζθεηαη ζην ζύλνξν 

Αθξόηαηα κε πεξηνξηζκνύο.  
΢ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα, ην δηάζηεκα βειηηζηνπνίεζεο E  νξίδεηαη κε αληζόηεηεο ηεο κνξθήο: 

 α x   ή/θαη  x β  

Σηο νλνκάδνπκε πεξηνξηζκνύο. Λύλνληαο ην πξόβιεκα δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

 Ζ ιύζε είλαη εζσηεξηθή, θαη ιέκε όηη νη πεξηνξηζκνί είλαη ραιαξνί ή κε δεζκεπηηθνί. 

 Ζ ιύζε είλαη ζπλνξηαθή: x α  ή x β , θαη ιέκε όηη ν αληίζηνηρνο πεξηνξηζκόο είλαη δεζκεπηηθόο.  

΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο νη πεξηνξηζκνί θαζνξίδνληαη έκκεζα κέζσ αληζνηήησλ ηεο κνξθήο: 

g(x) 0  ή  g(x) 0  

θαη αλαθέξνληαη ζην δηάζηεκα όπνπ νη ζπγθεθξηκέλεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ αξλεηηθέο ή ζεηηθέο ηηκέο 

αληίζηνηρα. Σώξα ην πξόβιεκα εύξεζεο αθξόηαησλ δηαηππώλεηαη ζηε κνξθή: 

 max/ min{f(x) g(x) 0, }  

΢απηή ηελ πεξίπησζε κπνξνύκε λα θαζνξίζνπκε ην αληίζηνηρν δηάζηεκα ζεηηθώλ ή αξλεηηθώλ 

ηηκώλ ηεο θάζε ζπλάξηεζεο πεξηνξηζκνύ g(x) , ζπλήζσο βξίζθνληαο πξώηα ηα κεδεληθά ηεο. 

Λύλνληαο ην πξόβιεκα δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

 Ζ ιύζε είλαη εζσηεξηθή ηνπ δηαζηήκαηνο, νπόηε ζα ηθαλνπνηεί ηελ γλήζηα αληζόηεηα: g(x) 0 , 

θαη ιέκε όηη ν ζπγθεθξηκέλνο πεξηνξηζκόο είλαη ραιαξόο ή κε δεζκεπηηθόο. 

 Ζ ιύζε είλαη ζπλνξηαθή ηνπ δηαζηήκαηνο, νπόηε ζα ηθαλνπνηεί ηελ ηζόηεηα: g(x) 0 , θαη ιέκε 

όηη ν ζπγθεθξηκέλνο πεξηνξηζκόο είλαη δεζκεπηηθόο.  

Παξάδεηγκα. 2 2max{f 2x 1 x 4 & x x }     

1. Ζ αληζόηεηα: 2 2x 4 g(x) x 4 (x 2)(x 2) 0         νξίδεη ην δηάζηεκα 2 x 2   .     

2. Ζ αληζόηεηα 2 2x x h(x) x x (x 1)x 0        νξίδεη ην δηάζηεκα: 0 x 1  .  

Σν δεύηεξν δηάζηεκα βξίζθεηαη γλήζηα κέζα ζην πξώην, νπόηε ν πξώηνο πεξηνξηζκόο είλαη 

πιενλαζκαηηθόο. Σν ηζνδύλακν πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ζην δηάζηεκα 0 x 1   έρεη ιύζε 

ζπλνξηαθή ζην δεμηό ζύλνξν δηόηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα αύμνπζα: 

 max{f 2x 1 0 x 1} x 1       

΢πκπεξαίλνπκε όηη ν δεύηεξνο πεξηνξηζκόο είλαη δεζκεπηηθόο, ελώ ν πξώηνο είλαη ραιαξόο.      

1/ 4  

1  3  
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8. Παξάκεηξνη 
΢ηα πξνβιήκαηα αθξόηαησλ εκθαλίδνληαη ζπρλά δηάθνξνη παξάκεηξνη {p,w,c,...} , δειαδή 

ζηαζεξέο πνπ δελ είλαη ζπγθεθξηκέλεο. Γεληθά νη παξάκεηξνη  κπνξεί λα εκθαλίδνληαη ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ή/θαη ζηνπο πεξηνξηζκνύο πνπ θαζνξίδνπλ ην δηάζηεκα βειηηζηνπνίεζεο. 

΢ε θάζε πεξίπησζε:  

 ε ιύζε x  θαη ε αθξόηαηε ηηκή f   ζα εμαξηώληαη ηώξα από ηηο παξακέηξνπο 

Δηδηθά ε αθξόηαηε ηηκή ζα εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ παξακέηξσλ:  

 f (p,w,c,...)  

Καιείηαη ζπλάξηεζε αθξόηαηεο ηηκήο, κέγηζηε ή ειάρηζηε αλάινγα. Γειαδή, ελώ ζηελ 

δηαδηθαζία ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο αληηκεησπίδνπκε ηηο παξακέηξνπο σο ζηαζεξέο, 

ζηε ζπλέρεηα ηηο αληηκεησπίδνπκε σο κεηαβιεηέο. Γηα δηάθξηζε από ηηο παξακέηξνπο, ε κεηαβιεηή 

x  σο πξνο ηελ νπνία βειηηζηνπνηνύκε νλνκάδεηαη κεηαβιεηή επηινγήο.     

Παξάδεηγκα.   

1.max{f p x wx   x 0}    κε p 0, w 0  . 

Πξόβιεκα ΚΠ κε παξακέηξνπο {p,w} . Σν κέγηζην είλαη ζην ζηάζηκν 

εθόζνλ ππάξρεη ζην δηάζηεκα: 

 
2

2

p p
f w 0 x

4w2 x

      ,   
2p

f (p,w) p x wx
4w

             

2.max{f p x wx   0 x c}    κε p 0,w 0,c 0   .  

Πξόβιεκα ΚΠ κε παξακέηξνπο {p,w,c} , θαη ιύζε: 

1. ΢ηάζηκε εζσηεξηθή:
2

2

p p
f w 0 x

4w2 x
        αλ  ηθαλνπνηεί 

2

2

p
c

4w
  

2. ΢πλνξηαθή: x c  αλ ηθαλνπνηεί 
2

2

p p
f (c) w 0 c

4w2 c
       

Σα παξαπάλσ θαιύπηνπλ όιεο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. Δηδηθόηεξα ην αξηζηεξό ζύλνξν δελ είλαη 

πνηέ κέγηζην. Ζ ιύζε παξηζηάλεηαη κε ηνλ πίλαθα: 

 

 

 

 

 

Γηα ηε γξαθηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ζεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f p x wx   σο δηαθνξά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ {p x, wx} , όπσο ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα, κε κέγηζην ζην ζηάζηκν: 
2 2

0x p / 4w .  Ζ ιύζε εμαξηάηαη από ηε ζρέζε ηνπ c  σο πξνο ην ζηάζηκν 0x .  ΢ην γξάθεκα 

παξαπιεύξσο δηαθξίλνπκε ηηο δύν πεξηπηώζεηο πνπ εμεηάζακε: 

1. Αλ  
0x c   ηόηε ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζηάζηκν 

0x x   

2.  Αλ  
0c x   ηόηε ην κέγηζην βξίζθεηαη ζην ζύλνξν: x c                                                          

   
Παξαηήξεζε. ΢ε πνιιέο εθαξκνγέο καο ελδηαθέξνπλ νη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο θαη θπξηόηεηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο αθξόηαηεο ηηκήο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο. Ζ κειέηε απηώλ ησλ ηδηνηήησλ εληάζζεηαη 

ζην πιαίζην ηεο γεληθόηεξεο ζεσξίαο πνπ αθνξά ηδηόηεηεο ηεο πεξηβάιινπζαο.  

 

     ζπλζήθε     x        f   

1/2p / w 2c  2 2p / 4w  2p / 4w  

1/2p / w 2c  c   p c wc  

f(x)  

0x  c  c  

x  

wx  

p x  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

9. Δεύηεξν δηαθνξηθό 
΢ε πξνεγνύκελν θεθάιαην δηαπηζηώζακε όηη αλ ην x  κεηαβιεζεί θαηά Δx dx  ηόηε κηα πξώηε 

εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο Δf  ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(x)  δίλεηαη από ην πξώην δηαθνξηθό, ελώ 

κηα θαιιίηεξε εθηίκεζε βξίζθεηαη αλ ζην πξώην δηαθνξηθό πξνζζέζνπκε ην ήκηζπ ηνπ δεύηεξνπ: 

 2 21 1
Δf df d f f (x)dx f (x)dx

2 2
      

Παξαηεξνύκε όηη ζηα ζηάζηκα ζεκεία όπνπ έρνπκε f 0 df 0    , ε εθηίκεζε σο πξνο ην 

πξόζεκν δίλεηαη από ην δεύηεξν δηαθνξηθό: 

  2 2Δf d f / 2 f (x)dx / 2   

Οη παξαπάλσ πξνζεγγίζεηο είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο ζηνλ θαζνξηζκό ηνπ πξόζεκνπ ηεο κεηαβνιήο 

ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, σο εμήο: 

Γηα «κηθξέο» κεηαβνιέο Δx  ηνπ x , ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο Δf , ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηνπ 1νπ 

δηαθνξηθνύ df f (x)dx κε Δx dx ,αλ απηό είλαη κε κεδεληθό, δειαδή ζηα κε ζηάζηκα ζεκεία: 

f (x) 0  .  

Σηα ζηάζηκα ζεκεία: f 0 df 0    , ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηνπ 2νπ 

δηαθνξηθνύ: 2 2d f f (x)dx , αλ απηό είλαη κε κεδεληθό, δειαδή ζηα ζεκεία κε f (x) 0  .  

Σα παξαπάλσ καο δίλνπλ θαη ηνλ γλσζηό ραξαθηεξηζκό ησλ ζηάζηκσλ σο ηνπηθώλ αθξόηαησλ κε 

βάζε ην πξόζεκν ηεο 2εο παξαγώγνπ. Π.ρ.  

 αλ είλαη κέγηζην ζα έρνπκε: 2 2Δf 0 d f f (x)dx / 2 0 f (x) 0        

 ζα είλαη γλήζην ηνπηθό κέγηζην αλ 2 2Δf d f f (x)dx / 2 0 f (x) 0       

Αληίζηνηρα γηα ειάρηζην. 

 

10. Μεγηζηνπνίεζε θέξδνπο-νθέινπο 
΢ηα νηθνλνκηθά εκθαλίδνληαη ζπρλά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ηεο παξαθάησ γεληθήο κνξθήο: 

 max{b(x) r(x) c(x) x 0}     

Γηαθξίλνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο: 

r(x) , έζνδν (revenue) ή ρξεζηκόηεηα (utility) 

r (x) , νξηαθό έζνδν (marginal revenue) ή νξηαθή ρξεζηκόηεηα (marginal utility),: 

c(x) , θόζηνο (cost) 

c (x) , νξηαθό θόζηνο (marginal cost), 

b(x) r(x) c(x)  , θέξδνο (profit) ή όθεινο (benefit) 

b (x) r (x) c (x)    , νξηαθό θέξδνο (marginal profit) ή (marginal benefit) 

Βξήθακε ηα νξηαθά κεγέζε παξαγσγίδνληαο ηα αξρηθά. Αληηζηξόθσο κπνξνύκε λα βξνύκε ηα 

αξρηθά νινθιεξώλνληαο ηα νξηαθά. Δηδηθόηεξα βξίζθνπκε; 

 
x

0
c(x) c(0) c (x)dx   , ιεηηνπξγηθό (κεηαβιεηό) θόζηνο 

 
x x

0 0
b(x) b(0) b (x)dx [r (x) c (x)]dx       , ιεηηνπξγηθό θέξδνο (όθεινο) 

Λύζε. Όζνλ αθνξά ηελ ιύζε x   ηνπ πξνβιήκαηνο κεγηζηνπνίεζεο, δηαθξίλνπκε ηηο εμήο 

πεξηπηώζεηο: 

1. x 0  , ιέκε όηη ε δηαδηθαζία είλαη μη ζςμθέποςζα. Θα ηθαλνπνηείηαη ε (αλαγθαία) ζπλζήθε: 

 b (0) 0 r (0) c (0)      

Γειαδή ην αξρηθό νξηαθό έζνδν είλαη κηθξόηεξν από ην αξρηθό νξηαθό θόζηνο. 

2. x 0  , ιέκε όηη ε δηαδηθαζία είλαη ζςμθέποςζα. Θα ηθαλνπνηείηαη ε (αλαγθαία) ζπλζήθε: 

 {b (x ) 0, b (x ) 0} {r (x ) c (x ), r (x ) c (x )}                

Γειαδή ζηε ιύζε ην νξηαθό θόζηνο θόβεη ην νξηαθό έζνδν από θάησ πξνο ηα πάλσ. Τν νξηαθό 

θόζηνο είλαη κηθξόηεξν πξηλ θαη κεγαιύηεξν κεηά, από ην νξηαθό έζνδν.   

3. x  , ε ιύζε είλαη κε θξαγκέλε 
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Αλ έρνπκε θαη πάλσ θξάγκα ζηε κεηαβιεηή επηινγήο, ηεο κνξθήο: 

 max{b(x) r(x) c(x) 0 x β}     

Σόηε αληί ησλ {2, 3} ζα έρνπκε ηηο ζπλζήθεο:  

2’. 0 x β   

3’. x β  . Λέκε όηη ν πεξηνξηζκόο είλαη δεζμεςηικόρ. Θα ηθαλνπνηείηαη ε (αλαγθαία) ζπλζήθε: 

 b (β) 0 r (β) c (β)      

Γειαδή, ην ηειηθό νξηαθό έζνδν είλαη κεγαιύηεξν από ην ηειηθό νξηαθό θόζηνο, νπόηε θα θέλαμε να 

αςξήζοςμε ηο x  για μεγαλύηεπο κέπδορ αν δεν ςπήπσε ο πάνω πεπιοπιζμόρ. 

Κπξηόο Πξνγξακκαηηζκόο 

Οη παξαπάλσ ζπλζήθεο σο αλαγθαίεο καο δίλνπλ ηα ππνςήθηα ζεκεία γηα ιύζε, νπόηε ζα πξέπεη 

λα ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο b(x) . Αιιά ζε πνιιά πξνβιήκαηα 

νη παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο έρνπλ θαη ηα εμήο πξόζζεηα ραξαθηεξηζηηθά: 

 Σν έζνδν r(x)  είλαη θνίιε, γξακκηθή ή γλήζηα θνίιε.  

 Σν θόζηνο c(x)  είλαη θπξηή, γξακκηθή ή γλήζηα θπξηή. 

Γειαδή  

 Σν νξηαθό έζνδν r (x)  είλαη θζίλνλ, ζηαζεξό ή γλήζηα θζίλνλ.  

 Tν νξηαθό θόζηνο  c (x)   είλαη αύμνλ, ζηαζεξό ή γλήζηα αύμνλ. 

Σόηε έρνπκε πξόβιεκα CP (Κπξηνύ Πξνγξακκαηηζκνύ), νη παξαπάλσ ζπλζήθεο γίλνληαη θαη 

ηθαλέο, δειαδή αλ θάπνηα από απηέο ηθαλνπνηείηαη ηόηε απηή είλαη ε ιύζε, θαη δελ ρξεηάδεηαη λα 

εμεηάζνπκε ηηο ππόινηπεο. Θα έρνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

1. b (0) 0 : r (0) c (0)    , ε δηαδηθαζία είλαη μη ζςμθέποςζα. Η ιύζε είλαη: 

 x 0    

2. b (0) 0 : r (0) c (0)    , ε  δηαδηθαζία είλαη ζςμθέποςζα. Η ιύζε βξίζθεηαη ζην ζεκείν όπνπ ε  

αύμνπζα ζπλάξηεζε νξηαθνύ θόζηνπο θόβεη ηελ θζίλνπζα ζπλάξηεζε 

νξηαθνύ εζόδνπ: 

r (x) c (x) x 0      

3. Σαπηή ηελ πεξίπησζε, αλ νη δύν θακπύιεο δελ ζπλαληώληαη, ην νξηαθό 

θόζηνο είλαη παληνύ κηθξόηεξν από ην νξηαθό έζνδν, θαη ε ιύζε βξίζθεηαη 

ζην άπεηξν, σο όξην:  

 x   

3’. Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ πάλσ θξάγκαηνο: x β , αληί ηνπ 3 έρνπκε ηελ 

ζπλζήθε:  

 b (β) 0 : r (β) c (β) x β       

Λύλνληαο ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο θέξδνπο (νθέινπο), βξίζθνπκε 

θαη ην κέγηζην θέξδνο (όθεινο) b : 

1. Αλ ε δηαδηθαζία είλαη κε ζπκθέξνπζα, ηόηε ζα έρνπκε: 

 x 0 b b(0) r(0) c(0)      , ζπλήζσο αξλεηηθό κέγεζνο 

2. Αλ ε δηαδηθαζία είλαη ζπκθέξνπζα ηόηε βξίζθνπκε: 

 max{b(x) r(x) c(x) x 0}   x 0, b b(x ) b(0)       

΢απηή ηελ πεξίπησζε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε θαη από ηα νξηαθά κεγέζε ην κέγηζην 

ιεηηνπξγηθό θέξδνο, κε ην νινθιήξσκα: 

 
x x

0 0
[r (x) c (x)]dx b (x)dx b(x ) b(0) 0

 

        , κέγηζην ιεηηνπξγηθό θέξδνο (όθεινο)  

Τν βξήθακε σο ην γεσκεηξηθό εμβαδό κεηαμύ ησλ θακπύισλ νξηαθνύ εζόδνπ θαη νξηαθνύ θόζηνπο.  
  

r (x)   

0   

β   

r (x)   

c (x)   

r (x)   

c (x)   

x
  

c (x)   

r (x)   


