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II.5 Δ΢΢ΙΑΝΟ΢ ΠΙΝΑΚΑ΢ (Β) 

2
εο

 ΜΔΡΙΚΔ΢ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ  

1.Γεύηεξεο κεξηθέο παξάγσγνη 2.Παξαβνιηθή (ηεηξαγσληθή) πξνζέγγηζε 3.θπξηέο θνίιεο ζπλαξηήζεηο. 

Δ΢΢ΙΑΝΟ΢ ΠΙΝΑΚΑ΢.  

4.Σεηξαγσληθέο κνξθέο 5.Υαξαθηεξηζκόο ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ 6.Δζζηαλόο πίλαθαο 7.Πνιιέο κεηαβιεηέο. 

ΚΤΡΣΟΣΗΣΔ΢  

8.Κπξηόηεηα ηζνζηαζκηθώλ 9.Οηνλεί θπξηέο/θνίιεο ζπλαξηήζεηο  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

10.Γεύηεξν δηαθνξηθό    

 

2
εο

 ΜΔΡΙΚΔ΢ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

1.Γεύηεξεο κεξηθέο παξάγωγνη 
Οη κεξηθέο παξάγσγνη κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y)  είλαη επίζεο ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ θαη 

κπνξνύκε λα ηηο παξαγσγίζνπκε εθ λένπ. Πξνθύπηνπλ έηζη 4 κεξηθέο παξάγωγνη 2εο ηάμεο: 
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    ή  ζε δηάηαμε πίλαθα: 
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f f

f f
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Οη απιέο κεξηθέο παξάγωγνη 2εο ηάμεο: 
xx yy{f ,f } , αλαθέξνληαη ζηελ εμάξηεζε από ηελ θάζε 

κεηαβιεηή ρσξηζηά, θαη έρνπλ ηελ γλσζηή εξκελεία όπσο γηα ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο.   

Οη κεηθηέο κεξηθέο παξάγωγνη 2εο ηάμεο:
xy yx{f ,f } , αλαθέξνληαη ζηελ κεηαβνιή ακθνηέξσλ ησλ 

κεηαβιεηώλ, όπνπ εμεηάδνπκε ηελ κεηαβνιή ηνπ 
xf  όηαλ κεηαβάιιεηαη ην y  ή ηελ κεηαβνιή ηνπ yf  

όηαλ κεηαβάιιεηαη ην x , αληίζηνηρα. Τπνζέηνληαο όηη είλαη ζπλερείο, απνδεηθλύεηαη όηη είλαη ίζεο 

κεηαμύ ηνπο, δειαδή δελ παίδεη ξόιν ε ζεηξά παξαγώγηζεο:  

 
xy yxf f , ζεώξεκα Young 

Σα πξόζεκα ησλ δεύηεξσλ παξαγώγσλ αθνξνύλ ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο ησλ πξώησλ παξαγώγσλ 

όηαλ κηα κεηαβιεηή κεηαβάιιεηαη. Π.ρ. θαζώο ην x  απμάλεη:  

1.  
xf  απμάλεη αλ 

xxf 0 , ειαηηώλεηαη αλ 
xxf 0     2.  yf  απμάλεη αλ yxf 0 , ειαηηώλεηαη αλ yxf 0  

Παξάδεηγκα  
1. Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ όιεο ηηο δεύηεξεο παξαγώγνπο κεδεληθέο:  

 L αx βy γ      
xx xyx

y yx yy

f 0, f 0f α

f β f 0, f 0

  
 

    

  

2. Οη ηεηξαγωληθέο (παξαβνιηθέο) ζπλαξηήζεηο έρνπλ όιεο ηηο δεύηεξεο παξαγώγνπο ζηαζεξέο: 

 
xx xyx2 2

y yx yy

f 2α, f 2βf 2αx 2βy
Q αx 2βxy γy δx εy δ

f 2βx 2γy f 2β, f 2γ

   
        

     

  

3. C-D  ζπλαξηήζεηο:

α 2 β α 1 β 1α 1 β

xx xyxα β

α β 1 α 1 β 1 α β 2

y yx yy

U α(α 1)x y U αβx yU αx y
U x y

U βx y U αβx y U β(β 1)x y

  

   

    
           

    

4. CES ζπλαξηήζεηο: 

r 1 r 2
x xxr r

r 2r 1
yyy

f αrx f αr(r 1)x 0
f(x,y) αx βy

0 f βr(r 1)yf βry

 



    
          

 

5.  2 2f x xy  

2
xx xyx

y yx yy

f 2, f 2yf 2x y

f 2xy f 2y, f 2x

    
 

    

 

6. 1/ 2 1/ 4f x y αx βy  

3/2 1/ 4 1/2 3 / 41/2 1/ 4
xx xyx

1/2 3 / 4 1/2 3 / 4 1/2 7 / 4
y yx yy

f x y / 4, f x y / 8f x y / 2 α

f x y / 4 β f x y / 8, f 3x y /16

  

   

      
  

      

 

     Παξαηεξνύκε όηη νη γξακκηθνί όξνη δελ επεξεάδνπλ ηηο 2
εο

 παξαγώγνπο                              
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2. Παξαβνιηθή  ή ηεηξαγωληθή πξνζέγγηζε  
κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y)  ζε θάπνην ζεκείν 

0 0(x ,y )  θαιείηαη ε  παξαβνιηθή ζπλάξηεζε πνπ έρεη ηελ 

ίδηα ηηκή θαη ηηο ίδηεο κεξηθέο παξαγώγνπο κέρξη 2εο ηάμεο ζην ζεκείν. Έρεη ηελ παξάζηαζε: 

  2 2

0 x 0 y 0 xx 0 xy 0 0 yy 0

1
z f [f (x x ) f (y y )] [f (x x ) 2f (x x )(y y ) f (y y ) ]

2
             

           όπνπ: 
0 0 0 x x 0 0f f(x ,y ), f f (x ,y )  ,…θιπ.  

Γειαδή όιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη ππνινγίδνληαη ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν 
0 0(x ,y ) . Δίλαη κηα 

ζπκπιήξσζε ηεο γλσζηήο γξακκηθήο πξνζέγγηζεο. Η γξακκηθή θαη ε παξαβνιηθή πξνζέγγηζε 

είλαη νη πξώηεο κηαο αθνινπζίαο πξνζεγγίζεσλ κε πνιπώλπκα απμαλόκελνπ βαζκνύ, πνπ  

θαινύληαη πνιπώλπκα Taylor.  

Παξάδεηγκα.  Θα δώζνπκε ηελ γξακκηθή θαη ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο: 

 3 2f x xy y   , ζην 
0 0(x 1,y 0)  

2
xx xyx

0

y xy yy

f 6x 6,f 1f 3x y 3
f 1, ,

f x 2y 1 f 1, f 2

       
  

      

 

 
γρf 1 [3(x 1) y]    2 3x y    , γξακκηθή πξνζέγγηζε  

 2 2

παρ

1
f 1 [3(x 1) y] [6(x 1) 2(x 1)y 2y ]

2
         ,  παξαβνιηθή πξνζέγγηζε 

            2 21 3x 3x y xy      

 
Παξαηήξεζε. ΢ηα πνιπώλπκα, όπσο ην παξαπάλσ, κπνξνύκε λα αλαπηύμνπκε ζε δπλάκεηο ησλ 

0 0{x x ,y y }  , αληηθαζηζηώληαο: 

0 0 0 0x (x x ) x , y (y y ) y        

΢ηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε θξαηώληαο κόλν ηηο δπλάκεηο κέρξη 1
νπ

 βαζκνύ, 

θαη ηελ παξαβνιηθή θξαηώληαο κόλν ηηο δπλάκεηο κέρξη 2
νπ

 βαζκνύ. 

 

3. Κπξηέο/θνίιεο ζπλαξηήζεηο 
Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε f(x,y)  κε θπξηή πεξηνρή νξηζκνύ., θαη ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη: 

x   θπξηή (θνίιε) αλ 
xx xxf 0 (f 0)      

y   θπξηή (θνίιε) αλ yy yyf 0 (f 0)   

Σα παξαπάλσ αθνξνύλ ηηο γλσζηέο ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ όηαλ κεηαβάιιεηαη κόλν κία 

κεηαβιεηή. Γεληθόηεξα, όηαλ κπνξνύλ λα κεηαβάιινληαη ακθόηεξεο νη κεηαβιεηέο ιέκε όηη ε 

ζπλάξηεζε είλαη: 

 θπξηή 2 2

xx yy xx yy xy xx yy xy{f 0, f 0, Δ f f f 0 f f f }         ζε όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή 

 θνίιε  2 2

xx yy xx yy xy xx yy xy{f 0, f 0, Δ f f f 0 f f f }         ζε όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή 

Δπηπιένλ ε ζπλάξηεζε ζα είλαη γλήζηα θπξηή/θνίιε αλ νη παξαπάλσ αληζόηεηεο είλαη γλήζηεο ζε 

όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή, εθηόο ίζσο από έλα δηαθξηηό πιήζνο ζεκείσλ. Σν κέγεζνο πνπ 

εκθαλίδεηαη παξαπάλσ θαιείηαη: 

   2

f xx yy xyΔ f f f  , δηαθξίλνπζα ησλ δεύηεξσλ παξαγώγσλ 

Έηζη, γηα λα έρνπκε θπξηόηεηα (θνηιόηεηα), ζα πξέπεη ζε θάζε πεξίπησζε ε δηαθξίλνπζα λα είλαη 

ζεηηθή. Γειαδή, εθηόο από ηα γλσζηά πξόζεκα ησλ απιώλ δεύηεξσλ παξαγώγσλ, ζα πξέπεη 

επηπιένλ ε κεηθηή δεύηεξε παξάγωγνο λα είλαη ζρεηηθά κηθξή ζε απόιπηε ηηκή.  

Η γξακκηθή ζπλάξηεζε: 

f(x,y) αx βy γ   ,  

πνπ ηθαλνπνηεί όιεο ηηο αληζώζεηο σο ηζόηεηεο, ζεσξείηαη θαη θπξηή θαη θνίιε, όρη γλήζηα. 
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Παξαηήξεζε.  Οη θαηαθόξπθεο ηνκέο ηεο επηθάλεηαο πξνο δηάθνξεο θαηεπζύλζεηο πξνθύπηνπλ 

παίξλνληαο ηελ ζύλζεζε ηεο ζπλάξηεζεο κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο: y αx β  , πνπ 

παξηζηάλνπλ επζείεο ζην επίπεδν. Έηζη ε f(x,y)  ζα είλαη π.ρ. θπξηή 

αλ είλαη θπξηή ε ζύλζεζε: 

{f(x,y),y αx β} f(x)   , γηα όια ηα {α,β}  

δειαδή αλ είλαη ζεηηθή ε δεύηεξε παξάγσγνο: f (x) 0  ,  γηα όια ηα 

{α,β} . Τπνινγίδνληαο ηελ αιπζσηή δεύηεξε  παξάγσγν, βξίζθνπκε: 

 
x y x y xx xy yx yy

2

xx xy yy

f f f α f (f ) (f ) α (f f α) (f f α)α

f 2f α f α 0

           

   
  

Η αληζόηεηα ηζρύεη γηα όια ηα α    ηθαλνπνηνύληαη νη ζπλζήθεο: 
2

xx yy xy xx yyf 0, f 0, f f f 0      

πνπ είλαη ην δεηνύκελν. Αληίζηνηρα γηα θνίιε. 

  

Παξάδεηγκα.   
xx xy3 3 2 2

x y

yx yy

f 6x, f 0
f(x,y) x y f 3x , f 3y

f 0, f 6y

   
       

   

, Δ 36xy  

Δίλαη θπξηή ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}  , γλήζηα θπξηή ζηε γλήζηα ζεηηθή: {x 0,y 0}  . 

Παξάδεηγκα. CES; r rf(x,y) x y   κε r 0 , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   

Γηα r 1  είλαη γξακκηθή. Θα δείμνπκε όηη γηα r 1  ε ζπλάξηεζε είλαη: 

1. θπξηή αλ r 1  ή  r 0 .   2. θνίιε αλ 0 r 1   

Λύζε. Τπνινγίδνπκε ηηο παξαγώγνπο: 

 

r 2r 1
xx xyx 2 2 r 2 r 2

fr 1 r 2
y yx yy

f r(r 1)x , f 0f rx
, Δ r (r 1) x y

f ry f 0, f r(r 1)y



 

 

    
   

     

 

Γηα r 1  έρνπκε: 
xx yy f{f 0, f 0, Δ 0}   , νπόηε ε ζπλάξηεζε είλαη θπξηή, γλήζηα θπξηή ζηε γλήζηα 

ζεηηθή πεξηνρή. Με ηνλ ίδην ηξόπν αληηκεησπίδνληαη θαη νη άιιεο πεξηπηώζεηο. 

Παξάδεηγκα. Η  C-D: α βf(x,y) x y  κε  α 0, β 0   ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}    

                       είλαη θνίιε α β 1   .  

Λύζε. Τπνινγίδνπκε ηηο παξαγώγνπο: 

α 2 α 1 β 1α 1 β
xx xyx

α β 1 α 1 β 1 α β 2
y xy yy

f α(α 1)x y, f αβx yf αx y

f βx y f αβx y , f β(β 1)x y

  

   

     
 

     

 

α 2 β α β 2 α 1 β 1 2

f

2α 2 2β 2 2 2 2α 2 2β 2

2α 2 2β 2

Δ [α(α 1)x y ][β(β 1)x y ] [αβx y ]

α(α 1)β(β 1)x y α β x y

(1 α β)x y

   

   

 

   

   

  

 

Η ζπλάξηεζε ζα είλαη θνίιε  

xx yy f{f 0 : α 1}, {f 0 :β 1}, {Δ 0 : α β 1}      

ή ηζνδύλακα: α β 1  , δηόηη ηα {α,β}  είλαη 

ζεηηθά  

Παξαηήξεζε.  

Γηα α β 1   είλαη θνίιε αιιά όρη γλήζηα.  

Γηα α β 1   είλαη γλήζηα θνίιε ζηελ γλήζηα 

ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}   

Παξαηήξεζε. Οη ηδηόηεηεο θπξηόηεηαο κηαο ζπλάξηεζεο δελ κεηαβάιινληαη αλ πξνζζέζνπκε κηα 

γξακκηθή ζπλάξηεζε δηόηη νη δεύηεξεο παξάγσγνη παξακέλνπλ ίδηεο. Δπνκέλσο ην θαζέλα από ηα 

παξαθάησ δεύγε ζπλαξηήζεσλ έρνπλ ηηο ίδηεο ηδηόηεηεο θπξηόηεηαο: 

 α β α β r r r r{x y , x y γx δy ε}, {x y , x y γx δy ε}         

Παξαηήξεζε. ΢ηε ζπλέρεηα ζα εμεηάζνπκε ηελ θπξηόηεηα ζέλα γεληθόηεξν πιαίζην πνπ επηηξέπεη 

ηελ άκεζε γελίθεπζε ζε ζπλαξηήζεηο πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηώλ.  

 

y αx β   

f(x,y)  

α β 1    

y  

x  

z  

α β 1    

y  

x  

z  
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Q 0
 

Q 0
 

Q 0
 

Q 0
 

Q 0  Q 0  Q 0  Q 0  Q 0  

Δ΢΢ΙΑΝΟ΢ ΠΙΝΑΚΑ΢ 

4.Σεηξαγωληθέο κνξθέο  
Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο νξίδνπλ επίπεδεο επηθάλεηεο, όπνπ νη ζηαζεξέο κεξηθέο παξάγσγνη καο 

δίλνπλ ηηο θιίζεηο ηεο επηθάλεηαο ζηηο δύν θαηεπζύλζεηο. Θα εμεηάζνπκε ηώξα ηηο επηθάλεηεο πνπ 

νξίδνπλ νη ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο 2 κεηαβιεηώλ, θαη εηδηθόηεξα νη νκνγελείο ηεηξαγωληθέο 

ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ, πνπ πεξηέρνπλ κόλν ηεηξαγσληθνύο όξνπο:  
2 2Q(x,y) αx 2βxy γy     

Καινύληαη θαη ηεηξαγωληθέο κνξθέο. Δηδηθά καο ελδηαθέξνπλ ηα πξόζεκά ηνπο ζηα δηάθνξα 

ζεκεία ηνπ επηπέδνπ. Παξαηεξνύκε θαηαξρήλ όηη έρνπλ κεδεληθή ηηκή ζην  κεδεληθό ζεκείν: 

 Q(0,0) 0  

Θεσξώληαο ινηπόλ ηα πξόζεκά  κόλν ζηα κε κεδεληθά ζεκεία, ε ηεηξαγσληθή κνξθή 

ραξαθηεξίδεηαη σο εμήο: 

1α. Θεηηθά νξηζκέλε……… Q 0 ,   ηηκέο κόλν γλήζηα ζεηηθέο, (γλήζηα θπξηή)   

1β. Θεηηθά εκηνξηζκέλε….. Q 0 ,   ηηκέο γλήζηα ζεηηθέο ή κεδεληθέο, (θπξηή) 

2α. Αξλεηηθά νξηζκέλε…… Q 0 ,   ηηκέο κόλν γλήζηα αξλεηηθέο, (γλήζηα θνίιε) 

2β. Αξλεηηθά εκηνξηζκέλε..Q 0 ,   ηηκέο γλήζηα αξλεηηθέο ή κεδεληθέο, (θνίιε) 

3.   Αόξηζηε………………. Q 0 , ηηκέο θαη γλήζηα ζεηηθέο θαη γλήζηα αξλεηηθέο,  

                                                             (νύηε θπξηή νύηε θνίιε)  

Η εκηνξηζκέλε είλαη επξύηεξε θαηεγνξία από ηελ νξηζκέλε. Αλ κηα εκηνξηζκέλε κνξθή δελ είλαη 

νξηζκέλε, ηόηε ιέκε όηη είλαη εκηνξηζκέλε-κε νξηζκέλε. Γίλνπκε παξαθάησ ηα γξαθήκαηα ησλ 

επηθαλεηώλ θαη ησλ ηζνζηαζκηθώλ πνπ νξίδνληαη από ηηο ζπλαξηήζεηο ησλ ηεηξαγσληθώλ κνξθώλ 

ζε θάπνηεο ραξαθηεξηζηηθέο πεξηπηώζεηο.  

 

 

     

 

 

 

 

 

              

           
2 2x y       2 20x y         

2 2x y         2 20x y                          
2 2x y     

               1α             1β                   2α                 2β                                       3 

                    ζεηηθά                           αξλεηηθά                                        αόξηζηε 

 

Ο ραξαθηεξηζκόο είλαη απιόο αλ δελ ππάξρεη κεηθηόο όξνο:  

β 0   2 2Q αx γy   

Η ηεηξαγσληθή κνξθή ζα είλαη ζεηηθή αλ ηα {α, γ}  είλαη ακθόηεξα ζεηηθά, αξλεηηθή αλ είλαη 

ακθόηεξα αξλεηηθά, αόξηζηε αλ έρνπλ αληίζεην πξόζεκν. Δηδηθόηεξα:  

Υαξαθηεξηζκόο ηεηξαγωληθήο κνξθήο ρωξίο κεηθηό όξν: β 0   2 2Q αx γy   

1α. Q 0 : {α 0, γ 0} αγ 0    , ζεηηθά νξηζκέλε.           {α, γ}  ζεηηθά, γλήζηα    

1β. Q 0 : {α 0, γ 0} αγ 0    , ζεηηθά εκηνξηζκέλε       {α, γ}  ζεηηθά 

2α. Q 0 : {α 0, γ 0} αγ 0    , αξλεηηθά νξηζκέλε        {α, γ}  αξλεηηθά, γλήζηα 

2β. Q 0 : {α 0, γ 0} αγ 0    , αξλεηηθά εκηνξηζκέλε  {α, γ}  αξλεηηθά 

3.   Q 0 :                          αγ 0 , αόξηζηε:                        {α, γ}  αληίζεην πξόζεκν, γλήζηα 
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΢ηελ γεληθή πεξίπησζε βξίζθνπκε ηα πξόζεκα γξάθνληάο ηελ ηεηξαγσληθή κνξθή σο ηξηώλπκν: 

 
2

2 2 2 2 2

2

y y
Q αx 2βxy γy α 2β γ x (α 2βu γu )x

x x

 
         

 
  όπνπ: 

y
u

x
  

Ο παξαθάησ ραξαθηεξηζκόο πξνθύπηεη άκεζα από ηελ γλσζηή ζεσξία γηα ην πξόζεκν ηξηώλπκνπ, 

ρξεζηκνπνηώληαο θαη ηελ παξάζηαζε: 

 2Δ αγ β   , δηαθξίλνπζα 

Υαξαθηεξηζκόο ηεηξαγωληθώλ κνξθώλ: 2 2Q(x,y) αx 2βxy γy     

1α. Q 0 : {α 0, γ 0}   θαη 2 2Δ αγ β 0 αγ β     , ζεηηθά νξηζκέλε  

1β. Q 0 : {α 0, γ 0}   θαη 2 2Δ αγ β 0 αγ β     ,  ζεηηθά εκηνξηζκέλε    

2α. Q 0 : {α 0, γ 0}   θαη 2 2Δ αγ β 0 αγ β     ,  αξλεηηθά νξηζκέλε   

2β. Q 0 : {α 0, γ 0}   θαη 2 2Δ αγ β 0 αγ β     ,  αξλεηηθά εκηνξηζκέλε   

3.   Q 0                               2 2Δ αγ β 0 αγ β     , αόξηζηε 

Παξαηήξεζε. ΢ηηο πεξηπηώζεηο {1β, 2β}, αλ έρνπκε 2 2Δ αγ β 0 αγ β     , ηόηε  ιέκε όηη ε 

ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη εκηνξηζκέλε-κε νξηζκέλε. ΢απηή ηελ πεξίπησζε ε παξάζηαζε είλαη 

ηέιεην ηεηξάγωλν θαη έρεη κηα νιόθιεξε επζεία κε κεδεληθέο ηηκέο, πνπ πξνθύπηεη θαη σο ε επζεία 

ησλ ζηάζηκσλ ζεκείσλ. Oη ζπλζήθεο ζηαζηκόηεηαο καο δίλνπλ ην γξακκηθό νκνγελέο ζύζηεκα: 

x

y

Q 0 αx βy 0

Q 0 βx γy 0

    
 

   
  κε  νξίδνπζα: 2α β

Δ αγ β
β γ

    

πνπ είλαη αθξηβώο ε  παξαπάλσ δηαθξίλνπζα ηεο ηεηξαγσληθήο κνξθήο. ΢πκπεξαίλνπκε ηα εμήο: 

1. Αλ Δ 0 , κνλαδηθό ζηάζηκν ζεκείν είλαη ην κεδεληθό: (0,0) , θαη νη αληίζηνηρεο επηθάλεηεο είλαη 

όπσο νη {1α, 2α} ζηα παξαπάλσ ζρήκαηα. 

2. Αλ Δ 0 , νη δύν εμηζώζεηο είλαη ηζνδύλακεο θαη ηα ζηάζηκα ζεκεία ζρεκαηίδνπλ κηα νιόθιεξε 

επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην κεδεληθό: (0,0) . ΢ηα ζεκεία ηεο ε ηεηξαγσληθή κνξθή έρεη κεδεληθή 

ηηκή, θαη θαη νη αληίζηνηρεο επηθάλεηεο είλαη όπσο νη {1β, 2β} ζηα παξαπάλσ ζρήκαηα.    

Παξάδεηγκα 

1. 2 2Q x y   {α 1 0, γ 1 0, β 0 Δ 1 0}         , ζεηηθά νξηζκέλε 

2. 2 2Q x 2xy y    {α 1 0, γ 1 0, β 1 Δ 0}           , αξλεηηθά εκηνξηζκέλε-κε νξηζκέλε 

Πξάγκαηη ε ηεηξαγσληθή κνξθή ζρεκαηίδεη ηέιεην ηεηξάγσλν: 

 2Q (x y) 0     

Έρεη κεδεληθέο ηηκέο ζηελ επζεία: Q 0 x y 0    , γλήζηα αξλεηηθέο ζηα ππόινηπα ζεκεία.    

3. 2 2Q x y {α 1, γ 1, β 0 Δ 1 0}           , αόξηζηε  

Δίλαη Q 0  όηαλ 2 2y x y x   ,  Q 0  όηαλ 2 2y x y x   , Q 0  όηαλ 2 2y x y x   .    

4. Q xy {α 0, γ 0, β 1/ 2 Δ 1/ 4 0}         , αόξηζηε 

Δίλαη Q 0  όηαλ xy 0  δειαδή ζην πξώην θαη ηξίην ηεηαξηεκόξην, Q 0  όηαλ xy 0  δειαδή 

ζην δεύηεξν θαη ηέηαξην ηεηαξηεκόξην, Q 0  όηαλ xy 0  δειαδή ζηνπο άμνλεο.  

 

Παξαηήξεζε. ΢πκβαηηθά ν όξνο «δηαθξίλνπζα» ρξεζηκνπνηείηαη γεληθά γηα λα δηαθξίλεη κεηαμύ 

ηνπο ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο, θαη νξίδεηαη θαηά πεξίπησζε.  

 

  

 

 



 6 

5. Υαξαθηεξηζκόο ζπκκεηξηθώλ πηλάθωλ 
Θεσξνύκε ηελ παξαθάησ αληηζηνηρία κεηαμύ ηεηξαγσληθώλ κνξθώλ κεηαβιεηώλ θαη ζπκκεηξηθώλ 

πηλάθσλ, θαη κεηαθέξνπκε ηνλ παξαπάλσ ραξαθηεξηζκό ζηνπο ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο: 

 2 2Q αx 2βxy γy  
α β

S
β γ

 
   

 
  κε 2α β

Δ S αγ β
β γ

     

Η δηαθξίλνπζα ηεο ηεηξαγσληθήο κνξθήο ζπκπίπηεη κε ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα. Έηζη, έλαο 

ζπκκεηξηθόο πίλαθαο ραξαθηεξίδεηαη σο: 

1α. Θεηηθά νξηζκέλνο……… S 0 Q 0   : {α 0, γ 0, Δ 0}    

1β. Θεηηθά εκηνξηζκέλνο….. S 0 Q 0   : {α 0, γ 0, Δ 0}    

2α. Αξλεηηθά νξηζκέλνο…… S 0 Q 0   : {α 0, γ 0, Δ 0}    

2β. Αξλεηηθά εκηνξηζκέλνο.. S 0 Q 0   : {α 0, γ 0, Δ 0}    

3.   Αόξηζηνο………………...S 0 Q 0   : Δ 0   

6. Δζζηαλόο πίλαθαο  
Θεσξνύκε ηώξα κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ θαη κε ηηο δεύηεξεο παξαγώγνπο σο ζηνηρεία, 

ζρεκαηίδνπκε έλαλ ζπκκεηξηθό πίλαθα 2 2   ηνλ νπνίν παξηζηάλνπκε κέλα από ηα ζύκβνια: 

    ή ή
xx xy2

f

yx yy

f f
Η D f f

f f

 
   

 
 

,  όπνπ: 
xy yxf f   

Καιείηαη δεύηεξε παξάγωγνο ή Δζζηαλόο (Hessian) πίλαθαο δεύηεξσλ παξαγώγσλ. Η αληίζηνηρε 

νξίδνπζα θαιείηαη εζζηαλή νξίδνπζα: 

   ή ή
xx xy 2

f f xx yy xy

yx yy

f f
Δ H f f f f

f f
     

Δίλαη ε γλσζηή δηαθξίλνπζα. Γηα ηνλ παξαπάλσ Δζζηαλό πίλαθα ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ  

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ νξνινγία πνπ αλαπηύμακε παξαπάλσ γηα ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο. Έηζη ιέκε όηη 

είλαη:  

 ζεηηθά νξηζκέλνο,(εκηνξηζκέλνο), αξλεηηθά νξηζκέλνο (εκηνξηζκέλνο), αόξηζηνο   

Παξαηεξνύκε ηώξα όηη νη ραξαθηεξηζκνί ηεο θπξηόηεηαο κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ εζζηαλό πίλαθα, νπόηε ε ζπλάξηεζε είλαη: 

 θπξηή αλ ν εζζηαλόο πίλαθαο είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο ζε όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή: 

 2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

 θνίιε αλ ν εζζηαλόο πίλαθαο είλαη αξλεηηθά εκηνξηζκέλνο ζε όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή: 

  2

f xx yy xx yy xyf H 0 : {f 0, f 0, Δ f f f 0}          

Δπηπιένλ ζα είλαη γλήζηα θπξηή/θνίιε αλ ν εζζηαλόο πίλαθαο είλαη νξηζκέλνο ζεηηθά/αξλεηηθά 

ζε όια ηα ζεκεία ζηελ πεξηνρή, εθηόο ίζσο από έλα δηαθξηηό πιήζνο ζεκείσλ.   

Παξαηήξεζε. ΢ηελ παξαπάλσ κνξθή ν ραξαθηεξηζκόο ηεο θπξηόηεηαο αληηζηνηρεί ζηνλ γλσζηό 

γηα ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 2
ε
 παξάγσγν. Γεσκεηξηθά, ε θπξηόηεηα 

ηεο f(x,y)  ραξαθηεξίδεηαη από ηηο αληίζηνηρεο  ηδηόηεηεο θπξηόηεηαο ησλ θαηαθόξπθσλ ηνκώλ ηεο 

επηθάλεηαο: z f(x,y) , πξνο όιεο ηηο θαηεπζύλζεηο, όπσο δηαπηζηώζακε θαη πξνεγνπκέλσο.  Οη 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ζεσξνύληαη θαη θπξηέο θαη θνίιεο, αιιά όρη γλήζηα. 
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7. Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο.  
Μηα ζπλάξηεζε ηξηώλ κεηαβιεηώλ f(x,y,z)  έρεη 3 παξαγώγνπο 1εο ηάμεο: 

x y z{f , f , f }  

΢ηε ζπλέρεηα έρεη 23 9  παξαγώγνπο 2εο ηάμεο, εθ ησλ νπνίσλ κόλν νη 6 κπνξεί λα είλαη 

δηαθνξεηηθέο, δηόηη ε ζεηξά παξαγώγηζεο δελ παίδεη ξόιν, ππνζέηνληαο όηη είλαη ζπλερείο. 

΢ρεκαηίδνπλ έλαλ ζπκκεηξηθό πίλαθα δηάζηαζεο 3, πνπ θαιείηαη δεύηεξε παξάγωγνο ή Δζζηαλόο 

πίλαθαο δεύηεξσλ παξαγώγσλ, θαη παξηζηάλεηαη κέλα από ηα ζύκβνια:  

xx xy xz

2

f yx yy yz

zx zy zz

f f f

D f f H f f f

f f f

 
 

    
 
 

, όπνπ: 
xy yx xz zx yz zyf f , f f , f f    

Οη ηδηόηεηεο θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο ραξαθηεξίδνληαη από ην πξόζεκν ηνπ παξαπάλσ 

εζζηαλνύ πίλαθα, ζύκθσλα κε ηελ γεληθή ζεωξία ραξαθηεξηζκνύ ζπκκεηξηθώλ πηλάθωλ πνπ 

παξνπζηάδεηαη ζε εηδηθό θεθάιαην ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληηζηνηρία κε 

ηηο ηεηξαγσληθέο κνξθέο 3 κεηαβιεηώλ, θαη ηνπο αληίζηνηρνπο ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο 3 3 : 

 2 2 2Q(x,y,z) αx βy γz 2δxy 2εyz 2δzx       

α δ δ

S δ β ε

δ ε γ

 
 

  
 
 
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ΚΤΡΣΟΣΗΣΔ΢ 

8. Κπξηόηεηα ηζνζηαζκηθώλ  
΢ε πξνεγνύκελν θεθάιαην εμεηάζακε ηνλ ξπζκό ππνθαηάζηαζεο πνπ νξίδεηαη από ηελ θιίζε ησλ  

ηζνζηαζκηθώλ θαη πσο απηή ζπλδέεηαη κε ηηο 1
εο

 παξαγώγνπο ηεο ζπλάξηεζεο. Αληίζηνηρα, ε 

θακππιόηεηα ησλ ηζνζηαζκηθώλ ζπλδέεηαη κε ηηο 2
εο

 παξαγώγνπο ηεο ζπλάξηεζεο. Λέκε όηη: 

 ε ζπλάξηεζε f(x,y)  νξίδεη θθίνονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ ηος y  από ηο x  αλ ην y (x)  είλαη 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ x . Γειαδή, θαζώο ην x απμάλεη θάζε επηπιένλ κνλαδηαία αύμεζή ηνπ 

ππνθαζηζηά (αληηζηαζκίδεη) όιν θαη κηθξόηεξε y πνζόηεηα, νξηαθά. 

 ε ζπλάξηεζε f(x,y)  νξίδεη αύξονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ ηος y  από ηο x  αλ ην y (x)  είλαη 

αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ x . Γειαδή, θαζώο ην x απμάλεη θάζε επηπιένλ κνλαδηαία αύμεζή ηνπ 

ππνθαζηζηά (αληηζηαζκίδεη) όιν θαη κεγαιύηεξε y πνζόηεηα, νξηαθά. 

Γηαπηζηώλνπκε όηη κηα ζπλάξηεζε f(x,y)  νξίδεη: 

 θθίνονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ ηνπ y  από ην x  αλ ε πξώηε θαη ε δεύηεξε πιεγκέλε παξάγωγνο: 

y (x) θαη y (x) , έρνπλ αληίζεην πξόζεκν, όπωο ζηa παξαθάηω γξαθήκαηα {1,4}. 

 αύξονηα πςθμό ςποκαηάζηαζηρ ηνπ y  από ην x  αλ ε πξώηε θαη ε δεύηεξε πιεγκέλε παξάγωγνο : 

y (x) θαη y (x) , έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, όπωο ζηα παξαθάηω γξαθήκαηα {2,5}. 

 ζηαθεπό πςθμό ςποκαηάζηαζηρ  αλ ε δεύηεξε πιεγκέλε παξάγωγνο είλαη κεδεληθή: y (x) 0  , 

νπόηε νη ηζνζηαζκηθέο είλαη επζείεο, όπωο ζηα παξαθάηω γξαθήκαηα {3,6}. Απηό ηζρύεη γηα ηηο 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, αιιά θαη γηα ηηο εμαξηεκέλεο από απηέο.   

 

 

                 

 

       

      1.θζίλωλ          2. αύμωλ      3.ζηαζεξόο           4.θζίλωλ          5.αύμωλ               6.ζηαζεξόο 

                             ππνθαηάζηαζε                                                   αληηζηάζκηζε 

 

Παξάδεηγκα. ΢ηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0, y 0}   ζεσξνύκε ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο θαη ηηο 

αληίζηνηρεο ηζνζηαζκηθέο ηνπο: 

1. f(x,y) xy , νξίδεη θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x  

2. 2 2f(x,y) x y  ,  νξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο ηνπ y  από ην x  

3. 2f(x,y) y x  , νξίδεη θζίλνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο (αληηζηάζκηζεο) ηνπ y  από ην x  

4. 2f(x,y) y x  , νξίδεη αύμνληα ξπζκό ππνθαηάζηαζεο  (αληηζηάζκηζεο) ηνπ y  από ην x  

5. 2 2 2f(x,y) x 2xy y (x y)      , νξίδεη ζηαζεξό ξπζκό ππνθαηάζηαζεο  

΢εκ. ΢ηελ ππνθαηάζηαζε, αλ ην y (x)  είλαη αύμνλ ή θζίλνλ ηόηε ην αληίζηξνθν x (y)  ζα έρεη ηελ 

ίδηα ηδηόηεηα. ΢ηελ αληηζηάζκηζε ηζρύεη ην αληίζεην, όπσο δηαπηζηώλνπκε θαη γξαθηθά από ηα 

ζρήκαηα. 

 

 

 

 

2

2

5. (x y) c

x y c

 

  
  

2

2

4. y x c

y x c

 

  
  

2

2

y x c

x y c

 

  
 

2 22. x y c    1. xy c   



 9 

9. Κπξηόηεηα ζηαζκηθώλ πεξηνρώλ  
Οη θπξηέο/θνίιεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ δηάθνξεο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο πνπ είλαη ρξήζηκεο ζηηο 

εθαξκνγέο, αληίζηνηρεο κε απηέο ησλ ζπλαξηήζεσλ κηαο κεηαβιεηήο.  

Γεωμεηπικέρ ιδιόηηηερ κςπηών ζςναπηήζεων 

1. Η επηθάλεηα βξίζθεηαη πάνω από ηα εθαπηόμενα επίπεδα, δειαδή νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

κεγαιύηεξεο από ηηο ηηκέο ηωλ γξακκηθώλ ηεο επεθηάζεωλ. 

2. Η  επηθάλεηα βξίζθεηαη κάηω από ηιρ σοπδέρ πνπ ελώλνπλ δύν ζεκεία ηεο, δειαδή νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηα ελδηάκεζα ζεκεία είλαη κηθξόηεξεο από ηα αληίζηνηρα ελδηάκεζα ηωλ ηηκώλ ηεο ζηα 

αθξαία ζεκεία. Λέκε όηη ε ζπλάξηεζε βξίζθεηαη θάηω από ηηο γξακκηθέο παξεκβνιέο ηωλ ηηκώλ ηεο. 

3. Μια κςπηή ζςνάπηηζη έσει ηιρ  κάηω ζηαθμικέρ ηηρ κςπηέρ. Έηζη, ζύκθωλα θαη κε ην 2, νη ηηκέο 

ηεο ζηα ελδηάκεζα ζεκεία είλαη κηθξόηεξεο από ηηο ηηκέο ηεο ζηα αθξαία ζεκεία ζηελ ίδηα  

ηζνζηαζκηθή. 

΢ην γξάθεκα παξαπιεύξσο δείρλνπκε κηα 

αύμνπζα θπξηή ζπλάξηεζε, κηα ηζνζηαζκηθή ηεο 

θαη ηελ αληίζηνηρε θάησ ζηαζκηθή πνπ είλαη 

πξάγκαηη  θπξηή πεξηνρή. Αλ ελώζνπκε δύν 

ζεκεία ζηελ ηζνζηαζκηή, ζηα ελδηάκεζα ε 

ζπλάξηεζε έρεη ρακειόηεξεο ηηκέο. 

Η παξαπάλσ ηδηόηεηα 3 είλαη κηα επξύηεξε ηδηόηεηα θαη ηελ έρνπλ πνιιέο ζπλαξηήζεηο πνπ δελ 

είλαη θπξηέο. Δίλαη αξθεηά ζεκαληηθή ζηηο εθαξκνγέο, θαη νξίδεη κηα εηδηθή θαηεγνξία 

ζπλαξηήζεσλ, σο εμήο: 

Οιονεί κςπηή θαιείηαη κηα ζπλάξηεζε αλ έρεη θπξηέο ηηο κάηω ζηαθμικέρ. 

΢΄ απηή ηελ πεξίπησζε γηα θάζε δεύγνο ζπλδπαζκώλ 
0 0(x ,y )  θαη 

1 1(x ,y )  

ζηελ  ίδηα ηζνζηαζκηθή, ε ζπλάξηεζε ζα έρεη κηθξόηεξε ηηκή ζηνπο 

ελδηάκεζνπο (θπξηνύο) ζπλδπαζκνύο:  

  
t 0 1 t 0 1{x (1 t)x tx , y (1 t)y ty }       κε 0 t 1  ,   

δηόηη ζα βξίζθνληαη όινη ζηελ αληίζηνηρε θάησ ζηαζκηθή: 

   
0 0 1 1 t tf(x ,y ) f(x ,y ) c f(x ,y ) c       

Παξαηεξνύκε εηδηθά όηη έλαο αύμσλ κεηαζρεκαηηκόο θπξηήο ζπλάξηεζεο κπνξεί λα κελ είλαη 

θπξηή, αιιά ζα έρεη ηηο ίδηεο ηζνζηαζκηθέο θαη ηηο ίδηεο πάλσ θαη θάησ ζηαζκηθέο, νπόηε ζα έρεη θαη 

ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα, δειαδή ζα είλαη νηνλεί θπξηή . Γηαπηζηώζακε όηη: 

Κάθε αύξων μεηαζσημαηιζμόρ κςπηήρ ζςνάπηηζηρ είναι οιονεί κςπηή ζςνάπηηζη 

Γηα ηνλ ίδην ιόγν:   

Κάθε αύξων μεηαζσημαηιζμόρ οιονεί κςπηήρ ζςνάπηηζηρ είναι οιονεί κςπηή ζςνάπηηζη   

Παξάδεηγκα. Η ζπλάξηεζε 2 2f(x,y) x y   είλαη σο γλσζηόλ θπξηή, εμάιινπ είλαη άζξνηζκα 

θπξηώλ. Δπνκέλσο, νηνλεί θπξηέο ζα είλαη θαη νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη αύμνληεο 

κεηαζρεκαηηζκνί ηεο: 

 1/2 2 2f x y  , ρ 2 2 ρf (x y )   κε ρ 0 ,  2 2lnf 1 ln(x y ) 1    , f 2 2e exp(x y )     

 
Αληίζηνηρεο ηδηόηεηεο ηζρύνπλ γηα θνίιεο ζπλαξηήζεηο. Έρνπκε: 

Γεωμεηπικέρ ιδιόηηηερ κοίλων ζςναπηήζεων 

1. Η επηθάλεηα βξίζθεηαη κάηω από ηα εθαπηόμενα επίπεδα, δειαδή νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

κηθξόηεξεο από ηηο ηηκέο ηωλ γξακκηθώλ ηεο επεθηάζεωλ. 

2. Η  επηθάλεηα βξίζθεηαη πάνω από ηιρ σοπδέρ πνπ ελώλνπλ δύν ζεκεία ηεο, δειαδή νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηα ελδηάκεζα ζεκεία είλαη κεγαιύηεξεο από ηα αληίζηνηρα ελδηάκεζα ηωλ ηηκώλ ηεο ζηα 

αθξαία ζεκεία. Λέκε όηη ε ζπλάξηεζε βξίζθεηαη πάλω από ηηο γξακκηθέο παξεκβνιέο ηωλ ηηκώλ ηεο. 

3. Μια κοίλη ζςνάπηηζη έσει ηιρ  πάνω ζηαθμικέρ ηηρ κςπηέρ. Έηζη, ζύκθωλα θαη κε ην 2, νη ηηκέο 

ηεο ζηα ελδηάκεζα ζεκεία είλαη κεγαιύηεξεο από ηηο ηηκέο ηεο ζηα αθξαία ζεκεία ζηελ ίδηα  

ηζνζηαζκηθή. 

 

 

f c  

f 

 

z
 

x
 

y

 

x
 

y

 

f c   

f(x,y) c   

0 0(x ,y )   

f    
1 1(x ,y )   
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΢ην γξάθεκα παξαπιεύξσο δείρλνπκε κηα αύμνπζα 

θνίιε ζπλάξηεζε, κηα ηζνζηαζκηθή ηεο θαη ηελ 

αληίζηνηρε πάλσ ζηαζκηθή πνπ είλαη πξάγκαηη  θπξηή 

πεξηνρή. Αλ ελώζνπκε δύν ζεκεία ζηελ ηζνζηαζκηή, 

ζηα ελδηάκεζα ε ζπλάξηεζε έρεη πςειόηεξεο ηηκέο. 

Η παξαπάλσ ηδηόηεηα 3 είλαη κηα επξύηεξε ηδηόηεηα θαη 

ηελ έρνπλ πνιιέο ζπλαξηήζεηο πνπ δελ είλαη θνίιεο. 

Δίλαη αξθεηά ζεκαληηθή ζηηο εθαξκνγέο, θαη νξίδεη κηα 

εηδηθή θαηεγνξία ζπλαξηήζεσλ, σο εμήο: 

Οιονεί κοίλη θαιείηαη κηα ζπλάξηεζε αλ έρεη ηηο πάνω ζηαθμικέρ θπξηέο. 

΢΄ απηή ηελ πεξίπησζε γηα θάζε δεύγνο ζπλδπαζκώλ 
0 0(x ,y )  θαη 

1 1(x ,y )  

ζηελ  ίδηα ηζνζηαζκηθή, ε ζπλάξηεζε ζα έρεη κεγαιύηεξε ηηκή ζηνπο 

ελδηάκεζνπο (θπξηνύο) ζπλδπαζκνύο:  

  
t 0 1 t 0 1{x (1 t)x tx , y (1 t)y ty }       κε 0 t 1  ,   

δηόηη ζα βξίζθνληαη όινη ζηελ αληίζηνηρε πάλσ ζηαζκηθή: 

   
0 0 1 1 t tf(x ,y ) f(x ,y ) c f(x ,y ) c       

Παξαηεξνύκε εηδηθά όηη θάζε αύμσλ κεηαζρεκαηηκόο θνίιεο ζπλάξηεζεο ζα έρεη ηηο ίδηεο 

ηζνζηαζκηθέο θαη ηηο ίδηεο πάλσ θαη θάησ ζηαζκηθέο, νπόηε ζα έρεη θαη ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα. 

Γεληθόηεξα: 

Κάθε αύξων μεηαζσημαηιζμόρ κοίληρ ζςνάπηηζηρ είναι οιονεί κοίλη ζςνάπηηζη 

Κάθε αύξων μεηαζσημαηιζμόρ οιονεί κοίληρ ζςνάπηηζηρ είναι οιονεί κοίλη ζςνάπηηζη 

Παξάδεηγκα. Η ζπλάξηεζε 1/2 1/2f(x,y) x y x y     είλαη σο γλσζηόλ θνίιε, θαη σο άζξνηζκα 

θνίισλ. Δπνκέλσο, νηνλεί θνίιεο ζα είλαη θαη νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη αύμνληεο 

κεηαζρεκαηηζκνί ηεο: 

 2 1/2 1/2 2f (x y )  ,   1/2 1/2 1/2 1/2lnf f ln(x y ) (x y )       

  

Παξάδεηγκα. Η C-D: α βf(x,y) x y  κε  α 0, β 0   είλαη σο γλσζηό θνίιε α β 1   . 

Δπνκέλσο ε  2 3h(x,y) x y δελ είλαη θνίιε. Δίλαη όκσο νηνλεί θνίιε, δηόηη έρνπκε: 

 1/5 2 3 1/5 2/5 3/5f h (x y ) x y    είλαη θπξηή  

Δπνκέλσο ε 5h f  είλαη θνίιε σο αύμσλ κεηαζρεκαηηζκόο θνίιεο. 

Παξαηήξεζε. Η παξαπάλσ ηδηόηεηα πξνθύπηεη θαη άκεζα από ηελ ζρέζε: 

 2 3 1/3 2/3h(x,y) x y c y c x    , πάλσ κέξνο ππεξβνιήο 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη όηη όιεο νη παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο C-D: α βf(x,y) x y , είλαη 

νηνλεί θνίιεο.  

 
Παξαηήξεζε. Οη νηνλεί θπξηέο/θνίιεο ζπλαξηήζεηο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο δηόηη θάζε θζίλσλ 

κεηαζρεκαηηζκόο   ελαιιάζζεη ηηο πάλσ κε ηηο θάησ ζηαζκηθέο. Βέβαηα ελαιιάζζεη θαη ηηο 

κνλνηνλίεο. Δπνκέλσο: 

Κάθε θθίνων μεηαζσημαηιζμόρ εναλλάζζει ηην οιονεί κςπηόηηηα και ηην μονοηονία 

 

Παξάδεηγκα. Η CES: 1 1f(x,y) 2x y    είλαη σο γλσζηό θζίλνπζα θπξηή, θαη σο άζξνηζκα 

θζηλνπζώλ θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ. Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε: 

 1 1 1 1 1
h f (x y )

1 1

x x

      
 

 
 

   

είλαη αύμνπζα νηνλεί θνίιε σο θζίλσλ κεηαζρεκαηηζκόο ηεο. 

 
 

f(x,y) c   

0 0(x ,y )   f    

1 1(x ,y )   

z c  

x
 

y

 f 

 
y

 

x
 

z
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

10. Γεύηεξν δηαθνξηθό 
Ο ραξαθηεξηζκόο ηεο θπξηόηεηαο ζπλαξηήζεσλ πνπ δώζακε παξαπάλσ κπνξεί λα εξκελεπηεί 

ρξεζηκνπνηώληαο ην  2ν δηαθνξηθό. Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: 

f(x,y)   

Αλ ηα {x,y}  κεηαβιεζνύλ θαηά {Δx, Δy}  ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα κεηαβιεζεί θαηά: 

 Δf f(x Δx,y Δy) f(x,y)      

Όπσο θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο, κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ηηο κεηαβνιέο κε 

δηαθνξηθά, ηδίσο όζνλ αθνξά ηα πξόζεκα. Γηα ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ, ην πξώην 

δηαθνξηθό θαη ην δεύηεξν δηαθνξηθό νξίδνληαη κε ηηο παξαζηάζεηο: 

 
x ydf f dx f dy  , θαη 2 2 2

xx xy yyd f f dx 2f dxdy f dy    όπνπ: {Δx dx, Δy dy}    

΢ε αληηζηνηρία κε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε βξίζθνπκε όηη ην πξώην δηαθνξηθό αθνξά ηελ 

κεηαβνιή πάλσ ζην εθαπηόκελν επίπεδν θαη δίλεη κηα πξώηε εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο ζηελ ηηκή 

ηεο ζπλάξηεζεο: 

x yΔf df f dx f dy    

Δηδηθόηεξα, ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο Δf   ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηνπ δηαθνξηθνύ df  αλ απηό 

είλαη κε κεδεληθό, δειαδή αλ δελ κεδελίδνληαη ακθόηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη. ΢ε αληηζηνηρία κε 

ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε, βξίζθνπκε όηη κηα θαιιίηεξε εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο ζηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο δίλεηαη αλ ζην πξώην δηαθνξηθό πξνζζέζνπκε θαη ην κηζό ηνπ δεύηεξνπ δηαθνξηθνύ, 

νπόηε έρνπκε:: 

  2 2 2

x y xx xy yy

1 1
Δf df d f [f dx f dy] [f dx 2f dxdy f dy ]

2 2
        

Δηδηθόηεξα, ν ραξαθηεξηζκόο ηεο θπξηόηεηαο αθνξά ην πξόζεκν ηεο δηαθνξάο: Δf df . 

Γεσκεηξηθά αθνξά ηελ ζρέζε ηεο επηθάλεηαο σο πξνο ην εθαπηόκελν επίπεδν ζην ζπγθεθξηκέλν 

ζεκείν, ζεηηθό αλ ε επηθάλεηα βξίζθεηαη πάλσ από ην εθαπηόκελν επίπεδν νπόηε ιέκε όηη είλαη 

θπξηή, αξλεηηθό αλ βξίζθεηαη από θάησ νπόηε ιέκε όηη είλαη θνίιε. ΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ην 

πξόζεκν  απηό δίλεηαη από ην πξόζεκν ηνπ 2νπ δηαθνξηθνύ (όηαλ είλαη κε κεδεληθό) πνπ είλαη κηα 

ηεηξαγσληθή κνξθή  ηεο νπνίαο ην πξόζεκν θαζνξίδεηαη από ηνλ εζζηαλό πίλαθα ηεο ζπλάξηεζεο. 

Βξίζθνπκε έηζη ηνπο γλσζηνύο ραξαθηεξηζκνύο. Όια ηα παξαπάλσ γεληθεύνληαη άκεζα ζε 

πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο. 

 


