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II.3  ΜΔΡΙΚΔ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ  (B) 

1
εο
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1. Μεξηθέο παξάγσγνη 2. Δηδηθέο ζπλαξηήζεηο 3.Μνλνηνλία 4.Γξακκηθή πξνζέγγηζε 5.Γξαθήκαηα-

Δπηθάλεηεο 6.Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο  

ΑΛΤΩΣΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΗ.  

7.Απιόο θαλόλαο αιπζσηήο παξαγώγηζεο 8.Βαζηθόο θαλόλαο αιπζσηήο παξαγώγηζεο Ι 9.Βαζηθόο θαλόλαο 

αιπζσηήο παξαγώγηζεο ΙΙ 10.Γεληθόο θαλόλαο αιπζσηήο παξαγώγηζεο  

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

11.Γηαθνξηθά 

 

1
εο

 ΜΔΡΙΚΔ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

1. Μεξηθέο Παξάγωγνη 
Αλ έρνπκε ηξεηο κεηαβιεηέο {x,y,z} , όπνπ ε ηηκή ηεο κηαο έζησ z  θαζνξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ 

άιισλ δύν {x,y} , ηόηε ιέκε όηη έρνπκε ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: 

z z(x,y) , z f(x,y) ,  ... 

κε αλεμάξηεηεο ηηο {x,y}  θαη εμαξηεκέλε ηελ z . Σώξα ηα {x,y}  κπνξνύλ λα πάξνπλ ηηκέο 

αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. Σν ζύλνιν απηώλ ησλ ηηκώλ ζρεκαηίδνπλ ηελ πεξηνρή νξηζκνύ D ζην 

επίπεδν Oxy .  

Παξάδεηγκα   

1. x y , 2D R , όιν ην επίπεδν     

2. x y , 2D R : {x 0,y 0}


   , ζεηηθή πεξηνρή  

3. 1/2 1/2x y  , 2D R : {x 0, y 0}


   , γλήζηα ζεηηθή πεξηνρή 

4. x 2y , D {(x,y) : x 2y 0 y 2x}     , εκηεπίπεδν 

Παξαηήξεζε. Οη ζπλαξηήζεηο 2 2{f(x,y) 2x ,f(x) 2x }   κνηάδνπλ ζηελ εκθάληζε αιιά είλαη 

ηειείσο δηαθνξεηηθέο, δηόηη έρνπλ δηαθνξεηηθό πεδίν νξηζκνύ. Η πξώηε ην επίπεδν Oxy  αιιά ε 

ηηκή ηεο δελ κεηαβάιιεηαη κε ην y , ε δεύηεξε ηνλ x  άμνλα. 

 
Γηα ηελ κειέηε ζπλαξηήζεσλ δύν αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ εμεηάδνπκε θάζε θνξά ηελ εμάξηεζε 

από ηελ κηα κεηαβιεηή θξαηώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή (ceteris paribus). Με ζηαζεξή ηε κηα 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, νξίδνπκε: 

      
z f

x x

 


 
   ή  

x xz f : κεξηθή παξάγωγνο  ωο πξνο x , κε ζηαζεξό y  

      
z f

y y

 


 
   ή  

y yz f : κεξηθή παξάγωγνο  ωο πξνο y , κε ζηαζεξό x  

Μεηξνύλ ηελ οπιακή μεηαβολή ζηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή δειαδή ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, όηαλ 

κεηαβάιιεηαη κόλν ε κία αλεμάξηεηε θαηά κία κνλάδα, θξαηώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή.  

Παξάδεηγκα 

1. 2f(x,y) x xy   xf 2x y  ,  
yf x  

2. 2f(x,y) ln(x xy)    

2 2 2

x x

2 2 2

y y

f (x xy) / (x xy) (2x y) / (x xy)

f (x xy) / (x xy) x / (x xy)

      


    

 

3. 2

x yf(x,y) x 2 {f 2x}, {f 0}      

 
Παξαηήξεζε. Γηα ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο ε γλσζηή παξάγσγνο θαιείηαη θαη ζπλήζεο 

παξάγωγνο γηα δηάθξηζε από ηηο παξαπάλσ κεξηθέο. Παξηζηάλεηαη κε: 

 y y(x) y  ή  
dy

dx
 ή θαη  

xy  
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2. Δηδηθέο ζπλαξηήζεηο 
 Γξακκηθή: z αx βy γ   , κε ζηαζεξέο κεξηθέο παξαγώγνπο: 

x yz α, z β   

Δηδηθόηεξα: γξακκηθή νκνγελήο: z αx βy  , ζηαζεξή: z γ  

 Σεηξαγωληθή ή παξαβνιηθή: 

 2 2z αx 2βxy γy δx εy δ         
x{z 2αx 2βy δ   , 

yz 2βx 2γy ε}    

Δηδηθόηεξα: ηεηξαγωληθή νκνγελήο ή ηεηξαγωληθή κνξθή: 2 2z αx 2βxy γy    

 Cobb-Douglas (C-D): α βf(x,y) x y κε 2D R {x 0,y 0)


     

                                        α 1 β α β 1

x yf αx y , f βx y     

 CES:  
rr

2 2

yx
f(x,y)

α β
   κε 2D R {x 0,y 0)


     

               r 1 2 r 1 2

x y{f rx / α , f ry / β }     

  Leontηeff:  max  ή min  γξακκηθώλ, π.ρ.  

    
αν αν αν

αν αν αν
x y

2x y 2x 2 y 2x 0 y 2x
z max{2x,y} f , f

y  y 2x 0  y 2x 1  y 2x

    
      

    
 

ηα ζεκεία ηεο επζείαο: y 2x , ε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο αιιά νη 

παξάγσγέο ηεο δελ είλαη ζπλερείο. Έρνπλ βεκαηηθή αζπλέρεηα  

3. Μνλνηνλία  
Γηα ζπλαξηήζεηο δύν κεηαβιεηώλ ε κνλνηνλία ραξαθηεξίδεηαη σο πξνο θάζε κεηαβιεηή ρσξηζηά. 

Έηζη ζε θάπνηα πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ, κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: f(x,y) , ραξαθηεξίδεηαη: 

ωο πξνο x :   { x αύμνπζα αλ 
xf 0} , {x θζίλνπζα αλ 

xf 0 }   

ωο πξνο y :   { y αύμνπζα αλ 
yf 0} , {y θζίλνπζα αλ 

yf 0 } 

Αλ ακθόηεξεο  έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, ηόηε ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη κνλόηνλε.  Δηδηθόηεξα, ηελ 

ιέκε: 

αύμνπζα αλ είλαη ακθόηεξεο  ζεηηθέο: x y{f 0, f 0}  ,    

θζίλνπζα αλ είλαη ακθόηεξεο αξλεηηθέο: x y{f 0, f 0}   

Μάιηζηα αλ ζε κηα κνλόηνλε ζπλάξηεζε ηνπιάρηζηνλ ε κηα αληζόηεηα είλαη γλήζηα, ηόηε ε 

ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλόηνλε. 

ηάζηκα θαινύληαη ηα ζεκεία ζηα νπνία κεδελίδνληαη ακθόηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη:  

x y{f 0,f 0}   

Θα ηα κειεηήζνπκε ζε επόκελν θεθάιαην. ηα ζεκεία απηά ζπλήζσο αιιάδεη ε κνλνηνλία, νπόηε 

είλαη ζεκεία αθξόηαηεο ηηκήο γηα ηελ ζπλάξηεζε, κέγηζηε ή ειάρηζηε,  αιιά όρη απαξαίηεηα. Οη 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο: 

f αx βy γ    

δελ έρνπλ ζηάζηκα ζεκεία εθηόο αλ {α 0,β 0}   νπόηε όια ηα ζεκεία είλαη ζηάζηκα. 

Παξάδεηγκα.  

1. 2 2f(x,y) 2x y   x yf (x,y) (f ,f ) (4x,2y)               

Η κνλνηνλία είλαη δηαθνξεηηθή ζην θάζε ηεηαξηεκόξην, όπσο 

θαίλεηαη ζην γξάθεκα παξαπιεύξσο. Σν ζεκείν (0,0)  είλαη ζηάζηκν 

κε κεδεληθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο. Δίλαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο δηόηη 

ζε θάζε άιιν ζεκείν ε ηηκή ηεο είλαη γλήζηα ζεηηθή.  

2. 
x yf(x,y) 2x y 1 {f 2 0,f 1 0}        , γλήζηα αύμνπζα, 

παληνύ. 

 

 

 

f 2x   

y 2x   y 2x   

y 2x   

f y   

x

y

f 0

f 0




 

x

y

f 0

f 0




 

x

y

f 0

f 0




 

x

y

f 0

f 0




 

y   

x   
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4. Γξακκηθή πξνζέγγηζε 
κηαο ζπλάξηεζεο f(x,y)  ζε θάπνην ζεκείν 

0 0(x ,y ) , θαιείηαη ε γξακκηθή ζπλάξηεζε πνπ έρεη ηελ 

ίδηα ηηκή θαη ηηο ίδηεο παξαγώγνπο κε ηελ ζπλάξηεζε, ζαπηό ην ζεκείν. Θα έρεη ηελ παξάζηαζε: 

  
γρ 0 x 0 y 0f (x,y) f f (x x ) f (y y )       , όπνπ: 

0 0 0f f(x ,y ) ,  
x x 0 0f f (x ,y ) , y y 0 0f f (x ,y )  

ηα ζηάζηκα ζεκεία ε γξακκηθή πξνζέγγηζε είλαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε.  

Παξάδεηγκα. 3 2f x xy y    ζην 2

0 0 0 x y(x 1,y 0) {f 1, f 3x y 3,f x 2y 1}          . 

Γξακκηθή πξνζέγγηζε ζην ζεκείν (1,0) : 
γρf 1 3(x 1) y 2 3x y         

Παξαηήξεζε. ηα πνιπώλπκα, όπσο ην παξαπάλσ, κπνξνύκε λα αλαπηύμνπκε ζε δπλάκεηο ησλ 

0 0{x x ,y y }  , αληηθαζηζηώληαο: 

0 0 0 0x (x x ) x , y (y y ) y        

ηε ζπλέρεηα κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε θξαηώληαο κόλν ηηο δπλάκεηο κέρξη 

1
νπ

 βαζκνύ. Έηζη ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα, αληηθαζηζηνύκε: x (x 1) 1, y y    , θαη βξίζθνπκε 

 

3 2 3 2 2

2 2 3

f [(x 1) 1] [(x 1) 1]y y [(x 1) 3(x 1) 3(x 1) 1] [x 1)y y} y

[1 3(x 1) y] [3(x 1) (x 1)y y ] (x 1) f 1 3(x 1) y


                 

               
  

 

5. Γξαθήκαηα-Δπηθάλεηεο: z f(x,y)  
Αλ παξαζηήζνπκε ηηο ηηκέο z  σο ύςε πάλσ από ηα αληίζηνηρα ζεκεία 

(x,y)  ηνπ επηπέδνπ,  ζρεκαηίδεηαη κηα επηθάλεηα ζηνλ ηξηζδηάζηαην 

ρώξν  Oxyz  ηελ νπνία ζεσξνύκε σο ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο, 

όπνπ:  

 ζηαζεξό x , αληηζηνηρεί ζε ηνκή ηεο επηθάλεηαο κε θαηαθόξπθν 

επίπεδν θάζεην ζηνλ x άμνλα. Γίλεη κηα θακπύιε ζηνλ ρώξν πνπ 

εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ηνπ y , όπσο ζην γξάθεκα: 

{z f(x,y), x α} z(y) f(α,y)    ,  

Σελ κειεηνύκε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ y παξάγσγν.  

 ζηαζεξό y , αληηζηνηρεί ζε ηνκή ηεο επηθάλεηαο κε θαηαθόξπθν 

επίπεδν θάζεην ζηνλ y άμνλα. Γίλεη κηα θακπύιε ζηνλ ρώξν πνπ 

εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ηνπ x , όπσο ζην γξάθεκα:  

{z f(x,y), y β} z(x) f(x,β)    ,   

Σελ κειεηνύκε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ x παξάγσγν. 

 Καηαθόξπθεο ηνκέο πξνο άιιεο θαηεπζύλζεηο βξίζθνπκε 

παίξλνληαο ηελ ζύλζεζή ηεο κε κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε επζείαο 

  {z f(x,y), y αx β} z(x) f(x,αx β)       

Γίλεη κηα θακπύιε ζηνλ ρώξν πνπ εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ηνπ x , όπσο ζην γξάθεκα. 

Παξαηήξεζε. Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο νξίδνπλ επίπεδεο επηθάλεηεο, θαη νη ζηαζεξέο κεξηθέο 

παξάγσγνη καο δίλνπλ ηηο θιίζεηο ηεο επηθάλεηαο ζηηο δύν θαηεπζύλζεηο. Αληίζηνηρα, νη γξακκηθέο 

πξνζεγγίζεηο καο δίλνπλ ηα εθαπηόκελα επίπεδα ζηα δηάθνξα ζεκεία κηαο επηθάλεηαο. 

6.Πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο.  
Σα παξαπάλσ γεληθεύνληαη άκεζα ζε ζπλαξηήζεηο πεξηζζόηεξσλ κεηαβιεηώλ, όπνπ ζε θάζε ηέηνηα 

κεηαβιεηή αληηζηνηρεί θαη κηα κεξηθή παξάγσγνο. Αληίζηνηρα νξίδεηαη ε κνλνηνλία, ελώ ζηάζηκα 

είλαη ηώξα ηα ζεκεία ζηα νπνία κεδελίδνληαη όιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη. 

Παξάδεηγκα. xz 2w(x,y,z) xye xz  , ζπλάξηεζε ηξηώλ κεηαβιεηώλ 

 xz 2 xz xz 2 xz 2

x x xw (xye ) (xz ) (ye xye z) (z ) y(1 xz)e z       

 xz 2 xz xz

y y yw (xye ) (xz ) xe 0 xe     ,   xz 2 xz 2 xz

z z zw (xye ) (xz ) (xye x) (x2z) x ye 2xz       

Αληίζηνηρα γεληθεύνληαη ε γξακκηθή πξνζέγγηζε.                                                                            

z f(α,y)  

z f(x,β)  

y β  
x α  

x  

y αx β   

z f(x,y)  
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ΑΛΤΩΣΗ ΠΑΡΑΓΩΓΙΗ 

7. Απιόο θαλόλαο αιπζωηήο παξαγώγηζεο 
Θεσξνύκε ηελ ζύλζεζε: 

με{u u(z) z z(x,y)} u u(x,y)     

u : εμαξηεκέλε, {x,y} : αλεμάξηεηεο, z : ελδηάκεζε 

 
u du z u du z

,
x dz x y dz y

    
  

    
 ή  x z x y z yu u z , u u z    ή  x x y yu u z , u u z    

Πξνθύπηεη από ηνλ γλσζηό  θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο ζπλαξηήζεσλ 

κηαο κεηαβιεηήο, όπνπ παξαγσγίδνπκε θάζε θνξά σο πξνο ηελ κηα αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή {x,y}  ζεσξώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή. Η έλλνηα ηεο παξαπάλσ ηζόηεηαο είλαη όηη: 

 ζην αξηζηεξό κέξνο πξώηα αληηθαζηζηνύκε ηηο δνζείζεο ζπλαξηήζεηο θαη κεηά παξαγωγίδνπκε, ελώ 

ζην δεμηό κέξνο πξώηα παξαγωγίδνπκε ηηο δνζείζεο ζπλαξηήζεηο θαη κεηά αληηθαζηζηνύκε.  

Γειαδή, από ηηο επηκέξνπο παξαγώγνπο ππνινγίδνπκε ηηο παξαγώγνπο ηεο ζύλζεηεο.   

Παξάδεηγκα. Θα επαιεζεύζνπκε ηνλ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο ππνινγίδνληαο ηα δπν κέξε: 

 με z{u e z xy}   xyu e  ,   xy z xy xy z xyu du z u du z
ye , e y e y , xe , e x e x

x dz x y dz y

     
        

      
 

8. Βαζηθόο θαλόλαο αιπζωηήο παξαγώγηζεο Ι 
{z z(x,y)  κε x x(t) , y y(t)}   z z(t)  

z : εμαξηεκέλε, t : αλεμάξηεηε {x,y} : ελδηάκεζεο 

dz z dx z dy

dt x dt y dt

 
 
 

  ή  t x t y tz z x z y     ή   
x yz z x z y     

Λέκε όηη, ε  κεηαβιεηή t  επεξεάδεη ηελ z  κέζω ηωλ {x,y} , όπνπ οπιακά: 

1. νη δύν επηξξνέο δξνπλ πποζθεηικά, δίλνληαο  δύν όξνπο ζην δεμηό κέξνο.  

2. ζηε θάζε δηαδξνκή ε επηξξνή ζπληειείηαη κέζω ζύλζεζεο ζε δύν ζηάδηα 

δίλνληαο δεμηά ην γινόμενο ηωλ  αληίζηνηρωλ παξαγώγωλ ζηνλ θάζε όξν.   

Παξάδεηγκα. Θα επαιεζεύζνπκε ηνλ παξαπάλσ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο γηα ηελ ζύλζεζε: 

 με2 2 2 2{z x xy x lnt, y t } z (lnt) (lnt)t        

αξηζηεξό κέξνο: 21 1 1
z 2lnt t lnt 2t 2lnt t 2t lnt

t t t

   
              

   
 

δεμηό κέξνο: 2

x y

1 1 1
z x z y (2x y) x2t (2ln t t ) ln t2t 2ln t t 2t ln t

t t t
             

9. Βαζηθόο θαλόλαο αιπζωηήο παξαγώγηζεο ΙΙ 
{z z(x,y)  κε x x(s,t),y y(s,t) } z z(s,t)     

 z : εμαξηεκέλε, {s,t}  αλεμάξηεηεο, {x,y} : ελδηάκεζεο 

z z x z y

s x s y s

z z x z y

t x t y t

     
       


      

     

  ή  
s x s y s

t x t y t

z z x z y

z z x z y

  


  

  

Δίλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ πξνεγνύκελνπ βαζηθνύ θαλόλα Ι, όπνπ παξαγσγίδνπκε θάζε θνξά σο 

πξνο ηελ κηα αλεμάξηεηε κεηαβιεηή {s,t}  ζεσξώληαο ηελ άιιε ζηαζεξή.  

Παξάδεηγκα.  Θα επαιεζεύζνπκε ηoλ παξαπάλσ θαλόλα αιπζσηήο παξαγώγηζεο: 

 με 2{z xy x tlns,y t s }      2 2 2z xy (t lns)(t s ) t lns ts lns       

αξηζηεξό: 2

sz t / s 2tslns ts    

δεμηό: 2

x s y sz x z y yt / s x2s (t s )t / s (tlns)2s      2t / s st 2stlns    

αξηζηεξό: 2

tz 2tlns s lns  ,    δεμηό: 2

x t y tz x z y ylns x1 (t s )lns tlns      22tlns s lns           

ty y  

yz  xz  

t
 

y

 

x
 

z  

tx x  

t
 

z  

x  y  

t  s  t  s  

yz  xz  

zu u  
u  

z  

x  y  
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10. Γεληθόο θαλόλαο αιπζωηήο παξαγώγηζεο.  
Οη παξαπάλσ θαλόλεο αιπζσηήο παξαγώγηζεο γεληθεύνληαη ζε πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο θαη κε 

πεξηζζόηεξα ζηάδηα ζύλζεζεο, σο εμήο:  

Θεωξνύκε έλα δένδπο ζύνθεζηρ κε κηα θνξπθή πνπ παξηζηά ηελ αξρηθά εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. Σε 

θάζε ηελική ανεξάπηηηη κεηαβιεηή αληηζηνηρεί θαη έλαο ηύπνο αιπζωηήο παξαγώγηζεο, ν νπνίνο:  

1. Έρεη ηόζνπο πποζθεηικούρ όποςρ όζεο είλαη νη δηαδξνκέο πνπ θαηαιήγνπλ ζ’ απηή ηελ ηειηθή 

αλεμάξηεηε  κεηαβιεηή, αξρίδνληαο από ηελ θνξπθή. 

2. Ο θάζε πξνζζεηηθόο όξνο απνηειείηαη από ην γινόμενο ηων παπαγώγων πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνπο  

θιάδνπο ηεο δηαδξνκήο. 

Παξάδεηγκα. {w w(x,y,z), x x(s), y y(s,t), z z(s,v)} w w(x(s),y(s,t),z(s,v) w(s,t,v)        

w : εμαξηεκέλε,  {x,y,z} : ελδηάκεζεο, {s,t,v} : αλεμάξηεηεο 

        w s : ηξεηο δηαδξνκέο,  w t , w v : από κηα δηαδξνκή 

 
w w dx w y w z

s x ds y s z s
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 ή 
s x s y s z sw w x w y w z   ,   t y tw w y ,  

v z vw w z  

 

Παξάδεηγκα. {z z(x,y), y y(x)} z z(x,y(x)) z(x)     ,  κε  
dz z z dy

dx x y dx

 
 
 

 ή  
x yz z z y    

Δδώ ε κεηαβιεηή  x  είλαη θαη ελδηάκεζε θαη αλεμάξηεηε. Έρνπκε δύν παξαγώγνπο 

ηνπ z  ωο πξνο x   πνπ δηαθξίλνληαη κεηαμύ ηνπο από ηνλ δηαθνξεηηθό ζπκβνιηζκό 

 
dz

z
dx

 :  νιηθή παξάγωγνο. Καζώο ην x κεηαβάιιεηαη, ην y y(x)  επίζεο 

                                                κεηαβάιιεηαη 

                        x

z
z

x





: κεξηθή παξάγωγνο. Καζώο ην x κεηαβάιιεηαη, ην y  παξακέλεη ζηαζεξό. 

 

Παξάδεηγκα.  w w(x,y,z), z z(x,y)   w w(x,y,z(x,y)) w(x,y)   , κε: 

 
y y,z x,y y

w w w z

x x z x

   
 

   
,    

x,yx x,z x

w w w z

y y z y

   
 

   
 

Δδώ ηα {x,y}  είλαη θαη ελδηάκεζεο θαη αλεμάξηεηεο. Αιιά ηώξα θάλνπκε 

δηάθξηζε κεηαμύ ησλ δηαθνξεηηθώλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ρξεζηκνπνηώληαο 

επηπιένλ ζπκβνιηζκό, όπνπ εθηόο από ηελ κεηαβαιιόκελε κεηαβιεηή 

εκθαλίδνληαη θαη νη ακεηάβιεηεο πνπ κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθέο ζηελ θάζε πεξίπησζε: 

                                          x

y

w
w (x,y)

x





, x

y,z

w
w (x,y,z)

x





 

Π.ρ. {w xyz   κε z 2x y}  2 2w xy(2x y) 2x y xy      

Έρνπκε:  w w(x,y,z), z z(x,y) w w(x,y)     

αξηζηεξό: 2

xw (x,y) 4xy y  ,       δεμηό: 
x z xw (x,y,z) w (x,y,z)z (x,y)  2yz xy2 4xy y    

αξηζηεξό: 2

yw (x,y) 2x 2xy  ,     δεμηό: 2

y z yw (x,y,z) w (x,y,z)z (x,y) xz xy1 2x 2xy      
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11. Γηαθνξηθά  
Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε δύν κεηαβιεηώλ: 

f(x,y)   

Αλ ηα {x,y}  κεηαβιεζνύλ θαηά {Δx, Δy}  ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζα κεηαβιεζεί θαηά: 

 Δf f(x Δx,y Δy) f(x,y)      

Όπσο θαη ζηηο ζπλαξηήζεηο κηαο κεηαβιεηήο, κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ηηο κεηαβνιέο κε 

δηαθνξηθά. Γηα ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηα δηαθνξηθά δίλνληαη από ηηο κεηαβνιέο. Γηα ηελ 

κεηαβνιή ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο, δειαδή γηα ηεο ζπλάξηεζεο, παξαηεξνύκε όηη: 

1. Αλ κεηαβιεζεί  κόλν ην x  θαηά Δx dx  ηόηε ε ζπλάξηεζε ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 

 
x xd f f dx  

2. Αλ κεηαβιεζεί  κόλν ην y  θαηά Δy dy  ηόηε ε ζπλάξηεζε ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 

 
y yd f f dy  

Αλ κεηαβιεζνύλ ακθόηεξεο νη κεηαβιεηέο, θαηά {Δx dx, Δy dy}  , ηόηε ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

ζα κεηαβιεζεί νξηαθά θαηά: 

x ydf f dx f dy   

Λέκε όηη νη νξηαθέο κεηαβνιέο πξνζηίζεληαη. Σν παξαπάλσ κέγεζνο θαιείηαη (πξώην) δηαθνξηθό 

ηεο ζπλάξηεζεο ή ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο. Γεσκεηξηθά, ην παξαπάλσ δηαθνξηθό αληηζηνηρεί 

ζηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε. Γειαδή αθνξά ηελ κεηαβνιή πάλσ ζην εθαπηόκελν επίπεδν θαη δίλεη 

κηα πξώηε εθηίκεζε ηεο κεηαβνιήο ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο. Δηδηθόηεξα, ην πξόζεκν ηεο 

κεηαβνιήο Δf   ζπκπίπηεη κε ην πξόζεκν ηνπ δηαθνξηθνύ df  αλ απηό είλαη κε κεδεληθό, δειαδή αλ 

δελ κεδελίδνληαη ακθόηεξεο νη κεξηθέο παξάγσγνη.  

Παξάδεηγκα. Γεσκεηξηθά, ην γηλόκελν δύν κεγεζώλ παξηζηάλεη ην 

εκβαδόλ ελόο νξζνγώληνπ παξαιιεινγξάκκνπ: 
 z xy  

Γηα κεηαβνιέο {Δx,Δy}  ησλ δύν πιεπξώλ, ε κεηαβνιή θαη ην δηαθνξηθό 

ηνπ εκβαδνύ δίλνληαη από ηηο παξαζηάζεηο: 
Δz (x Δx)(y Δy) xy        yΔx xΔy ΔxΔy    

 
x ydz z dx z dy ydx xdy yΔx xΔy      , δηόηη: dx Δx, dy Δy   

Έηζη, ην δηαθνξηθό dz  ηνπ εκβαδνύ πξνζεγγίδεη ηελ κεηαβνιή ηνπ Δz , κε ηελ έλλνηα όηη 

παξαιείπεη κόλν ηνλ όξν ΔxΔy  πνπ είλαη ην εκβαδό ηνπ πάλσ δεμηά ηκήκαηνο ζην ζρήκα, θαη είλαη 

ζρεηηθά αζήκαλην γηα κηθξά {Δx,Δy} , αξθεί λα κελ έρνπκε dz 0 , δειαδή λα κελ αξρίδνπκε κε 

x 0  θαη y 0   

                                                         

Σα παξαπάλσ γεληθεύνληαη άκεζα ζε ζπλαξηήζεηο πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηώλ. Έηζη, γηα κηα 

ζπλάξηεζε 3 κεηαβιεηώλ, ζα έρνπκε: 

 
x y zf(x,y,z) df f dx f dy f dz     

Δx  x  

Δy  

y  
xy  

xΔy  

yΔx  

ΔxΔy  


