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ΔΞΙ΢Ω΢ΔΙ΢ 

1. Πιεγκέλεο  
θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο (ζπλήζσο πνιπζήκαληεο, δειαδή κε πεξηζζόηεξεο από κία ηηκέο) πνπ 

νξίδνληαη κέζσ εμηζώζεσλ. ΢ε κηα εμίζσζε νη κεηαβιεηέο δελ δηαθξίλνληαη θαηαξρήλ ζε 

εμαξηεκέλε θαη αλεμάξηεηε. Βξίζθνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο ιύλνληαο σο πξνο κηα από ηηο  

κεηαβιεηέο, ηελ νπνία θαη ζεσξνύκε εμαξηεκέλε.  

  F(x,y) c  {y y(x)}  ή {x x(y)}  

Παξάδεηγκα. 

1. 
2

2 2

2

y 1 x , δίτημε
x y 1

x 1 y ,  δίτημε

   
   

   

  

2. 2 2 y x, δ
x y 0

x y,  δίτημε

ίτημε 
   

 
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3. 2

2

y x 1, δίτημε
x y 1

x y 1,μονότημε

   
   

 
           

2 2

2 2

x y 0 (0,0),

x y 1,

  

  

4. σημείο

5. κενό
 

Παξαηεξνύκε όηη νη ηειεπηαίεο δύν εμηζώζεηο δελ νξίδνπλ ζπλαξηήζεηο. Γεληθά νη ζπλαξηήζεηο πνπ 

νξίδνληαη από ηηο εμηζώζεηο θαινύληαη θαη ιύζεηο ηνπο.   

Παξάδεηγκα.  α β{x y c, x 0, y 0}    κε c 0 , νξίδεη πιεγκέλα ζπλάξηεζε δύλακε, αξλεηηθή 

δύλακε αλ ηα {α,β}  έρνπλ ην ίδην πξόζεκν, ζεηηθή αλ έρνπλ αληίζεην πξόζεκν. Π.ρ. 

 α β 1/β α/β{x y c y c x }   ,   1/2 3/4 3/4 1/2 1/2 4/3 4/3 2/3{x y 2 y 2x y (2x ) 2 x }         

2.Πιεγκέλε παξαγώγηζε  
Η παξαγώγηζε πιεγκέλεο ζπλάξηεζεο κπνξεί λα εθηειεζηεί έκκεζα (δειαδή ρσξίο λα  βξνύκε 

πξώηα ηελ ίδηα ηελ ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη πιεγκέλα), παξαγσγίδνληαο ζηελ εμίζσζε F(x,y) c  

σο πξνο ηελ κία κεηαβιεηή, ζεωξώληαο  ηελ άιιε ωο ζπλάξηεζή ηεο, νπόηε έρνπκε: 

 σο πξνο x : F(x,y(x)) c F 0   ,        σο πξνο y : F(x(y),y) c F 0       

Η δηαδηθαζία θαιείηαη πιεγκέλε παξαγώγηζε, θαη ε παξάγσγνο πνπ βξίζθνπκε θαιείηαη πιεγκέλε 

παξάγσγνο δηόηη γεληθά εθθξάδεηαη κέζσ θαη ηνπ x  θαη ηνπ y , αιιά βέβαηα ηζρύεη κόλν γηα ηηο 

ηηκέο (x,y)  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε.  

y  y  y  y  

x  x  x  x  
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Παξάδεηγκα. 2 2x y 5  . Παξαγσγίδνπκε πιεγκέλα σο πξνο x , ζεσξώληαο ην 

y  σο πιεγκέλε ζπλάξηεζε ηνπ x , θαη βξίζθνπκε: 
2 2x y(x) 5  ,  2 2(x ) (y ) 5    2x 2yy 0 y (x) x / y       ,  

Π.ρ. γηα 2x 1 1 y 5 y 2 y x / y 1/ 2            

Παξαηήξεζε. Σελ ζπγθεθξηκέλε εμίζσζε κπνξνύκε λα ηελ ιύζνπκε σο πξνο 

y   θαη λα βξνύκε ηελ δεηνύκελε ζπλάξηεζε θαη ηελ παξάγσγό ηεο: 

 2 2 2 2x y 5 y 5 x y x / 5 x          

Αληηθαζηζηώληαο x 1 , βξίζθνπκε ηηο ίδηεο ηηκέο.   

  
Μία βαζηθή θαηεγνξία εμηζώζεσλ έρνπλ ηελ παξαθάησ κνξθή: 

π παx βy c    κε π 0 , {α 0, β 0, c 0}   , ζηε ζεηηθή πεξηνρή: {x 0,y 0}   

Γηαθξίλνπκε 3 βαζηθέο πεξηπηώζεηο, αλάινγα κε ηελ ηηκή ηνπ εθζέηε π 0 , όπσο θαίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα. Γίλνπκε θαη κηα ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε γηα ηελ θάζε πεξίπησζε. 

 

        2 2{π 2, x y 1}                    {π 1/ 2, x y 1}          1 1 x
{π 1, x y 1 y }

x 1

      


 

Παξάδεηγκα.   1/2 1/2x y c x y c      

1. Παξαγσγίδνπκε πιεγκέλα σο πξνο x , βξίζθνπκε γηα ηελ πιεγκέλε παξάγσγν: 
1/21/2

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2

yy1 1 x
(x ) (y ) c x y y 0 y y

2 2 y x x


 


                  0  

Βξήθακε αξλεηηθή παξάγσγν, νπόηε όζνλ αθνξά ηελ κνλνηνλία ε πιεγκέλε ζπλάξηεζε είλαη 

θζίλνπζα. Βέβαηα ε κνλνηνλία πξνθύπηεη θαη πην άκεζα, δηόηη γηα λα είλαη ζηαζεξό ην άζξνηζκα ζα 

πξέπεη ν έλαο όξνο λα κηθξαίλεη όηαλ ν άιινο απμάλεη.  

2. Παξαγσγίδνληαο εθ λένπ πιεγκέλα σο πξνο x , βξίζθνπκε 2ε παξάγσγν: 

1/2 1/2 3/2 3/2 1/21 1
(x y y ) 0 x y y y y y 0

2 2

                

Λύλνληαο σο πξνο y βξίζθνπκε γηα ηελ 2ε πιεγκέλε παξάγσγν: 

  1/2 3/2 3/2 21
y y x y y

2

       όπνπ: 2 y
(y )

x
   από ην 1. παξαπάλσ  

O όξνο ζηελ παξέλζεζε είλαη ζεηηθόο, θαη ζπκπεξαίλνπκε όηη σο πξνο ηελ θπξηόηεηα ε ζπλάξηεζε 

είλαη γλήζηα θπξηή, όπσο ζην δεύηεξν ζρήκα παξαπάλσ. 

3. Η θακπύιε ηέκλεη θαη ηνπο άμνλεο εθαπηνκεληθά, όπσο ζην γξάθεκα, δηόηη έρνπκε: 

΢ηνλ νξηδόληην άμνλα: 2{y 0, x c y 0}    , νξηδόληηα εθαπηνκέλε 

΢ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα: 2{x 0, y c y }     , θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε 

 

1/ c   

1 π  
π 0  0 π 1   

y  

x  1 
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4.Παξακεηξηθέο εμηζώζεηο. Θεσξνύκε ηηο εμηζώζεηο: 

 {x x(t), y y(t)}    κε παξάκεηξν t  

Καζώο ην t  κεηαβάιιεηαη, ην ζεκείν (x,y)  θηλείηαη ζην επίπεδν ζρεκαηίδνληαο κηα θακπύιε, ηεο 

νπνίαο ηα ζεκεία θαζνξίδνληαη από ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ t  . Καιείηαη 

παξακεηξηθή θακπύιε, ελώ νη δύν εμηζώζεηο πνπ ηελ νξίδνπλ θαινύληαη παξακεηξηθέο 

εμηζώζεηο. Δλίνηε κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ εμίζσζή ηεο θακπύιεο κε απαινηθή ηνπ t , π.ρ. 

αληηθαζηζηώληαο ην από ηελ κία εμίζσζε ζηελ άιιε: 

 {x x(t), y y(t)} F(x,y) c     

Θεηηθή θνξά ζηελ θακπύιε  ζεσξνύκε ηελ θαηεύζπλζε αύμεζεο ησλ ηηκώλ ηεο παξακέηξνπ ζηα 

ζεκεία ηεο θακπύιεο.  Σν γξάθεκα ηεο θακπύιεο καδί κε ηε έλδεημε ηεο ζεηηθήο θνξάο θαιείηαη 

ηξνρηά. Μία ηέηνηα ηξνρηά κπνξεί λα πεξηγξαθεί παξακεηξηθά κε πνιιέο δηαθνξεηηθέο 

παξακεηξηθέο εμηζώζεηο θάλνληαο αιιαγή παξακέηξνπ. Γηα ην γξάθεκα παίξλνπκε ππόςε θαη ην 

δηάζηεκα νξηζκνύ ηεο παξακέηξνπ. 

Παξάδεηγκα. 
    

 

 

                                   

 

                
2

2

{x 2t,y t , t 0}

y x / 4, x 0

  

  
    

     

  

{x 2t 1,y t 2}

2y x 5
     

2 2

{x cos t,y sin t, 0 t π / 2}

x y 1, x 0,y 0

   

    
 

Παξαηήξεζε. Γηαπηζηώζακε όηη έρνπκε ηξεηο δηαθνξεηηθνύ ηξόπνπο παξάζηαζεο γηα θακπύιεο:  

εμίζσζε: F(x,y) c ,  ζπλάξηεζε: y y(x)   ή x x(y) , παξακεηξηθή:  {x x(t),y y(t)}  

5. ΢ρεηηδόκελνη ξπζκνί: {x x(t), y y(t)} F(x,y) c     

Οη 3 παξάγσγνη: {x (t), y (t), y (x)}    ζην ίδην ζεκείν ζπλδένληαη κε ηελ παξαθάησ ζρέζε 

ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ: 

 
dy dy ydx

y
dx dt dt x

      ή αλάζηξνθα  
dydx dx x

x
dy dt dt y

   ,  

όπνπ κε πάλω ηειεία ζπκβνιίδνπκε ηηο παξαγώγνπο σο πξνο ηελ παξάκεηξν t .  

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηηο παξακεηξηθέο εμηζώζεηο: 2 2{x 2t,y t , t 0} y x / 4, x 0      . 

Θα επαιεζεύζνπκε ηε ζρέζε ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ ζην ζεκείν: t 1 (x 2,y 1)      

  2{x 2t,y t } {x 2, y 2t 2}      ,  
2{y x / 4} y x/ 2 1     

Δπαιεζεύεηαη ε ζρέζε ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ   

 
Παξάδεηγκα. Θα επαιεζεύζνπκε ηελ ζρέζε ζρεηηδόκελσλ ξπζκώλ ζηελ ηξνρηά: 

 
2

2(x 1)
{x 1 2sin t, y cos t} y 1

4


       

 αξηζηεξό κέξνο:          (x 1) / 2 2yy 0 y (x 1) / 4y sint / 2cost  

 δεμηό κέξνο: y / x sint / 2cost   

Γηα ην αξηζηεξό κέξνο παξαγσγίζακε ζηελ εμίζσζε, πιεγκέλα σο πξνο x . 

 

y  y  y  

x  x  x  
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6. Μεηαζρεκαηηζκνί εμηζώζεσλ  F(x,y) c    

1. Αληαλάθιαζε σο πξνο ηνλ θαηαθόξπθν: x x , σο πξνο ηνλ νξηδόληην: y y    

2. Μεηαηόπηζε, νξηδνληίσο θαηά 0x : 
0x x x  , θαηαθόξπθα θαηά 0y :

0y y y   

3. Αιιαγή θιίκαθαο, δηαζηνιή-ζπζηνιή: νξηδόληηα: x x / α , θαηαθόξπθα: y y / β . 

 

                
2

2

y x

y x

 

 
                     

1/ 2 1/ 3

1/ 2 1/ 3

x y c

(x 1) (y 2) 4

 

  
         

2 2

2 2

2 2

(2x) y 1
x y 1

(x / 2) y 1

  
   

 
 

              αληαλάθιαζε                      κεηαηόπηζε                    αιιαγή θιίκαθαο 

 

Παξάδεηγκα. Η εμίζσζε: 1/2 1/3 1/3 3/2(1 x) y c y c / (1 x)      

πξνθύπηεη από ηελ γλσζηή: 1/2 1/3x y c , κε ηνπο 

παξαθάησ δηαδνρηθνύο κεηαζρεκαηηζκνύο: 

α) 1/2 1/3 1/2 1/3x y c (x 1) y c      

νξηδόληηα κεηαηόπηζε θαηά 1  

β) 1/2 1/3 1/2 1/3(x 1) y c ( x 1) y c      .  

Αληαλάθιαζε σο πξνο ηελ θαηαθόξπθν. 

 
 

y  y  y  

x  

x  x  

β)  α)  

y  y  y  

x  x  x  
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ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΔ΢ 

7.Αληίζηξνθε ζπλάξηεζε    

Γηα ηηο (γεληθά πνιπζήκαληεο) ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη από κηα εμίζσζε ιύλνληαο σο πξνο ηελ 

θάζε κεηαβιεηή, ιέκε όηη είλαη αληίζηξνθεο κεηαμύ ηνπο: 

 F(x,y) c  {y y(x)}  , {x x(y)}  

Παξαηεξνύκε ηώξα όηη θάζε ζπλάξηεζε γξάθεηαη θαη σο εμίζσζε: 

     y f(x) F(x,y) y f(x) 0   

Λύλνληαο ηελ εμίζσζε σο πξνο x  βξίζθνπκε ζπλάξηεζε  (γεληθά πνιπζήκαληε) ηελ νπνία 

θαινύκε αληίζηξνθε ηεο f : 

 1x f (y)  

Μπνξνύκε λα ηελ θάλνπκε κνλνζήκαληε πεξηνξίδνληαο ην πεδίν νξηζκνύ ηεο αξρηθήο f  ώζηε λα 

είλαη γλήζηα κνλόηνλε: 

Aλ ε f  είλαη γλήζηα κνλόηνλε, ηόηε ε 1f   είλαη κνλνζήκαληε θαη γλήζηα κνλόηνλε επίζεο. 

Αλ ε αξρηθή ζπλάξηεζε εθθξάδεηαη ζηε γεληθή κνξθή: y y(x) , ηόηε θαη ε αληίζηξνθε εθθξάδεηαη 

ζηε γεληθή κνξθή: x x(y) .   

Παξαηήξεζε. Μηα ζπλάξηεζε y f(x)  θαη ε αληίζηξνθή 

ηεο 1x f (y)  εθθξάδνπλ ηελ ίδηα ζρέζε κεηαμύ ησλ 

κεηαβιεηώλ (x,y)  θαη επνκέλσο έρνπλ ην ίδην γξάθεκα 

ζην επίπεδν Oxy . Αλ όκσο  ζέινπκε ηελ αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή y  ζηνλ νξηδόληην άμνλα, ηόηε ην γξάθεκα ηεο 
1x f (y)    είλαη ην ζπκκεηξηθό ηεο f  σο πξνο ηελ 

δηαγώλην ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Π.ρ. ε ζπλάξηεζε με2y x x 0   έρεη ηελ αληίζηξνθν: x y , όπσο ζην γξάθεκα 

8. Παξάγσγνο  αληίζηξνθεο 
Σην ίδιο (x,y) νη παξάγωγνη αληίζηξνθωλ ζπλαξηήζεωλ: {y y(x) x x(y)}    είλαη ανάζηροθοι 

κεηαμύ ηνπο: 

    
dx dy

1
dy dx

    ή   
1

x (y)
y (x)

 


                                                                           

Παξάδεηγκα. Θα ππνινγίζνπκε κε ηξεηο ηξόπνπο ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο y y(x)  πνπ 

νξίδεηαη πιεγκέλα σο αληίζηξνθε ηεο x x(y) , κε ηελ εμίζσζε: 

 2x 1 4y y    

1. Ωο παξάγσγνο αληίζηξνθεο: x (y) 4 2y y (x) 1/ x (y) 1/ (4 2y)         

2. Με πιεγκέλε παξαγώγηζε σο πξνο x : 

 2(x) (1 4y y ) 1 0 4y 2yy y 1/ (4 2y)               

3. Λύλνληαο ηελ εμίζσζε σο πξνο y  θαη παξαγσγίδνληαο ηελ ζπλάξηεζε: 

2 2 1
x 1 4y y y 4y (1 x) 0 y 2 x 3 y (x)

2 x 3


              


 

όπνπ θάζε θνξά επηιέγνπκε έλα από ηα δύν πξόζεκα γηα ην y  θαη γηα  ην y  

΢εκ. Αλ ζην 1 αληηθαηαζηήζνπκε ην y  από ην 3 ζα βξνύκε ην ίδην y  όπσο ζην 3: 

  
1 1 1

y
4 2y 4 2( 2 x 3) 2 x 3)

   
      

 

 

Παξαηήξεζε. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f(x) . Γηα λα βξνύκε ηελ καζεκαηηθή αληίζηξνθε 1f (x) ,  

ιύλνπκε ηελ εμίζσζε: y f(x) y f(x) 0    , σο πξνο x : 1x f (y) , θαη ζηε ζπλέρεηα ζηελ 

παξάζηαζε 1f (y)  αληηθαζηζηνύκε: y x .                                                                                       

y   

y   

2y x , x 0

x y

 


 

x  

x  

2

x y

y x




 

y 2 3 x   

 

2x 1 4y y  

 

x  

x  

y  

y  
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9. Αληίζηξνθεο Σξηγσλνκεηξηθέο. Οη αληίζηξνθεο ηξηγσλνκεηξηθέο είλαη πνιπζήκαληεο: 
  1 1 1sin , cos , tan   

Αλ όκσο πεξηνξίζνπκε ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζηα κνλόηνλα ηκήκαηά ηνπο, ηόηε βξίζθνπκε 

κνλνζήκαληεο αληίζηξνθεο ηξηγσλνκεηξηθέο. ΢πλήζσο ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο παξαθάησ 

ζπκβνιηζκνύο: 

1. Αληίζηξνθν εκίηνλν: 

 
arcsinx siny

y x
τοξεμx εμy

 
   
 

 

  κε  { 1 x 1, π / 2 y π / 2}       

Γειαδή, y  είλαη ην ηόμν (arc)  πνπ έρεη εκίηνλν (sine) x  θαη 

βξίζθεηαη ζην παξαπάλσ δηάζηεκα κνλνηνλίαο. 

Π.ρ.  

 arcsin0 0, arcsin(1/ 2) π / 6  ,  

   arcsin(1/ 2) π / 4, arcsin(1) π / 2   

2. Παξάγσγνο ηεο arcsinx : 

 
2

1
arcsin x

1 x
 


 κε 1 x 1    

Απόδεημε. Ο ηύπνο αληηζηξνθήο καο δίλεη: 

 
2 2

1 1 1 1 1
{y arcsinx x siny} y (x)

x (y) sin y cos y 1 sin y 1 x
        

   
,  

Δπηιέμακε ην ζεηηθό πξόζεκν: 2cosy 1 sin y  , δηόηη cosy  είλαη ζεηηθή ζην δηάζηεκα: 

π / 2 y π / 2     

3.Αληίζηξνθε εθαπηνκέλε 

arctan x tan y
y x

τοξεφx εφy

 
   
 

  

κε { x , π / 2 y π / 2}          

Γειαδή, y  είλαη ην ηόμν (arc)  πνπ έρεη εθαπηνκέλε (tan) x  

θαη βξίζθεηαη ζην παξαπάλσ δηάζηεκα κνλνηνλίαο. 

 Π.ρ. 
arctan0 0, arctan(1) π / 4, arctan( ) π / 2     

4.Παξάγσγνο ηεο arctanx  

Ο ηύπνο αλαζηξνθήο καο δίλεη γηα ηελ παξάγσγν: 

 
2

1
arctan x

1 x
 


 κε x     

 
  

1  

sin(x)   

π/2  

1 

π/2  

π/2

 1
 

1 

arcsin(x)  

21/ 1 x  

  

  

21/ (1 x )

π/2

 
tan(x)   arctan(x)  

π/2  

π/2  π/2
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ΠΟΛΤΩΝΤΜΑ TAYLOR 

10. Γξακκηθή πξνζέγγηζε/επέθηαζε  
κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  ζην ζεκείν 0x ,θαιείηαη ε γξακκηθή ζπλάξηεζε πνπ έρεη ηελ ίδηα ηηκή θαη ηελ 

ίδηα 1
ε
 παξάγωγν κε ηελ ζπλάξηεζε ζαπηό ην ζεκείν, δειαδή είλαη ε γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο 

εθαπηόμενης εσθείας.     

Τπελζπκίδνπκε όηη κηα επζεία πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν 
0 0(x ,y )  κε θιίζε m , έρεη εμίζσζε: 

  0 0y y m(x x )   

Δπνκέλσο ε γξακκηθή πξνζέγγηζε ζην 0x  ζα έρεη: 
0 0y f(x )   θαη 

0m f (x ) , θαη ζα δίλεηαη από ηελ 

γξακκηθή ζπλάξηεζε 

 
γπ 0 0 0f(x) f (x) f(x ) f (x )(x x )     όηαλ 

0x x  

Παξάδεηγκα. Βξίζθνπκε ηηο γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο: 

 
xe 1 x

x 0
ln(1 x) x

  
  

 
,  

x (1 x) / 2
x 1

lnx x 1

  
  

 
 

Έηζη έρνπκε ηηο παξαθάησ πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο. Γηα ζύγθξηζε δίλνπκε θαη ηηο «αθξηβείο».  

 Π.ρ. 0.1 1.1
e

1.105


 

  
,   

1.05
1.1

1.04881


 

  
 

  

11. Παξαβνιηθή πξνζέγγηζε/επέθηαζε  κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  ζε θάπνην 0x  θαιείηαη ε 

παξαβνιηθή ζπλάξηεζε ε νπνία ζην 0x  έρεη ηελ ίδηα ηηκή θαη ηελ ίδηα 1ε θαη 2ε παξάγωγν κε ηε 

ζπλάξηεζε. Γίλεηαη από ηελ παξάζηαζε:  

     2

παπ 0 0 0 0 0

1
f(x) f (x) y f(x ) f (x )(x x ) f (x )(x x )

2
          γηα 

0x x  

Καιείηαη θαη ηεηξαγσληθή πξνζέγγηζε/επέθηαζε. Παξαηεξνύκε όηη ε παξαβνιηθή πξνζέγγηζε 

απνηειείηαη θαηαξρήλ από ηελ γξακκηθή ζηελ νπνία έρεη πξνζηεζεί θαη έλαο όξνο δεπηέξνπ βαζκνύ 

δίλνληαο έηζη κηα θαιιίηεξε πξνζέγγηζε ησλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζηε γεηηνληά ηνπ 0x , δηόηη 

εθηόο από ηελ θιίζε  παίξλεη ππόςε ηεο θαη ηελ θπξηόηεηα ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν.  

Παξαηήξεζε. Γεληθόηεξα, όζν πεξηζζόηεξεο θνηλέο παξαγώγνπο έρνπλ δύν ζπλαξηήζεηο ζε έλα 

ζεκείν, ηόζν πιεζηέζηεξα κεηαμύ ηνπο βξίζθνληαη νη ηηκέο ηνπο ζε κηα γεηηνληά ηνπ ζεκείνπ. Σα 

παξαπάλσ απνηεινύλ ηα δύν πξώηα κηαο αθνινπζίαο πξνζεγγηζηηθώλ πνιπσλύκσλ απμαλόκελνπ 

βαζκνύ, πνπ θαινύληαη πνιπώλπκα Taylor.  

Παξάδεηγκα. Γηα x 0 :  x 21
e 1 x x

2
   , 21

ln(1 x) x x
2

   ,  21 1
1 x 1 x x

2 8
    ,  

                                 21
1 x x

1 x
  


,  α 2α(α 1)

(1 x) 1 αx x
2


    ,  sinx x ,  21

cos x 1 x
2

   

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα δίλνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο (γξακκηθή, παξαβνιηθή), θαη ηελ αθξηβή ηηκή: 

 0.1

1.1

e 1.105

1.1052...




 



,   

0.1

ln(0.9) 0.105

0.1054...




 


,   

1.05

1.1 1.04875

1.04881...




 



 

Παξαηήξεζε. Αλ ε ζπλάξηεζε είλαη πνιπσλπκηθή, ηόηε αληηθαζηζηώληαο:
0 0x (x x ) x   , θαη 

αλαπηύζζνληαο ηηο δπλάκεηο κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ην πνιπώλπκν ζε δπλάκεηο ηνπ 
0x x . 

Κξαηώληαο ηηο δπλάκεηο κέρξη 1νπ θαη 2νπ βαζκνύ, βξίζθνπκε ηελ γξακκηθή θαη παξαβνιηθή 

πξνζέγγηζε αληίζηνηρα, ζην ζεκείν 0x .  

Παξάδεηγκα. ΢ε δπλάκεηο ηνπ (x 1) , βξίζθνπκε: 

 3 3 3 2 2 3x 1 [x 1) 1] 1 [(x 1) 3(x 1) 3(x 1) 1] 1 2 3(x 1) 3(x 1) (x 1)                      

Πξάγκαηη, νη πξνζεγγίζεηο ηεο ζπλάξηεζεο ζην 
0x 1  , έρνπλ σο εμήο: 

 Γξακκηθή: 2 3(x 1)  ,     Παξαβνιηθή: 22 3(x 1) 3(x 1)                                                        

x  
xe  

1 x  x  



8 

12. Τπόινηπν Lagrange. Σα παξαπάλσ είλαη ηα πξώηα κηαο αθνινπζίαο πνιπσλύκσλ όιν θαη 

κεγαιύηεξνπ βαζκνύ ηα νπνία πξνζεγγίδνπλ ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο κε όιν θαη «κεγαιύηεξε 

αθξίβεηα» ζε θάπνην δηάζηεκα γύξσ από ην 0x . Καινύληαη πνιπώλπκα Taylor  ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)  ζην ζεκείν 0x . Δηδηθόηεξα, ην πνιπώλπκν Taylor βαζκνύ n   είλαη ην πνιπώλπκν βαζκνύ n  

ην νπνίν ζην ζεκείν 0x  έρεη κε ηελ ζπλάξηεζε ηελ ίδηα ηηκή θαη ηηο ίδηεο παξαγώγνπο κέρξη ηάμεσο 

n . Δθθξαζκέλν ζε δπλάκεηο ηνπ 
0(x x )  έρεη ηελ παξάζηαζε: 

 
1 2 n

0 2 n

n 0 0 0

f f f
P f (x x ) (x x ) (x x )

1! 2! n!
         

όπνπ  n! 1 2 n   είλαη ην παξαγνληηθό ηάμεο n  θαη nf  είλαη ε παξάγσγνο n ηάμεσο ηεο f(x)  

ζην ζεκείν 0x . Δηδηθά ν όξνο 0f  είλαη ε ηηκή ηεο ίδηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν 0x : 

 0 1 2

0 0 0f f(x ), f f (x ), f f (x ),...     

Παξάδεηγκα. Γίλνπκε παξαθάησ ηα πνιπώλπκα Taylor ζην ζεκείν 
0x 0  νξηζκέλσλ γλσζηώλ 

ζπλαξηήζεσλ. Καινύληαη θαη πνιπώλπκα McLaurin: 

 2 n

n

1
: P 1 x x x

1 x
    


, π 1  

 
2 3 n 1 n

n

x x ( 1) x
ln(1 x) : P x

2 3 n


       

 
2 3 n

x

n

x x x
e : P 1 x

2! 3! n!
       

 
3 5 7 2n 1

n

n

x x x x
sinx : P x ( 1)

3! 5! 7! (2n 1)!



      


 

 
2 4 6 2n

n

n

x x x x
cos x : P 1 ( 1)

2! 4! 6! (2n)!
        

  α 2 n

n

α(α 1) α(α 1) (α (n 1))
(1 x) : P 1 αx x x

2! n!

   
       

 
3 5 2n 1

n 2n 2

1 x 1 3 x (2n)! x
arcsinx : P x

2 3 2 4 5 2n 12 (n!)

 
     

  
 

 
3 5 2n 1

n

n

x x x
arctan x : P x ( 1)

3 5 2n 1



     


                                                                       

 
Όζνλ αθνξά ην ζθάικα θαηά ηελ παξαπάλσ πξνζέγγηζε, απνδεηθλύεηαη, ρξεζηκνπνηώληαο έλα 

γεληθεπκέλν ζεώξεκα κέζεο ηηκήο, όηη ην ππόινηπν ηεο πξνζέγγηζεο κηαο ζπλάξηεζεο κε ην 

αληίζηνηρν πνιπώλπκν Taylor 
nP  κπνξεί λα δηαηππσζεί ζηε κνξθή: 

 
n 1

n 1

n 0

f (ξ)
R (x x )

(n 1)!


 


, γηα θάπνην  ξ  γλήζηα κεηαμύ ησλ {α,β}  

Καιείηαη ππόινηπν ηύπνπ Lagrange. Έηζη αλ  κπνξνύκε λα βξνύκε έλα θξάγκα γηα ην παξαπάλσ 

ππόινηπν πνπ λα ηείλεη ζην κεδέλ όηαλ n  , ηόηε κπνξνύκε λα πξνζεγγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε 

κε νηαδήπνηε επηζπκεηή αθξίβεηα ρξεζηκνπνηώληαο πνιπώλπκν Taylor αξθεηά κεγάινπ βαζκνύ.  

Παξάδεηγκα. Γηα ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε, βξίζθνπκε ζην ζεκείν 
0x 0 : 

 x n x ξ n

n

1
f(x) e f (x) e R e x

n!
      

1. Γηα 0 x  έρνπκε 0 ξ x   θαη ην ππόινηπν έρεη θξάγκα πνπ ζπγθιίλεη ζην 0:     

 ξ n x n x

n

1 1 x x
R e x e x e 0

n! n! 1 n
      δηόηη 

x
0

n
  όηαλ n   

2. Γηα x 0  έρνπκε x ξ 0   θαη ην ππόινηπν έρεη θξάγκα πνπ ζπγθιίλεη ζην 0: 

 
n nξ 0

n

x x1 1
R e x e x 0

n! n! 1 n
      όηαλ n                                                                 
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ΔΤΘΔΙΔ΢ 
 

13. Επζύγξακκν ηκήκα 
Γύν ζεκεία 

0 0 1 1{(x ,y ), (x ,y )}  νξίδνπλ κηα  επζεία, ε νπνία κπνξεί λα εθθξαζηεί κε 3 ηξόπνπο: 

1. Ωο γξακκηθή ζπλάξηεζε, ζηε κνξθή: 

  0 0y y m(x x ) , όπνπ 1 0

1 0

y y
m

x x





 είλαη ε θιίζε ηεο επζείαο. 

2. Ωο γξακκηθή εμίζσζε: 
 


 

0 1 0

0 1 0

y y y y

x x x x
  ή   

 


 

0 0

1 0 1 0

y y x x

y y x x
 

3. Ωο παξακεηξηθή επζεία, εμηζώλνληαο ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε 

παξαπάλσ ηνλ θνηλό ιόγν κε t : 

 
0 1 0 0 10 0

1 0 1 0 0 1 0 0 1

x x (x x )t (1 t)x txy y x x
t

y y x x y y (y y )t (1 t)y ty

      
   

       
  

Η παξάκεηξνο t  κεηξάεη ηελ πξνζεκαζκέλε απόζηαζε ηνπ (x,y)  από ην 
0 0(x ,y ) , σο πνζνζηό ηεο 

ζπλνιηθήο απόζηαζεο κεηαμύ ησλ αξρηθώλ ζεκείσλ. Όζν κηθξόηεξν είλαη ην t  ηόζν πην θνληά 

βξηζθόκαζηε ζην ζεκείν 
0 0(x ,y )  Σα αξρηθά ζεκεία αληηζηνηρνύλ ζηηο ηηκέο: t {0,1} .  

Ελδηάκεζα θαινύληαη ηα ζεκεία αλάκεζα ζηα δύν αξρηθά, κε παξακεηξηθέο ηηκέο: 

 0 t 1   

Αληηθαζηζηώληαο: 
0 1{t 1 t, t t)   , βξίζθνπκε γηα ηα ελδηάκεζα ηελ ελαιιαθηηθή παξάζηαζε: 

  0 0 1 1 0 0 1 1x t x t x , y t y t y     κε 
0 1 0 10 t 1, 0 t 1, t t 1        

Οη ζπληειεζηέο 
0 1{t ,t }  είλαη ζεηηθνί κε άζξνηζκα 1 , θαη ιέκε όηη απνηεινύλ ηα βάξε κε ηα νπνία 

ζπλδπάδνληαη ηα αξρηθά ζεκεία γηα λα πξνθύςνπλ ηα ελδηάκεζα. Όζν κεγαιύηεξν είλαη έλα βάξνο 

ηόζν πιεζηέζηεξα βξηζθόκαζηε ζην αληίζηνηρν από ηα δύν αξρηθά ζεκεία. Σα ελδηάκεζα ζεκεία 

θαινύληαη θαη θπξηνί ζπλδπαζκνί ησλ δύν αξρηθώλ. ΢ηελ ηειεπηαία κνξθή ε έλλνηα ηνπ θπξηνύ 

ζπλδπαζκνύ δύν ζεκείσλ γεληθεύεηαη άκεζα ζηνλ θπξηό ζπλδπαζκό πεξηζζόηεξσλ ζεκείσλ.  

Παξάδεηγκα.  Θεσξνύκε ηα ζεκεία 0 0 0A : (x 1, y 2)  , 
1 1 1A : (x 3, y 8)   

Η εμίζσζε ηεο επζείαο είλαη: 0 1 0

0 1 0

y y y y y 2 8 2
y 2 3(x 1) 3x y 1

x x x x x 1 3 1

   
         

   
 

Σν ζεκείν ζην t 1/ 3  ηεο απόζηαζεο από ην 0A   ζην 
1A  , ζα είλαη ν θπξηόο ζπλδπαζκόο κε 

ζπληειεζηέο: 

 0 1(t 1 t 2 / 3, t t 1/ 3)      

Δπνκέλσο ζα έρεη ηηο παξαθάησ ζπληεηαγκέλεο. Διέγρνπκε όηη ηθαλνπνηνύλ θαη ηελ εμίζσζε: 

 1/3 0 0 1 1

2 1 5
x t x t x 1 3

3 3 3
     ,   1/3 0 0 1 1

2 1 12
y t y t y 2 8 4

3 3 3
       

Παξαηήξεζε. Δλαιιαθηηθά κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο κε ηνπο ηύπνπο: 

 1/3 0 1 0

1 5
x x t(x x ) 1 (3 1)

3 3
       ,   1/3 0 1 0

1 12
y y t(y y ) 2 (8 2) 4

3 3
         

 

14.  Γξακκηθή παξεκβνιή  

κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  κεηαμύ δύν ζεκείωλ ηεο 
0 0(x ,y )  θαη 

1 1(x ,y )  θαιείηαη ε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο τορδής πνπ ηα ζπλδέεη. 

0
0 0

0

y y
m y y m(x x )

x x


    


 γηα x  κεηαμύ ησλ 

0 1{x ,x } , όπνπ 1 0

1 0

y y
m

x x





    

Παξάδεηγκα. Γηα ηε ζπλάξηεζε 2y x , κεηαμύ ησλ ζεκείσλ 
0 0(x 1,y 1)   θαη 

1 1(x 2,y 3)  , βξίζθνπκε ηελ γξακκηθή παξεκβνιή: 

 
3 1

y 1 (x 1) 1 2(x 1) 2x 1
2 1


       


  γηα 1 x 2                                                               

(2,3)  

(1,1)  

t   

t 1   

t 0   

ζ  x  

y  
1y  

0y  

1x  0x  
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 ΟΡΙΑ 

15. Καλόλαο L’Hopital 
Μαο επηηξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηα όξηα απξνζδηόξηζησλ κνξθώλ, σο εμήο:   

  Αλ ή
f(x) 0

g(x) 0





  ηόηε 

f(x) f (x)

g(x) g (x)




  όηαλ 

0x x  

Γειαδή, αλ ακθόηεξα ηα όξηα είλαη 0   ή    ηόηε έρνπκε απξνζδηνξηζηία θαη ζην όξην κπνξνύκε 

λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο κε ηηο παξαγώγνπο ηνπο 

Παξάδεηγκα  

1. Γηα x  ,  

  
    

 

x x xe (e ) e

x x 1
,     x

x x

x 1
xe 0

e e

  
   

 
 

 
 

  
   

2

2 2

2x 4x 4
2

2x 1/ xx lnx 2 1/ x
,     

 
  

 

x

ππ
1 e

x
 (παίξλνπκε ινγαξίζκνπο) 

2. Γηα x 0  

 
sin x cos x

1
x 1

 
 

 
,     

2

lnx 1/ x
xlnx x 0

1/ x 1/ x

 
     

  
,       x x ln x 0x e e 1    

 

16. Σάμε απείξνπ. Αλ 
f(x)

g(x)





, ηόηε ιέκε όηη ην άπεηξν ηνπ αξηζκεηή είλαη: 

 γλήζηα κεγαιύηεξεο ηάμεο αλ ην όξην είλαη  (ηειηθά ν αξηζκεηήο κεγαιώλεη πην γξήγνξα) 

 γλήζηα κηθξόηεξεο ηάμεο αλ ην όξην είλαη 0  (ηειηθά ν παξνλνκαζηήο κεγαιώλεη πην γξήγνξα) 

 ηεο ίδηαο ηάμεο αλ ην όξην είλαη αξηζκόο δηάθνξνο ηωλ {0, }  

Π.ρ. γηα x  : 

1. Η ηάμε απείξνπ ησλ α{x }  απμάλεη όηαλ απμάλεη ε δύλακε α 0 .  

2. Η xe  έρεη κεγαιύηεξε ηάμε απείξνπ από θάζε αx  κε α 0 . 

3. Η lnx  έρεη κηθξόηεξε ηάμε απείξνπ από θάζε αx  κε α 0 .  

4. Οη δύν ζπλαξηήζεηο: 4 5 5{100lnx 2x 5x , x }   έρνπλ ηελ ίδηα ηάμε απείξνπ, δηόηη απηή 

θαζνξίδεηαη από ηνλ όξν 5{x }  κε ηελ κεγαιύηεξε ηάμε απείξνπ.  

17. Σάμε κεδεληθνύ.  Αλ 
f(x) 0

g(x) 0
 , ηόηε ιέκε όηη ην κεδεληθό ηνπ αξηζκεηή είλαη: 

 γλήζηα κεγαιύηεξεο ηάμεο αλ ην όξην είλαη 0  (ηειηθά ν αξηζκεηήο κηθξαίλεη πην γξήγνξα)  

 γλήζηα κηθξόηεξεο ηάμεο αλ ην όξην είλαη    (ηειηθά ν παξνλνκαζηήο κηθξαίλεη πην γξήγνξα) 

 ηεο ίδηαο ηάμεο αλ ην όξην είλαη αξηζκόο δηάθνξνο ηωλ {0, }  

Π.ρ. νη ζπλαξηήζεηο: x{x, e 1, sinx,cosx 1}    έρνπλ όξην 0  όηαλ x 0 .  Γηα ην ιόγν βξίζθνπκε: 

 
x xe 1 e

1
x 1


 ,  

sin x cos x
1

x 1
 ,  

cos x 1 0 sin x
0

x 0 1

 
    

Δπνκέλσο νη x{e 1, x, sinx}  έρνπλ ζην x 0  κεδεληθό ηεο ίδηαο ηάμεο ελώ ε cosx 1  έρεη 

αλώηεξεο. 
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18. Αληζόηεηεο 
Κάζε εμίζσζε, εθηόο από κηα θακπύιε θαζνξίδεη 

γεσκεηξηθά θαη δύν πεξηνρέο εθαηέξσζελ ηεο 

θακπύιεο, όπνπ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνπο 

ηθαλνπνηνύλ αληίζηνηρεο αληζόηεηεο. Π.ρ. ζε 

αληηζηνηρία κε ηηο δηάθνξεο κνξθέο γηα ηηο εμηζώζεηο 

θακπύισλ, βξίζθνπκε ηηο πεξηνρέο: 

1.  f(x,y) c   {f(x,y) c, f(x,y) c}  

2. y f(x)   {y f(x), y f(x)}   {πάλσ, θάησ} 

3. x f(y)   {x f(y),x f(y)}    {δεμηά, αξηζηεξά}  

Πεξηνρέο πνπ νξίδνληαη κε γξακκηθέο αληζόηεηεο, όπσο ζην πξώην γξάθεκα παξαπάλσ θαινύληαη 

εκηεπίπεδα. Δπίζεο, κηα πεξηνρή θαιείηαη: 

θιεηζηή αλ πεξηέρεη ηελ θακπύιε ηνπ ζπλόξνπ, νπόηε γξάθνπκε: {f(x,y) 0, f(x,y) 0}      

αλνηθηή αλ δελ ηελ πεξηέρεη όπνηε εθθξάδεηαη κε γλήζηα αληζόηεηα: {f(x,y) 0, f(x,y) 0}   

19. Κπξηή 
θαιείηαη κηα περιοτή αλ πεξηέρεη όινπο ηνπο θπξηνύο 

ζπλδπαζκνύο ηωλ ζεκείωλ ηεο, δειαδή νιόθιεξν ην επζύγξακκν 

ηκήκα πνπ ηα ελώλεη.  

Π.ρ. θπξηέο πεξηνρέο είλαη ηα εκηεπίπεδα  

     αx βy c    ή  αx βy c   

θαζώο θαη ηα θπξηά πνιύγσλα πνπ πξνθύπηνπλ σο ηνκέο 

εκηεπηπέδσλ θαη νξίδνληαη κε πεξηζζόηεξεο ηέηνηεο αληζόηεηεο, όπσο ζην ηειεπηαίν ζρήκα 

παξαπάλσ.  

Γεληθόηεξα, δηαπηζηώλνπκε όηη:                                                                             

Η ηνκή θπξηώλ πεξηνρώλ είλαη επίζεο θπξηή πεξηνρή, θαη εθθξάδεηαη κε ην ζύλνιν ηωλ αληζνηήηωλ 

΢ε πνιιέο εθαξκνγέο, αλ κηα πεξηνρή δελ είλαη θπξηή κπνξνύκε λα ηελ θάλνπκε θπξηή 

δηεπξύλνληάο ηελ ώζηε λα πεξηέρεη όινπο ηνπο θπξηνύο ζπλδπαζκνύο ησλ ζεκείσλ ηεο. Η 

δηαδηθαζία απηή θαιείηαη θπξηνπνίεζε, θαη ε κηθξόηεξε ηέηνηα δηεύξπλζε θαιείηαη θπξηό 

θέιπθνο ηεο αξρηθήο. Γηαπηζηώλνπκε όηη:   

Τν θπξηό θέιπθνο ελόο ζπλόινπ ζεκείωλ είλαη ην ζύλνιν ηωλ θπξηώλ ζπλδπαζκώλ ηωλ ζεκείωλ ηνπ. 

Παξάδεηγκα 
1. Σν θπξηό θέιπθνο δύν ζεκείσλ είλαη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ηα 

ελώλεη.   

2. Σν θπξηό θέιπθνο ηξηώλ ζεκείσλ είλαη ε ηξηγσληθή πεξηνρή πνπ ηα 

έρεη σο θνξπθέο.  

3. Η πεξηνρή πνπ βξίζθεηαη ζηε ζεηηθή πεξηνρή εθηόο ηνπ κνλαδηαίνπ 

θύθινπ δελ είλαη θπξηή. Γηα ηελ θπξηνπνίεζή ηεο αξθεί λα ζπκπεξηιάβνπκε θαη ην ηκήκα εληόο 

ηνπ θύθινπ πνπ νξίδεηαη από ηελ ρνξδή. 

Παξαηήξεζε. Σνλίδνπκε ην δηαθνξεηηθό πιαίζην εθαξκνγήο ησλ δύν παξαθάησ ελλνηώλ:  

 θπξηή/θνίιε ζπλάξηεζε  

 θπξηή/κε θπξηή πεξηνρή, (δελ νξίδεηαη «θνίιε πεξηνρή» ) 

  
 

 

 

 

 

θπξηή        κε θπξηή       θπξηή 

 

1/4 3/4x y 4  2 2(x 1) y 1    

y  y  
y  

x  x  x  

y (1 x) / 2

x 1 2y

 

 
 

4/3 1/3

4 3

y 4 x

x 4 y








 

x 2y 1   
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20. Υαξαθηεξηζκόο θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ 
Οη θπξηέο ζπλαξηήζεηο ραξαθηεξίδνληαη γεσκεηξηθά από ηηο παξαθάησ ηξεηο ηζνδύλακεο ηδηόηεηεο: 

1. Η 1ε παξάγωγνο είλαη αύμνπζα, δειαδή ε 2ε 

παξάγωγνο είλαη ζεηηθή: f 0    

2. Η θακπύιε βξίζθεηαη πάλω από ηηο εθαπηόκελεο 

επζείεο ηεο, δειαδή νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

κεγαιύηεξεο από ηηο ηηκέο ηωλ γξακκηθώλ ηεο 

επεθηάζεωλ: 

  
0 0 0f(x) f(x ) f (x )(x x )    

Λέκε όηη η κσρηή ζσνάρηηζη είναι πάνω περιβάλλοσζα ηων γραμμικών ηης επεκηάζεών.  

3. Η θακπύιε βξίζθεηαη θάηω από ηηο ρνξδέο ηεο, δειαδή νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ελδηάκεζα 

ζεκεία είλαη κηθξόηεξεο από ηηο αληίζηνηρεο παξεκβνιέο ηωλ ηηκώλ ηεο από ηα αθξαία ζεκεία: 

   Π.ρ. 1 2 1 2f(x ) f(x ) x x
f

2 2

  
  

 
  

Γεληθόηεξα, αλ έρνπκε δύν ζεκεία 
1 1(x ,y )  θαη 

2 2(x ,y ) , ηόηε ηα 

ελδηάκεζα βξίζθνληαη παίξλνληαο θπξηνύο ζπλδπαζκνύο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ηνπο, νπόηε όπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα, 

έρνπκε: 

   c 1 1 2 2 c 1 1 2 2 c c 1 1 2 2 1 1 2 2x t x t x , y t y t y y f(x ) : t f(x ) t f(x ) f(t x t x )         ,  

πνπ είλαη ε ζρέζε 3. Λέκε όηη ην ελδηάκεζν ηωλ ηηκώλ ηεο είλαη κεγαιύηεξν από ηελ ηηκή ηεο ζην 

αληίζηνηρν ελδηάκεζν 

Παξαηήξεζε. Οη ηξεηο ραξαθηεξηζκνί δηαηππώλνληαη ππό ζπλζήθεο απμαλόκελεο γεληθόηεηαο. 

Έηζη ζην 1 ππνζέηνπκε ζπλερή δεύηεξε παξάγσγν, ζην 2 ζπλερή πξώηε παξάγσγν, θαη ζην  3 κόλν 

ζπλερή ζπλάξηεζε.  

21. Υαξαθηεξηζκόο θνίισλ ζπλαξηήζεσλ 
Αληίζηνηρνη ραξαθηεξηζκνί ηζρύνπλ γηα ηηο θνίιεο ζπλαξηήζεηο: 

1. Η πξώηε παξάγωγνο είλαη θζίλνπζα: f 0   

2.Οη εθαπηόκελεο επζείεο είλαη πάλω από ηελ θακπύιε, δειαδή νη ηηκέο 

ηεο ζπλάξηεζεο είλαη κηθξόηεξεο από ηηο γξακκηθέο επεθηάζεηο ηεο. 

3. Οη ρνξδέο είλαη θάηω από ηελ θακπύιε, δειαδή νη ηηκέο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηα ελδηάκεζα ζεκεία είλαη κεγαιύηεξεο από ηηο 

αληίζηνηρεο παξεκβνιέο ηωλ ηηκώλ ηεο από ηα αθξαία ζεκεία: 

    
1 1 2 2 1 1 2 2t f(x ) t f(x ) f(t x t x )    κε 

1 2 1 2{t 0,t 0,t t 1}      

    Π.ρ. γηα 1 2 1 2
1 2

f(x ) f(x ) x x
t t 1/ 2 f

2 2

  
     

 
  

Τν ελδηάκεζν ηωλ ηηκώλ ηεο είλαη κηθξόηεξν από ηελ ηηκή ηεο ζην αληίζηνηρν 

ελδηάκεζν. 

x  x  x  

2y  

2x  
1y  

1x  

cy  

cx  

cf(x )  

x  x  

x  
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22. Κσληθέο ηνκέο θαινύληαη νη ηεηξαγσληθέο εμηζώζεηο δύν κεηαβιεηώλ: 

 2 2αx 2βxy γy δx εy c     , όπνπ ηα {α,β,γ}  δελ είλαη όια κεδεληθά, 

Θεσξνύκε πξώηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο ηεηξαγσληθήο εμίζσζεο δύν κεηαβιεηώλ ρσξίο 

κεηθηό όξν: {β 0 } , ηεο κνξθήο: 

 2 2αx γy δx εy c    , όπνπ ηα {α,γ}  δελ είλαη ακθόηεξα κεδεληθά. 

Δθαξκόδνληαο ηελ γλσζηή δηαδηθαζία ζπκπιήξσζεο ηεηξαγώλσλ πνπ ζπγρσλεύεη θάζε γξακκηθό 

όξν κε ηνλ αληίζηνηρν ηεηξαγσληθό, δηαπηζηώλνπκε όηη θάζε ηέηνηα εμίζσζε πεξηγξάθεη κηα από ηηο 

παξαθάησ θακπύιεο, κεηαηνπηζκέλε ώζηε ην θέληξν ηεο λα βξίζθεηαη ζε θάπνην ζεκείν 
0 0(x ,y ) : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Έιιεηςε:  
2 2

2 2

x y
1

ξ δ
                   Τπεξβνιή: 

2 2

2 2

x y
1

ξ δ
                Παξαβνιή: 2 2y εx ,x ξy    

Δηδηθόηεξα, ε εμίζσζε παξηζηάλεη: 

1. Έιιεηςε (ή ζεκείν ή θελό) αλ ηα {α,γ}  έρνπλ γλήζηα ην ίδην πξόζεκν: αγ 0  

2. Τπεξβνιή (ή ηεκλόκελεο επζείεο) αλ ηα {α,γ}  έρνπλ γλήζηα αληίζεην πξόζεκν: αγ 0  

3. Παξαβνιή (ή παξάιιειεο επζείεο) αλ ην έλα από ηα {α,γ}κεδελίδεηαη:αγ 0  

Παξάδεηγκα  

1. 2 2 2 2 2 2x y x c (x x 1/ 4 1/ 4) y c (x 1/ 2) y c 1/ 4              , παξηζηάλεη:  

θύθιν κε θέληξν
0 0(x 1/ 2,y 0)    αλ c 1/ 4  ,  ζεκείν αλ c 1/ 4  , θελό αλ c 1/ 4   

2. 2 2 2 2x 4y 2x 2 0 (x 2x 1 1) 4y 2 0            

 
2 2

2 2 (x 1) y
(x 1) 4y 3 1

3 3 / 4


       , 

Παξηζηάλεη    έιιεηςε,  

κε θέληξν: 
0 0(x 1 0,y 0) (x 1,y 0)        

θαη αθηίλεο: {ξ 3,δ 3 / 2}   

 
Παξαηήξεζε. Η γεληθή ηεηξαγσληθή εμίζσζε πνπ κπνξεί λα πεξηιακβάλεη θαη κεηθηό όξν 

παξηζηάλεη επίζεο θσληθή ηνκή, όπνπ εθηόο από κεηαηόπηζε έρνπκε θαη πεξηζηξνθή αλ β 0 .  Π.ρ. 

xy 1  είλαη ε γλσζηή πεξηεζηξακκέλε ππεξβνιή.  

Σν κέγεζνο 2Δ αγ β   θαιείηαη δηαθξίλνπζα ηεο ηεηξαγσληθήο εμίζσζεο. Παξαβιέπνληαο ηηο 

παζνινγηθέο πεξηπηώζεηο, δηαπηζηώλνπκε όηη γξαθηθά ε εμίζσζε παξηζηάλεη: 

  έιιεηςε αλ 2Δ αγ β 0   , ππεξβνιή αλ 2Δ αγ β 0   , παξαβνιή αλ 2Δ αγ β 0    

Η ζρεηηθή ζεσξία κειεηάηαη ζηα πιαίζηα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο.  

 
 

 

 

 

 

ξ  

δ  

δ  

ξ  
ξ  

δ  

δ  

ξ  

y  

x  
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ΓΙΑΦΟΡΙΚΑ 

23. Πξώην δηαθνξηθό 

Θεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε: y f(x) . Αξρίδνληαο από θάπνηεο αξρηθέο ηηκέο: {x,y}  

  Οη κεηαβνιέο: {Δx, Δy}  νξίδνληαη σο κεηαηνπίζεηο πάλσ ζηε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο όπσο  

ζην πξώην ζρήκα παξαθάησ, θαη ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε κεηαβνιώλ: 

Δy Δf(x) Δy f(x Δx) f(x)      

  Σα δηαθνξηθά: {dx, dy}  νξίδνληαη σο κεηαηνπίζεηο πάλσ ζηελ εθαπηόκελε επζεία ηεο 

θακπύιεο ζην ίδην ζεκείν όπσο ζην δεύηεξν ζρήκα, θαη  ηθαλνπνηνύλ ηελ πνιύ απινύζηεξε 

(γξακκηθή) εμίζσζε δηαθνξηθώλ: 

 dy df(x) dy f (x)dx    

Μεηαβνιέο-δηαθνξηθά 

 

Η παξαπάλσ ζρέζε κεηαμύ ησλ δηαθνξηθώλ ηζρύεη νηαδήπνηε από ηηο δύν κεηαβιεηέο αλ 

ζεσξήζνπκε σο αλεμάξηεηε, ιόγσ ηεο ζρέζεο αλαζηξνθήο κεηαμύ αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ. Οη 

δύν έλλνηεο: {κεηαβνιέο, δηαθνξηθά}, ζπκπίπηνπλ κόλν γηα ηηο γξακκηθέο εμηζώζεηο. ΢ηε γεληθή 

πεξίπησζε ηα δηαθνξηθά δίλνπλ κηα εθηίκεζε ησλ κεηαβνιώλ όηαλ απηέο είλαη κηθξέο, κε ηελ 

έλλνηα όηη ζην όξην ν ιόγνο ηνπο ηείλεη ζηελ κνλάδα: 

 Δy / dy 1  όηαλ Δx dx 0    

όπνπ γηα ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή παίξλνπκε ην δηαθνξηθό ίζν κε ηελ κεηαβνιή. Γηα ηνλ ιόγν απηό 

ηα δηαθνξηθά νλνκάδνληαη θαη νξηαθέο κεηαβνιέο. Δηδηθόηεξα, όζνλ αθνξά ην πξόζεκν ηεο 

κεηαβνιήο, ηζρύεη ην παξαθάησ: 

Γηα κηθξά Δx dx  ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο Δy  δίλεηαη από ην πξόζεκν ηνπ δηαθνξηθνύ dy  αν ηο 

ηελεσηαίο είναι μη μηδενικό, δειαδή ζηα ζεκεία κε κε κεδεληθή παξάγωγν. Σπκπεξαίλνπκε όηη ε 

κνλνηνλία θαζνξίδεηαη από ην (γλήζην) πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ, όπωο είρακε δηαπηζηώζεη.  

24. Δεύηεξν δηαθνξηθό 
Από θάπνηα αξρηθή ηηκή x  ζεσξνύκε κηα κεηαβνιή Δx  θαη ηελ αληίζηνηρε κεηαβνιή ζηελ ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο: 

 Δf(x) f(x Δx) f(x)     

Παξαπάλσ δηαπηζηώζακε όηη, ζε αληηζηνηρία κε ηελ γξακκηθή πξνζέγγηζε, κηα πξώηε εθηίκεζε ηεο 

κεηαβνιήο ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο, γηα κηθξέο κεηαβνιέο Δx , δίλεηαη από ην πξώην δηαθνξηθό: 

 Δf df f (x)dx  ,  όπνπ:Δx dx  

Ωο δεύηεξν δηαθνξηθό ηεο ζπλάξηεζεο νξίδεηαη ην κέγεζνο  

 2 2d f(x) f (x)dx  

΢ε αληηζηνηρία ηώξα κε ηελ παξαβνιηθή πξνζέγγηζε, βξίζθνπκε όηη κηα θαιιίηεξε εθηίκεζε ηεο 

κεηαβνιήο ζηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο βξίζθεηαη αλ ζην πξώην δηαθνξηθό πξνζζέζνπκε θαη ην κηζό 

ηνπ δεύηεξνπ δηαθνξηθνύ: 

  2 21 1
Δf(x) df(x) d f(x) f (x)dx f (x)dx

2 2
      

Έηζη, ν ραξαθηεξηζκόο ηεο θπξηόηεηαο αθνξά ην πξόζεκν ηεο δηαθνξάο: Δf(x) df(x) ,  πνπ 

ζύκθσλα κε ηα παξαπάλσ θαζνξίδεηαη από ην πξόζεκν ηνπ 2νπ δηαθνξηθνύ, θαη επνκέλσο από ην 

πξόζεκν ηεο 2εο παξαγώγνπ αλ απηή είλαη κε κεδεληθή. Δηδηθόηεξα, ζηα ζηάζηκα ζεκεία ην πξώην 

δηαθνξηθό κεδελίδεηαη νπόηε ην πξόζεκν ηεο κεηαβνιήο ραξαθηεξίδεηαη από ην πξόζεκν ηνπ 

δεύηεξνπ δηαθνξηθνύ, δειαδή ηεο δεύηεξεο παξαγώγνπ, δίλνληαο ηνλ γλσζηό ραξαθηεξηζκό ησλ 

ζηάζηκσλ σο ηνπηθώλ αθξόηαησλ όπσο ζα εμεηάζνπκε θαη ζε επόκελν θεθάιαην 

Δx dx  

dy

  

Δy

 

Δx
 

dy
 

dx
 

(x,y)
 

(x,y)
 

Δy
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Παξαηήξεζε. Γηα λα νξίζνπκε ηε δεύηεξε παξάγσγν απεπζείαο από ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε, 

παίξλνπκε δηαδνρηθέο κεηαβνιέο, θαη ππνινγίδνπκε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ ξπζκνύ κεηαβνιήο 

ζην όξην Δx 0 : 
 x, x Δx, x Δx Δx x 2Δx      

 

Δf f(x 2Δx) f(x Δx) f(x Δx) f(x)Δ
Δx Δx Δx
Δx Δx

      
 

 
  

                  
2 2

2 2 2

f(x 2Δx) 2f(x Δx) f(x) Δ f(x) d f(x)

Δx Δx dx

   
     

Ο ιόγνο  2 2Δ f(x) Δx  κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ωο πξνζέγγηζε ηεο 2εο παξαγώγνπ όηαλ έρνπκε 3 

δηαδνρηθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο. Ο όξνο ζηνλ αξηζκεηή είλαη ε κεηαβνιή ηεο κεηαβνιήο, θαη 

θαιείηαη δεύηεξε κεηαβνιή ηεο ζπλάξηεζεο: 

 
2Δ f(x) Δ(Δf) [f(x 2Δx) f(x Δx)] [f(x Δx) f(x)]

f(x 2Δx) 2f(x Δx) f(x)

       

    
 

Αληηζηνηρεί ζην δεύηεξν δηαθνξηθό. 

 
Παξαηήξεζε. Γηαθνξηθά αλώηεξεο ηεο 2

εο
 ηάμεο, νξίδνληαη ζε αληηζηνηρία κε ηα πνιπώλπκα 

Taylor αλώηεξεο ηάμεο πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο.  

  
 

Δx  

x  

Δx  


