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I.1  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢  (Α)  

ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢.  
1.Θεηηθέο δπλάκεηο 2.Αξλεηηθέο δπλάκεηο 3.Δθζεηηθή 4.Λνγαξηζκηθή 5.Αιιαγή βάζεο 6.Πνιπσλπκηθέο 

7.Ρεηέο 8.Πεξηνδηθέο ζπλαξηήζεηο-Σξηγσλνκεηξηθέο 9.Πξάμεηο ζηηο ζπλαξηήζεηο 10.΢ύλζεζε 11.Μεδεληθά 

12.Αζπλέρεηεο 

1
ε
 ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢-ΚΛΙ΢Η.  

13.Κιίζε επζείαο 14.Μεηαβνιέο 15.(Οξηαθόο) ξπζκόο κεηαβνιήο-παξάγσγνο 16.Παξάγσγνη βαζηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ 17.Καλόλεο παξαγώγηζεο 18.Αιπζσηή παξάγσγνο 19.Μνλνηνλία 20.΢ηάζηκα 21.Αζπλέρεηεο 

ηεο παξαγώγνπ-γσλίεο 

2
ε
 ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢-ΚAΜΠΤΛΟΣΗΣΑ.  

22.Γεύηεξε παξάγσγνο 23.Κπξηή 24.Κνίιε 25.΢εκεία θακπήο 26.Σκεκαηηθά νξηζκέλεο 27.Πεξηβάιινπζεο 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ-ΠΑΡΑΓΟΤ΢Α.  
28.Οξηζκέλν νινθιήξσκα 29.Παξάγνπζα 30.Θεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ Μαζεκαηηθνύ Λνγηζκνύ 31.Βαζηθά 

νινθιεξώκαηα 32.Γξακκηθόηεηα 33.Γεληθεπκέλν νινθιήξσκα   

ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ 

1. Θεηηθέο δπλάκεηο: αx α 0                        2. Αξλεηηθέο δπλάκεηο: αx α 0     

 

 

 

 

 

 

 

Όιεο δηέξρνληαη από ην ζεκείν (1,1) . ΢ηα κεγαιύηεξα x , όζν κεγαιύηεξε είλαη κηα ζεηηθή δύλακε 

ηόζν πην απόηνκα αλεβαίλεη, θαη όζν κεγαιύηεξε είλαη κηα αξλεηηθή ηόζν πην απόηνκα θαηεβαίλεη.  

3. Δθζεηηθή:  ή   xexpx e                         4.  Λνγαξηζκηθή:  ή elnx log x  

 

 

 

 

 

 

 

Ιδηόηεηεο: 

 β βe 1/ e  ,  β γ β γe e e  , β γ βγ(e ) e ,  0e 1 , e 0  ,   

 ln(βγ) lnβ lnγ  , 
β

ln lnβ lnγ
γ
  , 

1
ln lnβ
β
  , γln(β ) γlnβ , ln1 0 , ln0  

Σν εθζεηηθό θαη ν ινγάξηζκνο είλαη αληίζηξνθεο πξάμεηο, κε ηηο παξαθάησ έλλνηεο: 

 β{α e β lnα}   , { lnαe α , αlne α } 

5. Αιιαγή βάζεο 
Γεληθόηεξα, ε εθζεηηθή θαη ε ινγαξηζκηθή νξίδνληαη σο πξνο νηαδήπνηε βάζε α 0 :  

 xα : εθζεηηθή κε βάζε α   , 
αlog x : ινγαξηζκηθή κε βάζε α , όπνπ: β

α{γ α β log γ}    

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο κεηαηξέπνληαη ζηε λεπέξηα βάζε e , σο εμήο: 

1. x xlnαα e               απόδεημε: lnα x lnα x xlnαα e α (e ) e       

2. α

ln x
log x

lnα
           απόδεημε: α αlog x log x

α α

ln x
x α lnx ln(α ) (log x)(lnα) log x

lnα
       

Ο ινγάξηζκνο κε βάζε e  θαιείηαη θαη θπζηθόο ινγάξηζκνο ( ln , natural logarithm) 

΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη θαη νη βάζεηο: 2 (δπαδηθόο), 10 (δεθαδηθόο) . 

 x x ln2

2{2 e , log x lnx / ln2}  ,   x x ln10

10{10 e , log x lnx / ln10}                                          

α 1  

α 1  

x  x  α 1  α 1  α 1  

α 1  
α 1  

x  x  
α 1  

x  
x  

1 

lnx ln(1/ x)   

lnx
 

1 

xe  

x xe 1/ e   
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Παξαηήξεζε. Οη ζπλαξηήζεηο δπλάκεηο επίζεο κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κέζσ ηεο εθζεηηθήο:  

 α lnx α αlnxx (e ) e  ,  x lnx x xlnxx (e ) e   

΢εκ. Ο λεπέξηνο αξηζκόο e  νξίδεηαη σο ην όξην:  
c 1/h

c h 0
e lim 1 1/ c lim (1 h) 2.7

 
       

6. Πνιπωλπκηθέο: n n 1

0 1 n 1 nP(x) α x α x α x α


     , κε 

0α 0 , βαζκνύ: degP n 0,1,2,...   

Πνιπώλπκα κεδεληθνύ βαζκνύ: n 0 , είλαη νη ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο, θαη βαζκνύ: n 1 , είλαη νη 

γξακκηθέο. Γίλνπκε ηα γξαθήκαηα ησλ πνιπσλύκσλ βαζκνύ n 1,2,3,4 , κε ζεηηθό 
0α 0 . Με 

αξλεηηθό 
0α 0  βξίζθνπκε ηα αξλεηηθά ηνπο, δειαδή ηα ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ νξηδόληην άμνλα.  

 
         αx β               2αx βx γ                3 2αx βx γx δ                        4 3 2αx βx γx δx ε     

 γξακκηθέο: n 1    παξαβνιηθέο: n 2         θπβηθέο: n 3                       ηέηαξηνπ βαζκνύ: n 4  

 

Γεληθόηεξα, ηα πνιπώλπκα βαζκνύ (degree) n 1  έρνπλ: 

 Σν πνιύ n γλήζηα κνλόηνλα ηκήκαηα, αιιά κπνξεί θαη ιηγόηεξα: n 2, n 4,...  .  

 Σν πνιύ n 1  γλήζηα ηνπηθά αθξόηαηα, αιιά κπνξεί θαη ιηγόηεξα: n 3, n 5,...    

 Tν πνιύ n  δηαθνξεηηθά (πξαγκαηηθά) κεδεληθά. Καινύληαη θαη ξίδεο ηνπ πνιπσλύκνπ 

7. Ρεηέο 
θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ πξνθύπηνπλ παίξλνληαο ηνλ ιόγν δύν πνιπσλύκσλ: 

 
n n 1

0 1 n

m m 1

0 1 m

α x α x ... αP(x)
R(x)

Q(x) β x β x ... β





  
 

  
, όπνπ: n degP, m degQ   

1. Σα κεδεληθά ηνπ παξνλνκαζηή Q(x)  απνηεινύλ ηηο θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο. 

2. ΢ην όξην x   κηα ξεηή ζπλάξηεζε ηείλεη αζπκπηωηηθά σο εμήο: 

α) Αλ degP degQ , ηόηε ηείλεη ζην 0 . 

β) Αλ degP degQ , ηόηε δηαηξώληαο ηα πνιπώλπκα ηελ θέξλνπκε ζηε κνξθή: 

 
Y(x)

R(x) Π(x)
Q(x)

  ,   όπνπ:     

 Π(x) : πνιπώλπκν πειίθν κε degΠ degP drgQ n m 0      

 Y(x) : πνιπώλπκν ππόινηπν κε  degY degQ  

Σώξα ηείλεη πξνο ην πνιπώλπκν πειίθν:R(x) Π(x) , (δηόηη Υ(x) / Q(x) 0  όπσο ζην α) 

Παξάδεηγκα. ΢ην θάζε ζρήκα παξηζηάλνπκε ην (νξηαθό) πνιπώλπκν πειίθν κε δηαθεθνκκέλε 

γξακκή.  

                    

            
2x 1 1

(2)
x x


            

2x x 1 1
(x 1)

x x

 
         

3 2
2x x x 2 2

(x x 1)
x x

  
     

 

 

 

 

 

α 0  

α 0  α 0  α 0  

2x x 1   

x 1  2  

x  x  x  
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Παξάδεηγκα δηαίξεζεο πνιπωλύκωλ 

 

   

   

      
        

       




2

2

2 2

x x 1 2x 1

(x x / 2) x / 2 1/ 4 x 1
P(x)x x 1 x x 1 x 1 3 / 4

x / 2 1 2 4
2x 1 2x 1 2 4 2x 1

Q(x) 3 / 4x / 2 1/ 4

3 / 4

 

8. Πεξηνδηθέο ζπλαξηήζεηο-Σξηγωλνκεηξηθέο 
΢ην δηάζηεκα:  0 x π / 2   είλαη ηα γλσζηά ηξηγσλνκεηξηθά κεγέζε, κε ηηο γσλίεο x  

εθθξαζκέλεο ζε αθηίληα (radian) 

                  

                           

 

 

                       

    
                  sinx ημx                  cosx ζςνx               tanx εθx  

              εκίηνλν (sine)          ζπλεκίηνλν (cosine)     εθαπηνκέλε (tangent) 

 

Έρνπκε θαη ηηο γλσζηέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο: 

2 2cos α sin α 1, tanα sinα / cosα  

sin(α β) sinαcosβ cosαsinβ,

cos(α β) cosαcosβ sinαsinβ

  

 
 

Παξαηήξεζε. Οη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο παξηζηάλνληαη 

γεσκεηξηθά κε ην παξαπιεύξσο δηάγξακκα ζηνλ κνλαδηαίν θύθιν, 

όπνπ ηα αθηίληα (radian) x  είλαη ην πξνζεκαζκέλν κήθνο ηόμνπ ζε 

πεξηθέξεηα θύθινπ αθηίλαο 1. Έηζη ε ζπληεηαγκέλε ζηνλ θαηαθόξπθν 

άμνλα είλαη ην εκίηνλν ηνπ ηόμνπ x : sinx , ζηνλ νξηδόληην ην 

ζπλεκίηνλν cosx , θιπ.  

9. Πξάμεηο ζηηο ζπλαξηήζεηο 
άζξνηζκα/δηαθνξά: f(x) g(x) , ζε θάζε x  πξνζζέηνπκε/αθαηξνύκε ηα δύν ύςε 

δηαζηνιή-ζπζηνιή: αf(x)  θαηαθόξπθα, f(αx)  νξηδόληηα κε  α 0  

αληαλάθιαζε: f(x)  θαηαθόξπθα, f( x)  νξηδόληηα   

νξηδόληηα κεηαηόπηζε: f(x α) , όπνπ ην γξάθεκα ηεο f(x)  κεηαηνπίδεηαη νξηδνληίσο θαηά α , 

δηόηη ε ηηκή ηεο λέαο ζπλάξηεζεο ζην x  δίλεηαη από ηελ ηηκή ηεο αξρηθήο ζην x α .  Έηζη, ε 

κεηαηόπηζε είλαη πξνο δεμηά αλ α 0 , πξνο αξηζηεξά αλ α 0   

 άζξνηζκα ,                    δηαθνξά,          νξηδόληηα   ζπζηνιή,       κεηαηόπηζε,        κεηαηόπηζε 

 
  

2x x 1 1
(x 1)

x x
,     x x ,              sinx sin2x ,          x x 1   ,      x x 1    

x  x  x  π / 2  π  
π

2
 

ακηίνια μοίπερ

2π 360
   

tanx  

2π  cosx  

sinx  
x  

3π/ 2  

π  

π/2  

0  

1 x
 

2π  

x  

2π
 

π  

1  x  x  1 x  
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10. ΢ύλζεζε {f(x),g(x)} f g(x) f(g(x))   

Αξρίδνληαο κε ηηο παξαπάλσ απιέο ζπλαξηήζεηο δεκηνπξγνύληαη άιιεο πεξηζζόηεξν πεξίπινθεο 

παίξλνληαο ζπλζέζεηο . ΢πλήζσο εθθξάδνπκε ηελ ζύλζεζε ζπλαξηήζεσλ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο: 

{αλ y f(z)  θαη  z g(x) , ηόηε  y f(g(x)) }  

{αλ y y(z)  θαη z z(x) , ηόηε y y(x) } 

Γειαδή: αλ ην y  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ z  θαη ην z  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x , ηόηε ην y  είλαη επίζεο 

ζπλάξηεζε ηνπ x , θαη πξνθύπηεη παίξλνληαο ηελ ζύλζεζή ηωλ δύν επηκέξνπο ζπλαξηήζεωλ. 

Παξάδεηγκα 

1. 2f(x) x  θαη 2g(x) x 1 f g(x) f(g(x)) (x 1)       

2. Η 
2xh(x) e είλαη ζύλζεζε ηεο xf(x) e  κε ηελ 2g(x) x : h(x) f(g(x))  

3. Η 
2xy e είλαη ζύλζεζε ηεο zy e  κε ηελ 2z x         

4. Αλ 2y z  θαη z x 1  , ηόηε 2y (x 1)   

11. Μεδεληθά: f(x) 0  

Θεώρημα ενδιαμέζοσ ηιμής. Αλ κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε  έρεη γλήζηα αληίζεην πξόζεκν ζε δύν 

ζεκεία ηόηε ζε θάπνην γλήζηα ελδηάκεζν ζεκείν ζα κεδελίδεηαη. Σπκπεξαίλνπκε εηδηθά όηη ηα 

κεδεληθά κηαο ζπλερνύο ζπλάξηεζεο ρωξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζε ρωξηζηά ππνδηαζηήκαηα, όπνπ 

ζε θαζέλα από απηά ε ζπλάξηεζε έρεη κόλν έλα γλήζην πξόζεκν    

Παξάδεηγκα 

1. Η 2f(x) x x x(1 x)     έρεη ηα κεδεληθά: 
1 2x 0,x 1  .  

Έρεη γλήζηα ζεηηθέο ηηκέο γηα 0 x 1  , γλήζηα αξλεηηθέο γηα x 0 ή x 1 . 

2. Η f(x) xlnx  γηα x 0 , έρεη ηα κεδεληθά: {0,1} , κε γλήζηα αξλεηηθέο 

ηηκέο ζην δηάζηεκα 0 x 1   θαη γλήζηα ζεηηθέο ζην δηάζηεκα x 1 , όπσο 

ζην γξάθεκα παξαπιεύξσο.   

3. Η  2 3f(x) 1 x x x       έρεη ηηο ηηκέο: f(0) 1 0   , f(1) 2 0  . 

΢πκπεξαίλνπκε όηη ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα κεδεληθό γλήζηα ελδηάκεζα: 0 x 1   κε f(x) 0 . 

  
Παξάδεηγκα.  Γηα ηελ παξαθάησ (ηεηξαγωληθή) παξαβνιηθή ζπλάξηεζε, βξίζθνπκε: 

 2f(x) αx βx γ     κε α 0   θαη δηαθξίλνπζα: 2Δ β 4αγ   

1. Γύν δηαθνξεηηθά κεδεληθά αλ Δ 0 , κε αξλεηηθέο ηηκέο εληόο θαη ζεηηθέο εθηόο. 

2. Μόλν έλα κεδεληθό αλ Δ 0 , κε ζεηηθό πξόζεκν εθαηέξσζελ. 

3. Καλέλα κεδεληθό αλ Δ 0 , κε όιεο ηηο ηηκέο γλήζηα ζεηηθέο  

α 0  

 

 

 

 

Παξαηήξεζε. Αλ α 0 , ηόηε ηα πξόζεκα είλαη ηα αληίζεηα ησλ παξαπάλσ.  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ 0  Δ 0  Δ 0  

x  x  x  

 
xlnx   
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12. Αζπλέρεηεο. Θεσξνύκε κόλν ηηο παξαθάησ δύν κνξθέο αζπλέρεηαο κηαο ζπλάξηεζεο: f(x)  

 άπεηξε αζπλέρεηα ζην 0x  αλ έρεη όξην f(x)  όηαλ 
0x x , από ηελ κηα ή από ακθόηεξεο ηηο 

πιεπξέο. Γεσκεηξηθά νη άπεηξεο αζπλέρεηεο νξίδνπλ ηηο θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 βεκαηηθή αζπλέρεηα ζην 0x  αλ έρεη δηαθνξεηηθό όξην από ηηο δύν πιεπξέο, κε βήκα αζπλέρεηαο 
  0 0α limf(x ) limf(x ) , πνπ κπνξεί λα είλαη ζεηηθό ή αξλεηηθό. 

         άπεηξε αζπλέρεηα                         βεκαηηθή αζπλέρεηα                        βεκαηηθή αζπλέρεηα 

 

΢ην ηξίην γξάθεκα δίλεηαη ε ηκεκαηηθά νξηζκέλε ζπλάξηεζε:
2

x 0 για x 0
f(x)

1 x για x 0

 
 

 
 

΢πλήζωο ζεσξνύκε όηη ζέλα ζεκείν βεκαηηθήο αζπλέρεηαο ε ζπλάξηεζε δελ έρεη θαζνξηζκέλε 

ηηκή ή όηη είλαη δίηηκε θαη παίξλεη νηαδήπνηε από ηηο δύν νξηαθέο ηηκέο, ή ελίνηε θαη όιεο ηηο 

ελδηάκεζεο.  

 
Παξαηήξεζε. ΢πκβαηηθά ρξεζηκνπνηνύκε ζπλήζωο ηνλ όξν γλήζην/α γηα λα ππνδειώζνπκε κηα 

ηζρπξόηεξε εθδνρή ηεο βαζηθήο έλλνηαο: 

(γλήζηα) ζεηηθό, (γλήζηα) αξλεηηθό,  

(γλήζηα) αύμσλ, (γλήζηα) θζίλσλ,  

(γλήζην) κέγηζην (γλήζην) ειάρηζην,    

θιπ. 

y  

x  1 0  

y  

α 0  
x  

0x  
x  

y  
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1
ε
   ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢-ΚΛΙ΢Η 

13. Κιίζε επζείαο: y mx β   

Η θιίζε  m  κηαο επζείαο πξνζδηνξίδεηαη γεσκεηξηθά από: 

 ηνλ ιόγν ησλ κεηαβνιώλ {Δx,Δy} m Δy Δx   από νηεζδήπνηε αξρηθέο ηηκέο {x,y} , όπσο ζην 

πξώην γξάθεκα ηνπ ζρήκαηνο παξαθάησ 

 ηελ κεηαβνιή ηνπ y  όηαλ ην x  απμεζεί θαηά κία κνλάδα: Δx 1 Δy m   , όπσο ζην δεύηεξν 

θαη ζην ηξίην γξάθεκα.  

 ηελ ηξηγσλνκεηξηθή εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία κε ηνλ ζεηηθό x   εκηάμνλα:   

m tanθ , όπσο ζην δεύηεξν θαη ηξίην γξάθεκα  

14. Μεηαβνιέο. Θεσξνύκε ζπλάξηεζε y f(x) . Αλ ην x  κεηαβιεζεί θαηά Δx  από θάπνηα 

αξρηθή ηηκή, ηόηε ην y  ζα κεηαβιεζεί θαηά: 

 Δy Δf(x) f(x Δx) f(x)     

Μέζνο ξπζκόο κεηαβνιήο θαιείηαη ν ιόγνο ησλ κεηαβνιώλ:    

 
Δy Δf(x)

Δx Δx
   

Γεσκεηξηθά δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο ρνξδήο, όπσο ζην γξάθεκα. Γηα 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ζπκπίπηεη κε ηελ θιίζε ηεο επζείαο. 

15. (Οξηαθόο) ξπζκόο κεηαβνιήο ή παξάγωγνο ηεο ζπλάξηεζεο 

y f(x)  ζην ζεκείν ηεο (x,y)  θαιείηαη ην όξην ηνπ παξαπάλσ ιόγνπ ησλ 

κεηαβνιώλ  όηαλ Δx 0 . Παξηζηάλεηαη κέλα από ηα ζύκβνια: 

 
dy

, y (x), Dy(x)
dx

 
 

 
   ή   

df
, f (x), Df(x)

dx

 
 

 
 αληίζηνηρα 

Γεσκεηξηθά δίλεηαη από ηελ θιίζε ηεο εθαπηόκελεο επζείαο ζην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζην 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν, όπσο ζην ζρήκα παξαπιεύξσο. Λέκε όηη:  

ε παξάγωγνο κεηξάεη ηελ κεηαβνιή ηνπ y f(x)  γηα κεηαβνιή ηνπ x  θαηά 1, οριακά. 

Παξάδεηγκα.  2y x x   2 2 2Δy y(x Δx) y(x) [(x Δx) (x Δx) ] [x x ] (1 2x)Δx Δx             

Π.ρ. γηα (x 2,y 2)   : 2 Δy
Δy 3Δx Δx 3 Δx 3

Δx
          όηαλΔx 0 . Γειαδή: y (2) 3   .  

Γεληθόηεξα: 
Δy

1 2x Δx 1 2x
Δx

     , όηαλ Δx 0 . Δπνκέλσο  y (x) 1 2x   .                      

16. Παξάγωγνη βαζηθώλ ζπλαξηήζεωλ: f (x)   

(c) 0  , (mx β) m  ,  x x(e ) e , ln x 1/ x   , α α 1(x ) αx    γηα όια ηα α  
2sin x cosx, cos x sinx, tan x 1 tan x        

Γηα ηελ παξάγσγν πην ζύλζεησλ ζπλαξηήζεσλ, ρξεζηκνπνηνύκε θαη ηνπο παξαθάησ θαλόλεο. 

17. Καλόλεο παξαγώγηζεο 
1. [αf(x) βg(x)] αf (x) βg (x)     , γξακκηθόο ζπλδπαζκόο 

2. [f(x)g(x)] f (x)g(x) f(x)g(x)    , γηλόκελν 

3. 
2

f(x) f (x)g(x) f(x)g (x)

g(x) g(x)

    
 

 
, πειίθν 

f(x)  

(x,y)  

Δx  

Δy Δf(x)  

m    

θ  

y  

x  
Δy

m 0
Δx

   

Δy 0  

Δx 0  
Δy 0  

Δx 0  

m    y  y  

x  

x  θ  θ  

 m 1 

m 2  

m 1 m 0  

1  
m 0  

1 m 0  

dy  

dx  

f(x)  

(x,y)  
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Παξάδεηγκα  

1.  3 3 2(2x 5x 2) 2(x ) 5(x) (2) 6x 5           

2.  
2 2 2

1 1(x 1) 1(x 1) 0(x 1) 1 1 1

x 1 (x 1) (x 1) (x 1)

        
    

    
, γηα x 1  

3.  1/ 2 1/ 2 1 1/ 21 1 1
( x) (x ) x x

2 2 2 x

        γηα x 0  

4.  x x x x x x1 1 2x
( xe ) ( x) e x(e ) e xe e

2 x 2 x


       , γηα x 0  

5. 
2 2

2

2 2

sinx (sinx) cos x sinx(cos x) cos x sin x
(tanx) 1 tan x

cos x cos x cos x

    
      

 
  

6 . 2

lnx 1
(log x)

ln2 xln2

 
   

 
, γηα x 0  (κεηαηξέςακε ζε  βάζε e )  

7. (xlnx) (x) lnx x(lnx) 1lnx x(1/ x) lnx 1        , γηα x 0  

18. Αιπζωηή παξάγωγνο 

Η παξάγωγνο ηεο ζύλζεζεο ζπλαξηήζεωλ ηζνύηαη κε ην γινόμενο ηωλ επηκέξνπο παξαγώγωλ: 

dz dz dy
{z z(y), y y(x)}

dx dy dx
     ή  z (x) z (y) y (x)       ή  f(g(x)) f (g(x))g (x)    

Η έλλνηα ηεο παξαπάλω ηζόηεηαο είλαη όηη ζην αξηζηεξό κέξνο αληηθαζηζηνύκε πξώηα από ηηο  

δνζείζεο ζρέζεηο θαη κεηά παξαγωγίδνπκε, ελώ ζην δεμηό κέξνο πξώηα  παραγωγίζοσμε απεσθείας 

ηις δοθείζες ζτέζεις θαη κεηά αληηθαζηζηνύκε.  

Πξνθύπηνπλ έηζη νη ηύπνη: 

1. α α 1[f (x)] αf (x)f (x)   

2. f(x) f(x)[e ] e f (x), [lnf(x)] f (x) / f(x)        

3. [sinf(x)] [cosf(x)]f (x), [cosf(x)] [sinf(x)]f (x)      ,  2[tanf(x)] [1 tan f(x)]f (x)    

Παξάδεηγκα 

1. 
2 2 2x x 2 x(e ) e (x ) 2xe    

2. 
1/ 2

1/ 2

1/ 2

[(x 1) ] 1
(ln x 1) [ln(x 1) ]

(x 1) 2(x 1)


     

 
.  Δλαιιαθηηθά: 1/2ln(x 1) (1/ 2)ln(x 1)     

3. x xln2 xln2 x(2 ) (e ) e (xln2) 2 ln2      (κεηαηξέςακε ζε λεπέξηα βάζε) 

4. x xlnx xlnx xlnx x1
(x ) (e ) e (x ln x) e (1ln x x ) x (ln x 1)

x
        , γηα x 0  

19. Μνλνηνλία.  
Μηα ζπλάξηεζε f(x)  θαιείηαη κνλόηνλε, θαη εηδηθόηεξα:  

 αύμνπζα αλ 
2 1 2 1x x f(x ) f(x )   , θζίλνπζα αλ  

2 1 2 1x x f(x ) f(x )    

Μηα ζπλάξηεζε f(x)  θαιείηαη γλήζηα κνλόηνλε, θαη εηδηθόηεξα: 

 γλήζηα αύμνπζα αλ 
2 1 2 1x x f(x ) f(x )   ,  γλήζηα θζίλνπζα αλ 

2 1 2 1x x f(x ) f(x )     

Οη ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο κηαο ζπλάξηεζεο κειεηώληαη πην ζπζηεκαηηθά ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

παξάγσγν, κε βαζηθό εξγαιείν ην παξαθάησ ζεώξεκα: 

Θεώρημα μέζης ηιμής (mean value theorem) Αλ ε f(x)  είλαη ζπλερήο ζην 

θιεηζηό δηάζηεκα α x β  , θαη έρεη παξάγωγν ζε θάζε ζεκείν ζην εζωηεξηθό 

ηνπ:  α x β , ηόηε ε θιίζε ηεο ρνξδήο ηζνύηαη κε ηελ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο 

ζε θάπνην γλήζηα ελδηάκεζν ζεκείν, όπωο ζην γξάθεκα. Έρνπκε: 

 
Δf

f (ξ) Δ f f (ξ)Δ x
Δx

    , γηα θάπνην ξ  ζην εζωηεξηθό : α ξ β   

                                               όπνπ: {Δf f(β) f(α), Δx β α}    .  

β  α  ξ  
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Ωο άκεζε ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο κέζεο ηηκήο, βξίζθνπκε όηη ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ 

θαζνξίδεη ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο: 

Ιδιόηηηα μονοηονίας ζε διάζηημα. Μηα ζπλάξηεζε f(x) πνπ είλαη ζπλερήο ζε θάπνην δηάζηεκα είλαη 

αύμνπζα (θζίλνπζα) αλ έρεη f (x) 0 ( 0)    ζε όλα ηα ζημεία ηνπ δηαζηήκαηνο. Εηδηθόηεξα, αλ 

ηθαλνπνηεί f (x) 0 ( 0)    ζε όια ηα ζεκεία, εθηόο ίζωο ελόο πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζεκείωλ όπνπ 

κεδελίδεηαη, ηόηε είλαη γλήζηα αύμνπζα (θζίλνπζα). 

Παξάδεηγκα 

1. f(x) 2x 1 f (x) 2 0       , γλήζηα θζίλνπζα γηα όια ηα x . 

2. 2f(x) x f (x) 2x   , γλήζηα θζίλνπζα γηα x 0 , γλήζηα αύμνπζα γηα x 0 . 

3. 3 2f(x) x f (x) 3x 0    , γλήζηα αύμνπζα δηόηη κεδελίδεηαη κόλν ζέλα ζεκείν: x 0 .  

4. f(x) lnx f (x) 1/ x   , γλήζηα αύμνπζα γηα x 0 . 

5.  f(x) x f (x) 1/ 2 x    , γλήζηα αύμνπζα γηα x 0 , δηόηη είλαη ζπλερήο γηα x 0  θαη έρεη 

γλήζηα ζεηηθή παξάγσγν. ΢ην ζύλνξν x 0  ε παξάγσγνο είλαη  . 

Παξαηήξεζε 

 Μηα ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα ε αξλεηηθή ηεο είλαη αύμνπζα 

 Μηα γλήζηα κνλόηνλε ζπλάξηεζε έρεη ην πνιύ έλα κεδεληθό.  

 Μηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα είλαη κνλόηνλε ρσξίο λα είλαη ζπλερήο.  

 Μηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα έρεη πεξηζζόηεξα από έλα κνλόηνλα ηκήκαηα. ΢εκείν ζην νπνίν ε 

κνλνηνλία αιιάδεη γλήζηα είλαη γλήζην ηνπηθό αθξόηαην, κέγηζην ή ειάρηζην.  

20. ΢ηάζηκα ζεκεία κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  θαινύληαη ηα x  ζηα νπνία κεδελίδεηαη ε παξάγσγνο:  

f (x) 0  . 

Σα ζηάζηκα ζεκεία ρσξίδνπλ ην δηάζηεκα νξηζκνύ ζε ππνδηαζηήκαηα, όπνπ ζε θάζε ππνδηάζηεκα 

ε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα κνλόηνλε δηόηη ε παξάγσγνο ζα έρεη γλήζηα ην ίδην πξόζεκν, 

ππνζέηνληαο ζπλερή παξάγσγν. Έλα ζηάζηκν ζεκείν ζην νπνίν αιιάδεη γλήζηα ην πξόζεκν ηεο 

παξαγώγνπ είλαη γλήζην ηνπηθό αθξόηαην, κέγηζην αλ από ζεηηθή γίλεηαη αξλεηηθή, ειάρηζην ζηελ 

αληίζεηε πεξίπησζε. Έλα ζηάζηκν ζην νπνίν ε παξάγσγνο έρεη γλήζηα ην ίδην πξόζεκν εθαηέξσζελ 

δελ είλαη αθξόηαην, είλαη ζεκείν θακπήο.  

Παξάδεηγκα. Θεσξνύκε ηηο ηδηόηεηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο: 

 3 2f(x) x αx β f (x) 3x α       

1. Αλ α 0 , ηόηε f (x) 0   γηα όια ηα x . Δίλαη γλήζηα 

αύμνπζα. 

2. Αλ α 0 , ηόηε 2f (x) 3x 0   . Σν πξόζεκό ηεο δελ 

αιιάδεη ζην ζηάζηκν: x 0 . Δίλαη γλήζηα αύμνπζα. 

3. Αλ α 0 , ηόηε 2f (x) 3x α 0    1,2x α / 3    , δύν ζηάζηκα ζηα νπνία ε παξάγσγνο 

αιιάδεη πξόζεκν. Η παξάγσγνο είλαη παξαβνιηθή πξνο ηα πάλσ. Δπνκέλσο ζην πξώην ζηάζηκν 

αιιάδεη από ζεηηθή ζε αξλεηηθή θαη δίλεη ηνπηθό κέγηζην, ελώ ζην ζεηηθό ζηάζηκν αιιάδεη από 

αξλεηηθή ζε ζεηηθή θαη δίλεη ηνπηθό ειάρηζην, όπσο ζην ηξίην γξάθεκα. Πεξαηηέξσ κειέηε 

ρξεηάδεηαη γηα λα βξνύκε αλ ην πιήζνο ησλ κεδεληθώλ είλαη 1, 2 ή 3. 
  

 

 

 

 

 

 

α 0  α 0  

β  β  β  

α 0  

αύμνπζα      γλήζηα                 
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21. Γωλίεο-Αζπλέρεηεο ηεο παξαγώγνπ 
Θεσξνύκε θαη δύν κνξθέο αζπλέρεηαο ηεο παξαγώγνπ, σο εμήο: 

 
of (x )   ,άπεηξε αζπλέρεηα. Η εθαπηόκελε επζεία είλαη θαηαθόξπθε κε άπεηξε θιίζε. 

 
o of (x ) f (x ) 0    : βεκαηηθή αζπλέρεηα. Σν γξάθεκα έρεη γωλία.  

Παξάδεηγκα.                                                                                    1              2          3 

1. {f(x) x, x 0} f (x) 1/ 2 x     

Η παξάγσγνο έρεη άπεηξε αζπλέρεηα ζην x 0 : f (0 )     

2. f(x)
    όταν

όταν2

x 0 x 1

x x 1     

 
 


     

όταν

όταν

1 0 x 1
f (x)

2x x 1      

 
  


 

Η παξάγσγνο έρεη βεκαηηθή αζπλέρεηα ζην x 1 , βήκαηνο 1, κε 

αληίζηνηρε γσλία ζην γξάθεκα.   

3. 
όταν

όταν

x x 0
f(x) x

x x 0

 
  



όταν

όταν

1 x 0   
f (x)

1 x 0

 
  


, 

αζπλέρεηα ζην x 0  βήκαηνο 2 . 

4. 
όταν

όταν

x x 0
f(x) x

x x 0


   

 

όταν

όταν

1 x 0   
f (x)

1 x 0


  

 
,   

   αζπλέρεηα ζην x 0  βήκαηνο 2 . 

f
 

f 
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2
ε
 ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢-ΚΑΜΠΤΛΟΣΗΣΑ 

22. Γεύηεξε παξάγωγνο κηαο ζπλάξηεζεο y f(x)  θαιείηαη ε παξάγωγνο ηεο (πξώηεο) 

παξαγώγνπ. Παξηζηάλεηαη κέλα από ηα ζύκβνια: 

     y f (x)    ή  
2 2

2 2

d y d f(x)

dx dx
   ή  2 2D y D f(x)  

Μεηξάεη ην ξπζκό κεηαβνιήο ηεο πξώηεο παξαγώγνπ θαζώο ην x  κεηαβάιιεηαη. Γεσκεηξηθά: 

 ε πξώηε παξάγωγνο κεηξάεη ηελ κλίζη ηεο θακπύιεο θαη αθνξά ηνλ (νξηαθό) ξπζκό κεηαβνιήο ηωλ 

ηηκώλ 

 ε δεύηεξε παξάγωγνο κεηξάεη ηελ καμπσλόηηηα ηεο θακπύιεο θαη αθνξά ηνλ (νξηαθό) ξπζκό 

κεηαβνιήο ηεο θιίζεο, ζεηηθή αλ ε θιίζε απμάλεη, αξλεηηθή αλ ειαηηώλεηαη.  

Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ κεδεληθή 2ε παξάγσγν: {y mx β, y m, y 0}      

Oη παξαβνιηθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ ζηαζεξή κε κεδεληθή 2ε παξάγσγν:  

 2{y αx βx γ, y 2αx β, y 2α}         

Παξάδεηγκα  

 α α α 1 α α 2{x , (x ) αx , (x ) α(α 1)x }      αx αx αx αx 2 αx{e ,(e ) αe , (e ) α e }    

 2{lnx, ln x 1/ x, ln x 1/ x }    ,   1/2 1/2 3/2{f(x) (1 x) ,f (x) (1/ 2)(1 x) , f (x) (1/ 4)(1 x) }          ,    

 {sinx, sin (x) cosx, sin x sinx}    ,  {cosx, cos x sinx, cos x cosx}      

 2 3{tanx, tan x 1 tan x, tan x 2tanx tan x 2tanx 2tan x}        

  

23. Κπξηή θαιείηαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε f(x)  ζέλα δηάζηεκα αλ ε πξώηε παξάγσγνο f (x)  

είλαη αύμνπζα, θαη γλήζηα θπξηή αλ ε πξώηε παξάγσγνο είλαη γλήζηα αύμνπζα. Δηδηθόηεξα:   

 Η f(x)  είλαη θπξηή ζέλα δηάζηεκα αλ ηθαλνπνηεί f (x) 0    ζε όλα ηα ζημεία ηνπ δηαζηήκαηνο.  

 Μηα θπξηή ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα θπξηή αλ ην γξάθεκα ηεο δελ έρεη επζύγξακκν ηκήκα, νπόηε 

κπνξεί λα έρεη f (x) 0   ζε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείωλ αιιά όρη ζε νιόθιεξν δηάζηεκα.  

Παξάδεηγκα  

1. α α 1 α 1y x , y αx , y α(α 1)x      γηα x 0 .  

Δίλαη γλήζηα θπξηή α(α 1) 0  , δειαδή α 0  ή α 1  

2. y exp(αx) , y αexp(αx)  , 2y α exp(αx)  .  

Δίλαη γλήζηα θπξηή α 0  . 

Γηα α 0  είλαη ζηαζεξή γξακκηθή, επνκέλσο θπξηή αιιά όρη 

γλήζηα 

3. 2 2y 2 (x 1) 3 2x x , y 2 2x, y 2           .  

Δίλαη γλήζηα θπξηή κε δύν κνλόηνλα ηκήκαηα, πξώηα θζίλνπζα θαη κεηά 

αύμνπζα.  

Γεληθόηεξα, αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη θπξηή, ηόηε ε πξώηε παξάγσγνο σο αύμνπζα κπνξεί λα 

αιιάδεη πξόζεκν κόλν από αξλεηηθό ζε ζεηηθό, θαη επνκέλσο: Μηα θπξηή ζπλάξηεζε ζα είλαη 

είηε κνλόηνλε, είηε ζα έρεη δύν δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο νπόηε ζα είλαη πξώηα θζίλνπζα θαη 

κεηά αύμνπζα. 

24. Κνίιε θαιείηαη κηα ζπλάξηεζε f(x)  αλ ε πξώηε παξάγσγνο f (x)  είλαη  θζίλνπζα, θαη γλήζηα 

θνίιε αλ ε πξώηε παξάγσγνο είλαη γλήζηα θζίλνπζα. Δηδηθόηεξα: 

  Η f(x)  είλαη θνίιε ζέλα δηάζηεκα αλ ηθαλνπνηεί f (x) 0    ζε όλα ηα ζημεία ηνπ δηαζηήκαηνο.  

 Μηα θνίιε ζπλάξηεζε είλαη γλήζηα θνίιε αλ ην γξάθεκα ηεο δελ έρεη επζύγξακκν ηκήκα, νπόηε 

κπνξεί λα έρεη f (x) 0   ζε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείωλ αιιά όρη ζε νιόθιεξν δηάζηεκα.  

 

 

 

 

α 0  α 0  

α 0  α 1  
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Παξάδεηγκα 

1. α α 1 α 1y x , y αx , y α(α 1)x      .Δίλαη γλήζηα θνίιε  α(α 1) 0  , δειαδή 0 α 1  .  

2. y lnx , y 1/ x  , 2y 1/ x 0    . Δίλαη γλήζηα θνίιε. 

3. 2 2y 1 (x 2) 3 4x x , y 4 2x, y 4            .  

Δίλαη γλήζηα θνίιε κε δύν κνλόηνλα ηκήκαηα,  

πξώηα αύμνπζα θαη κεηά θζίλνπζα.                                                    αx : α 1         lnx     21 (x 2)             

Γεληθόηεξα, αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη θνίιε, ηόηε ε πξώηε παξάγσγνο σο θζίλνπζα κπνξεί λα 

αιιάμεη πξόζεκν κόλν από ζεηηθό ζε αξλεηηθό θαη επνκέλσο: Μηα θνίιε ζπλάξηεζε ζα είλαη 

είηε κνλόηνλε, είηε ζα έρεη δύν δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο νπόηε ζα είλαη πξώηα αύμνπζα θαη 

κεηά θζίλνπζα.                        

Παξαηήξεζε. Ιζρύνπλ θαη ηα παξαθάησ: 

 Mηα ζπλάξηεζε είλαη θνίιε  ε αξλεηηθή ηεο είλαη θπξηή.  

 Γξακκηθόο ζεηηθόο ζπλδπαζκόο θπξηώλ (θνίισλ) ζπλαξηήζεσλ είλαη θπξηή (θνίιε) ζπλάξηεζε 

Π.ρ. θπξηή σο ζεηηθόο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ γηα x 0  είλαη ε ζπλάξηεζε: 

  2 3/2 1/2 1/2f(x) 1 2x x 3x 2x 4x        

Γεληθά, ιέκε όηη νη θπξηέο έρνπλ ζεηηθή θπξηόηεηα, θαη νη θνίιεο αξλεηηθή θπξηόηεηα, νπόηε ν όξνο 

«θπξηόηεηα» θαιύπηεη θαη ηηο δύν έλλνηεο. Η γξακκηθή ζπλάξηεζε ζεωξείηαη θαη θπξηή θαη 

θνίιε, όρη γλήζηα. 

25. ΢εκεία θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο θαινύληαη ηα ζεκεία ζηα νπνία ε θπξηόηεηα αιιάδεη 

γλήζηα, από γλήζηα θνίιε ζε γλήζηα θπξηή ή αληίζηξνθα. Αλ ε δεύηεξε παξάγωγνο είλαη ζσνετής 

ηόηε ζην ζεκείν θακπήο ζα έρνπκε f (x) 0  . Αληίζηξνθα έλα ζεκείν κε f (x) 0   δελ είλαη 

απαξαίηεηα ζεκείν θακπήο. Θα είλαη αλ ην πξόζεκν ηεο f (x)  αιιάδεη γλήζηα . 

Παξάδεηγκα. 

1. 4f(x) x , 3f (x) 4x  , 2f (x) 12x 0     

Έρνπκε f (x) 0   όηαλ x 0 ,  αιιά ην x 0  δελ είλαη ζεκείν θακπήο. Η ζπλάξηεζε 

είλαη γλήζηα θπξηή. 

2. 3 2f(x) αx βx γx δ    , 2f 3αx 2βx γ    , f 6αx 2β    

Με α 0 , έρνπκε f 0  όηαλ x β / 3α  . Σώξα ην x β / 3α   είλαη 

ζεκείν θακπήο δηόηη ε f   σο γξακκηθή αιιάδεη πξόζεκν:  

Γηα α 0 , ε f(x)  είλαη θνίιε αλ f (x) 0 x β / 3α     ,  θπξηή αλ 

f (x) 0 x β / 3α     . Γηα α 0  ηζρύεη ην αληίζηξνθν. 

 

26. Σκεκαηηθά νξηζκέλεο 
θαινύληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη κε 

δηαθνξεηηθό ηύπν, ζε ζπλερόκελα δηαζηήκαηα. 

Ιδηαίηεξα δηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο:  

                                                                                     βεκαηηθή        πνιπγωληθή       ζθελνεηδήο   

 Η βεκαηηθή απνηειείηαη από νξηδόληηα ηκήκαηα θαη είλαη ππνρξεσηηθά κε ζπλερήο. 

 Η πνιπγωληθή απνηειείηαη από επζύγξακκα ηκήκαηα, ζπλερήο, αιιά κε βεκαηηθέο αζπλέρεηεο 

ηεο 1
εο

 παξαγώγνπ ζηα ζεκεία έλσζεο όπνπ θαη ην γξάθεκα εκθαλίδεη γσλίεο. 

 Η ζθελνεηδήο απνηειείηαη από παξαβνιηθά ηκήκαηα, ζπλερήο θαη κε ζπλερή 1
ε
 παξάγσγν, αιιά 

κε βεκαηηθέο αζπλέρεηεο ηεο 2
εο

 παξαγώγνπ ζηα ζεκεία έλσζεο. 

27. Πεξηβάιινπζεο 

Σκεκαηηθά νξηζκέλεο είλαη θαη νη ζπλαξηήζεηο max (min ) κηαο ζπιινγήο 

ζπλαξηήζεσλ πνπ ζρεκαηίδνληαη παίξλνληαο ζε θάζε x  ηελ κεγαιύηεξε 

(κηθξόηεξε) ηηκή ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο ζπιινγήο. Καινύληαη επίζεο πάλω 

(θάηω ) πεξηβάιινπζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ.  

 

α 0  α 0  

max θπξηώλ 
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Παξάδεηγκα  

1.
αν  

αν  

x 0 x 1 1
min{x, x} y

x x 1 1/ 2 x

   
   

  
3/2

0
y

1/ 4x


  


,  

Δίλαη θνίιε δηόηη ε 1
ε
 παξάγσγνο είλαη θζίλνπζα, ελώ θαη ζην ζεκείν έλσζεο 

έρεη αξλεηηθό βήκα αζπλέρεηαο: y (1 ) y (1 ) 1/ 2     . Γελ είλαη γλήζηα θνίιε 

δηόηη είλαη γξακκηθή ζην δηάζηεκα 0 x 1  . 

2.
αν  

αν  

x 0 x 1 1/ 2 x
miax{x, x} y

x x 1 1

   
   

  

3/21/ 4x
y

0


  


, 

Σώξα ην θάζε ηκήκα είλαη θνίιν, αιιά ε ζπλάξηεζε δελ είλαη θνίιε δηόηη ζην 

ζεκείν έλσζεο: x 1 , ε 1
ε
 παξάγσγνο κεγαιώλεη θαζώο έρεη ζεηηθή βεκαηηθή 

αζπλέρεηα: y (1 ) y (1 ) 1 1/ 2 1/ 2 0       .             

3. 2min{1,x }  γηα  x 0  
αν  

αν  

2x x 1

1 x 1

 
 


 

αν

αν

2x  x 1
y

0 x 1


  



αν

αν

2  x 1
y

0 x 1


  


                       

Σώξα ην θάζε ηκήκα είλαη θπξηό, αιιά ε ζπλάξηεζε δελ είλαη θπξηή δηόηη ζην 

ζεκείν έλσζεο: x 1 , ε 1
ε
 παξάγσγνο κηθξαίλεη θαζώο έρεη αξλεηηθή βεκαηηθή 

αζπλέρεηα: y (1 ) y (1 ) 0 2 2 0        .             

                                                                                                       

x  

x  
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ-ΠΑΡΑΓΟΤ΢Α 

28. Παξάγνπζα ζπλάξηεζεο f(x)  θαιείηαη θάζε ζπλάξηεζε F(x)  πνπ ηελ έρεη σο παξάγσγν: 

 F (x) f(x)   

Δίλαη κνλαδηθή εθηόο από κηα πξνζζεηηθή ζηαζεξά δηόηη ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο 

κόλν νη ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ κεδεληθή παξάγσγν. Μηα παξάγνπζα νξίδεηαη θαηά ηξόπν 

κνλαδηθό αλ επηπιένλ δίλεηαη θαη ε ηηκή ηεο ζε θάπνην ζεκείν δηόηη ηόηε θαζνξίδεηαη ε ηηκή ηεο 

ζηαζεξάο. Γίλνπκε παξαθάησ ηηο παξάγνπζεο  F(x)  νξηζκέλσλ  βαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ f(x) , ρσξίο 

ηελ ζηαζεξά. 

f(x)  1 αx ,α 1   1x , x 0     xe  2x x  sinx  cosx  

F(x)  x  α 1x / α 1   lnx  xe  2 3x / 2 x /3  cosx  sinx  

 

Παξάδεηγκα. Παξαπιεύξσο δίλνπκε ην γξάθεκα κηαο ζπλάξηεζεο: f(x) , 

θαη ζηε ζπλέρεηα βξίζθνπκε γξαθηθά θαη ην γξάθεκα κηαο παξάγνπζαο 

F(x) , ρξεζηκνπνηώληαο ηα πξόζεκα θαη ηηο κνλνηνλίεο ηεο παξαγώγνπ. 

Δηδηθόηεξα: 

1. Η  F(x)  είλαη αύμνπζα όηαλ ε f(x)  έρεη ζεηηθέο ηηκέο, θαη είλαη 

θζίλνπζα όηαλ έρεη αξλεηηθέο ηηκέο. Έηζη βξίζθνπκε θαη ηα ηνπηθά 

αθξόηαηα {α, β}  ηεο F(x) , πνπ δίλνληαη από ηα κεδεληθά ηεο f(x)  όπνπ 

θαη αιιάδεη ην πξόζεκό ηεο 

2.  Η  F(x)  είλαη θπξηή όηαλ ε f(x)  είλαη αύμνπζα, θαη είλαη θνίιε όηαλ 

είλαη θζίλνπζα. Έηζη βξίζθνπκε θαη ην ζεκείν θακπήο {γ}  ηεο F(x) , πνπ 

δίλεηαη από ην ηνπηθό αθξόηαην ηεο f(x)  όπνπ θαη αιιάδεη ε κνλνηνλία 

ηεο. 

Η παξαπάλω γξαθηθή επίιπζε δελ καο επηηξέπεη λα ζπγθξίλνπκε κεηαμύ ηνπο ηηο ηηκέο ηεο 

παξάγνπζαο F(x)  ζε δηάθνξα ζεκεία, π.ρ. ζηα ζεκεία {0, δ} . Η ζύγθξηζε ζα γίλεη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζεσξία νινθιήξσζεο πνπ δίλνπκε ζηε ζπλέρεηα  

 

29. Οξηζκέλν νινθιήξωκα κηαο ζπλάξηεζεο f(x)  ζέλα 

θξαγκέλν δηάζηεκα [α,β]  θαιείηαη ην πξνζεκαζκέλν εκβαδόλ 

κεηαμύ ηεο θακπύιεο y f(x)  θαη ηνπ x άμνλα ζ’ απηό ην δηάζηεκα.  

Παξηζηάλεηαη κε: 

     
β

α
f(x)dx E E    

όπνπ {E ,E }   είλαη ηα γεωκεηξηθά εκβαδά πάλσ θαη θάησ από ηνλ x άμνλα αληίζηνηρα. Η 

εξκελεία ηζρύεη εθόζνλ ην πάλσ όξην είλαη κεγαιύηεξν: β α , νπόηε ιέκε όηη έρνπκε νινθιήξωζε 

πξνο ηα δεμηά.  

Δπεθηείλνπκε ηελ εξκελεία ζόιεο ηηο πεξηπηώζεηο κε ηνπο νξηζκνύο: 

 
α β

β α
f(x)dx f(x)dx   ,  

α

α
f(x)dx 0  

νπόηε ηζρύεη θαη ε παξαθάησ πξνζζεηηθή ηδηόηεηα, γηα νηαδήπνηε δηάηαμε ησλ {α,β,γ} : 

 
β γ β

α α γ
f(x)dx f(x)dx f(x)dx     

Παξάδεηγκα. 
β

2

0

1
xdx β

2
  αλ ην β  είλαη ζεηηθό, αιιά θαη αλ είλαη αξλεηηθό, δηόηη ηόηε έρνπκε 

νινθιήξσζε πξνο ηα αξηζηεξά, αιιά είλαη θαη ε ζπλάξηεζε αξλεηηθή.  

 
΢ηε ζπλέρεηα ζα ζπλδέζνπκε ηηο παξάγνπζεο κε ηα νξηζκέλα νινθιεξώκαηα (εκβαδά).  

 

β  

α  

x  E  

E  

x   

0   

f(x)   

 

 

F(x)   

παπάγοςζα   

α   γ   β   δ   
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30. Θεκειηώδεο Θεώξεκα ηνπ Μαζεκαηηθνύ Λνγηζκνύ. 
Αλ ε ζπλάξηεζε f(x)  είλαη ζπλερήο ζε θάπνην δηάζηεκα, ηόηε ηζρύεη ην παξαθάηω: 

I.  
β

α
F (x) f(x) f(x)dx F(β) F(α)     , γηα θάζε δεύγνο  {α,β}  ζην δηάζηεκα 

Απόδεημε( ) . Πεγαίλνληαο από ην α   ζην β  κε δηαδνρηθέο κεηαβνιέο Δx , ην ζεώξεκα κέζεο 

ηηκήο καο δίλεη γηα θάζε ηέηνηα κεηαβνιή ηελ ζρέζε: 

 
F

F ( ) f( ) F f( ) x
x


        


,  

 γηα θάπνην   ζην δηάζηεκα (x, x x)  . 

Αζξνίδνπκε ηώξα ηηο δύν πιεπξέο ηεο παξαπάλσ 

ζρέζεο, θαη βξίζθνπκε: 

1. ΢ην αξηζηεξό κέξνο ην άζξνηζκα: 

 ΔF F(β) F(α)    

2. ΢ην δεμηό κέξνο ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ παξαιιεινγξάκκσλ ζην πξώην γξάθεκα: 

   f( ) x   

΢ην όξην όηαλ νη κεηαβνιέο ηείλνπλ ζην κεδέλ: Δx 0 , ην παξαπάλσ άζξνηζκα ηείλεη ζην εκβαδό 

ηεο γξακκνζθηαζκέλεο πεξηνρήο. Καηαιήγνπκε έηζη ζηελ δεηνύκελε ζρέζε:    
β

α
F(β) F(α) f(x)dx                                                                                                                         

Κξαηώληαο ηώξα ην θάησ όξην ηεο νινθιήξσζεο ζηαζεξό ζε θάπνην x α  ε παξαπάλσ ηζόηεηα 

ηζρύεη γηα θάζε πάλσ όξην: β x , νπόηε βξίζθνπκε ηελ ζρέζε: 

ΙΙ. 
x

α
F(x) F(α) f(x)dx    

Σν παξαπάλσ νινθιήξσκα θαιείηαη αόξηζην νινθιήξωκα ηεο f(x)  αξρίδνληαο από ην x α . 

Παξαηεξνύκε όηη καο δίλεη ηελ παξάγνπζα πνπ έρεη κεδεληθή ηηκή ζην x α . Έρνληαο βξεη κηα 

παξάγνπζα κπνξνύκε λα βξνύκε ην ζύλνιν ησλ παξαγνπζώλ πξνζζέηνληαο ζηαζεξέο. Σν θαινύκε 

αόριζηο ολοκλήρωμα ηεο f(x)  θαη ην παξηζηάλνπκε κε:  

ΙΙΙ. f(x)dx F(x) c                                                                                                                              

Παξαηήξεζε Σν ζεκειηώδεο ζεώξεκα ζηηο παξαπάλσ ηξεηο κνξθέο καο επηηξέπεη: 

Ι. Σηε κνξθή Ι λα ππνινγίδνπκε εκβαδά (νξηζκέλα νινθιεξώκαηα) από 

παξάγνπζεο,  

ΙΙ. Σηελ κνξθή ΙΙ λα ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ηωλ παξαγνπζώλ από ηα 

αληίζηνηρα εκβαδά.  

ΙΙΙ. Σηελ κνξθή ΙΙΙ λα αλαπηύμνπκε έλαλ ινγηζκό εύξεζεο παξαγνπζώλ 

πνπ βαζίδεηαη ζε ηδηόηεηεο ηωλ αόξηζηωλ νινθιεξωκάηωλ αληίζηξνθεο 

ηωλ ηδηνηήηωλ ηωλ παξαγώγωλ, όπωο ζα δνύκε ζε επόκελν θεθάιαην 

ζηηο ηερληθέο νινθιήξωζεο. 

Παξάδεηγκα. Μπνξνύκε ηώξα λα ζπγθξίλνπκε ηεο ηηκέο ηεο 

παξάγνπζαο ζην πξνεγνύκελν γξάθεκα, όπσο θαίλεηαη ζην γξάθεκα 

παξαπιεύξσο. Π.ρ. έρνπκε: 

 f(δ) f(0) 0 f(δ) f(0)     

δηόηη ην ζρεηηθό αξλεηηθό εκβαδό ζην δηάζηεκα {α,β} είλαη 

κεγαιύηεξν από ην αληίζηνηρν ζεηηθό ζηα δηαζηήκαηα {0,α}  θαη 

{β,δ} . Αληίζηνηρεο ζπγθξίζεηο κπνξνύκε λα θάλνπκε θαη γηα άιιεο 

ηηκέο.  

 
 

 

 

α βα β

f(x) F (x)

 

0   

f(x)   

 

 

 

 

F(x) F(0)   

παπάγοςζα   

α   γ   β   δ   
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Παξάδεηγκα. Θα ππνινγίζνπκε ηα παξαθάησ εκβαδά από ηα αληίζηνηρα νξηζκέλα νινθιεξώκαηα: 

1.
3

2 2 3 2 2

1
1

1 1 1
(x / 2) x xdx x 3 1 4

2 2 2
        

2. 
2

1 1 2

1
1

(ln x) x x dx ln x ln2 ln1 ln2         

3. (sinx) cosx 
π/2

π/2

0
0

cos xdx sin x 1 0 1      

 

31. Βαζηθά νινθιεξώκαηα, ρσξίο ηηο απζαίξεηεο ζηαζεξέο, πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 

αληηζηξνθή ησλ γλσζηώλ ηύπσλ παξαγώγσλ: 

 α) α α 11
x dx x

α 1


        α α 11

f (x)f (x)dx f (x)
α 1

 
   γηα  α 1   

β) 
1

dx ln x
x

                  
f (x)

dx ln f(x)
f(x)


  

 γ) x xe dx e                      f (x) f (x)f (x)e dx e    

 δ) cos xdx sin x             f (x)cos f(x)dx sin f(x)   

 ε) sin xdx cos x           f (x)sin f(x)dx cos f(x)    

32. Γξακκηθόηεηα. Ιζρύεη γηα ηα νξηζκέλα θαη γηα ηα αόξηζηα νινθιεξώκαηα: 
β β β

α α α
[λf(x) μg(x)]dx λ f(x) μ g(x)]dx     ,    [λf(x) μg(x)]dx λ f(x)dx μ g(x)dx      

Παξάδεηγκα. Υξεζηκνπνηώληαο ηνπο παξαπάλσ ηύπνπο θαη ηελ γξακκηθόηεηα, βξίζθνπκε: 

1. 2

(α)

lnx 1 1
dx lnxdx ln x c

x x 2
    ,   2. 

2 2 2x x x

(γ)

1 1
xe dx 2xe dx e c

2 2
     

3 . 2

2 2 (β)

x 1 2x 1
dx dx ln(1 x ) c

2 21 x 1 x
   

    

4. 2 1 2 1 3(2x x 3)dx 2 x dx x dx 3 1dx 2x / 3 ln x 3x             

 
Παξαηήξεζε. Σν νξηζκέλν νινθιήξσκα ηεο δηαθνξάο δύν 

ζπλαξηήζεσλ f(x) g(x)  εξκελεύεηαη γεσκεηξηθά σο ην 

πξνζεκαζκέλν εκβαδό κεηαμύ ησλ θακπύισλ ηνπο, ζεηηθό όπνπ ε 

f(x)  είλαη κεγαιύηεξε, αξλεηηθό όπνπ είλαη κηθξόηεξε, όπσο ζην 

ζρήκα παξαπιεύξσο 

 
β

α
[f(x) g(x)]dx Ε E      γηα β α   

  
Παξαηήξεζε. Σν νινθιήξσκα θαζώο θαη ε παξάγνπζα νξίδνληαη θαη 

γηα ζπλαξηήζεηο κε βεκαηηθή αζπλέρεηα, ζεσξώληαο ηελ παξάγνπζα 

ζπλερή ζπλάξηεζε. Δηδηθά γηα ην νξηζκέλν, νινθιεξώλνπκε ρσξηζηά ζε 

θάζε δηάζηεκα ζπλέρεηαο θαη κεηά αζξνίδνπκε.  
β γ β

α α γ
f(x)dx f(x)dx f(x)dx      

Γηα ην νινθιήξωκα, νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία αζπλέρεηαο δελ παίδνπλ ξόιν.          
  
 

 

 

 

cosx  
1/ x  x  

1 ln2  4  

β  α  
x  

γ  

f(x)  

g(x)   

f(x)   

E  

β  α  x  

E  
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33. Γεληθεπκέλν νινθιήξωκα 
Σν νξηζκέλν νινθιήξσκα επεθηείλεηαη επίζεο θαη ζε κε θξαγκέλα δηαζηήκαηα νινθιήξσζεο 

θαζώο θαη ζε κε θξαγκέλεο ζπλαξηήζεηο κε άπεηξε αζπλέρεηα. Τπνινγίδεηαη σο όξην θαη θαιείηαη 

γεληθεπκέλν νινθιήξωκα. Λέκε όηη ζπγθιίλεη αλ δίλεη πεπεξαζκέλν αξηζκό, όηη δελ ζπγθιίλεη αλ 

δίλεη άπεηξν. Παξαηεξνύκε ζρεηηθά όηη κηα πεξηνρή κπνξεί λα κελ είλαη θξαγκέλε αιιά λα έρεη 

πεπεξαζκέλν εκβαδό, όπωο έλα άπεηξν πιήζνο όξωλ κπνξεί λα έρεη πεπεξαζκέλν άζξνηζκα. 

Παξάδεηγκα.  Σα παξαθάησ νινθιεξώκαηα αθνξνύλ κε θξαγκέλν δηάζηεκα 

1.   1

1
1

x dx ln x ln ln1


       , δελ ζπγθιίλεη,   

2.  2 1

1
1

1
x dx x 1 1


       

 , ζπγθιίλεη 

Παξάδεηγκα. Σν παξαθάησ νινθιήξσκα αθνξά κε θξαγκέλε ζπλάξηεζε 

1. 
1

1

0
0

1
dx ln x ln1 ln0

x
     , δελ ζπγθιίλεη    

Πρόηαζη. Τα παξαθάηω γεληθεπκέλα νινθιεξώκαηα ζπγθιίλνπλ  ηθαλνπνηνύληαη νη αληίζηνηρεο 

ζπλζήθεο:  

 1. r

1

1
x dx r 1

r 1


   

    2. 
1

r

0

1
x dx 0 r 1

1 r

    
      3. rx

0

1
e dx r 0

r


     

2x  

1x  

x  


