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Κεφάλαιο 1. Μαθηµατικός Προγραµµατισµός 

1.1. Εισαγωγή 

Με τον γενικό όρο Μαθηµατικός Προγραµµατισµός εννοούµε τα προβλήµατα βελτιστοποίησης µε 

ανισοτικούς περιορισµούς.  Στο αντικείµενο του µαθηµατικού προγραµµατισµού περιλαµβάνεται και 

η ανάπτυξη αλγορίθµων βελτιστοποίησης που είναι κατάλληλοι για εφαρµογή σε υπολογιστή. Η 

ορολογία αυτή ξεκίνησε από την εφαρµογή µαθηµατικών µεθόδων στον προγραµµατισµό της 

παραγωγής σε βιοµηχανίες και στην οικονοµία γενικότερα. Έτσι, η έννοια του µαθηµατικού 

προγραµµατισµού δεν έχει άµεση σχέση µε  τον προγραµµατισµό των υπολογιστών. 

 

Το γενικό πρόβληµα του ΜΠ (Μαθηµατικού Προγραµµατισµού) γράφεται ως: 

max f(x)  x∈Rn

έτσι ώστε να ισχύουν ΟΛΕΣ οι k  ανισότητες 

g1( x ) ≥ 0,  g2( x ) ≥ 0, …,  gk( x ) ≥ 0 

 

Η γενική αυτή µορφή που θα αναφέρεται ως Κανονική Μορφή περιλαµβάνει όλα τα προβλήµατα που 

µπορεί να τεθούν, είτε είναι προβλήµατα ελαχίστου, µεγίστου, είτε g( x ) ≥ 0 ή ≤0 ή ακόµα και =0, 

καθώς κάθε πρόβληµα Μ.Π. µπορεί να πάρει συγκεκριµένη Κανονική Μορφή µε συγκεκριµένες 

µετατροπές.  

 

Παράδειγµα 1   

Γράψτε το πρόβληµα min x + y µε περιορισµό x2 + y2 ≤ 1 στην παραπάνω µορφή. 

Θέτουµε f(x,y) =-x-y και g(x,y) = 1- x 2- y 2.  Το πρόβληµα - max f(x,y) µε g(x,y) ≥ 0, είναι ίδιο µε το 

προηγούµενο και είναι στην κανονική µορφή. 

� 

 

Παράδειγµα 2   

Ίδιο πρόβληµα όπως παραπάνω µε τον επιπρόσθετο περιορισµό x+y=1. 

Θέτουµε g1(x,y) = 1- x 2- y 2, και δύο επιπλέον συναρτήσεις περιορισµού g2(x,y) = x+y-1 και g3(x,y) = 

1-(x+y).  Ο συνδυασµός των περιορισµών g2 και g3 ≥0 ισοδυναµεί µε g2 = g3 =0  ή x+y=1. 

� 
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Πολλές φορές οι ανισοτικοί περιορισµοί δεν αποτελούν ουσιαστική δέσµευση στο πρόβληµα όπως 

π.χ. στο min (x-½)2+(y-½)2  µε  x2+y2≤1, όπου το ελάχιστο είναι προφανώς στο x = y = ½. Το ίδιο 

ελάχιστο θα προέκυπτε ακόµα και αν δεν υπήρχε ο ανισοτικός περιορισµός. 

 

Ένας περιορισµός είναι ουσιαστικός (ή αποτελεσµατικός ή ενεργός) αν δεν επιτρέπει την µετάβαση 

από ένα δεδοµένο x σε όλα τα γειτονικά  x+∆x .  Αν όµως για κάποιο x υπάρχει µία περιοχή Ν(x,ε)1 

που ανήκει στο σύνολο S≡{x:g(x)≥0} τότε το x είναι ακρότατο µόνο αν ικανοποιούνται οι συνθήκες 

για ελεύθερο ακρότατο, δηλαδή  ∇f(x) = 0 όπου το ανάδελτα  ∇ υποδηλώνει την διανυσµατική 

µερική παραγώγιση.  Συγκεκριµένα, χρησιµοποιείται ο ορισµός  ∇φ ≡ (∂φ/∂x1, ∂φ/∂x2, ….,∂φ/∂xn). 

 

Για κάθε σηµείο x ονοµάζουµε αποτελεσµατικούς περιορισµούς στο x αυτούς που συνεπάγονται 

ουσιαστική δέσµευση του x. Συγκεκριµένα, αν είναι gj(x)=0, ο περιορισµός  j λέγεται 

αποτελεσµατικός στο x, ενώ αν είναι gj(x)>0 ονοµάζεται µη αποτελεσµατικός. 

 

Παράδειγµα 3: 

 Έστω g1(x, y) =x+y και g2(x, y)=1- x 2 -y 2.  Στο x = y = 0  ο πρώτος περιορισµός είναι 

αποτελεσµατικός ενώ ο δεύτερος δεν είναι.  Βλέπε το παρακάτω σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          
1 Ορίζουµε ως περ

 

 

 
 
                                                g1≥0 
 
 
 
 
 
 
                                                       g2≥0 

                                 

� 

                            

ιοχή ακτίνας ε γύρω από το x το σύνολο Ν(x,ε)={y ⏐ | y-x |<ε} 

1-4



1.2. Συνθήκες Kuhn - Tucker 

Οι αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα x λύση του γενικού προβλήµατος διατυπώθηκαν σε εύχρηστη 

µορφή από τους Kuhn και Tucker  γύρω στα 1950 ενώ είχαν διατυπωθεί παλαιότερα από τον Karush.  

Για να αποδειχθούν οι Συνθήκες Kuhn-Tucker χρειάζεται το παρακάτω αποτέλεσµα της Γραµµικής 

Άλγεβρας: 

 

Λήµµα (Farkas):  

Έστω k διανύσµατα γραµµής α1,α2, .., αk   και γενικά αi ∈Rn , καθώς και ένα άλλο διάνυσµα γραµµής 

c ∈ Rn. Θεωρούµε τις k + 1 ανισότητες ως προς του n αγνώστους (x1, x2, …,xn)≡ x: 

c⋅ x < 0  (δηλαδή  ∑jcjxj < 0) και  

αi⋅x ≥ 0  (δηλαδή  ∑jαj
i xj ≥ 0)  για i=1,..,k .   

Αν δεν υπάρχει x που ικανοποιεί τις ανισότητες αυτές, τότε υπάρχουν µη αρνητικοί αριθµοί µj ≥ 0, 

j=1,2,..,k, ώστε c=∑jµjαj.  

Ισχύει και το αντίστροφο, αν δηλαδή c=∑jµjαj για µj ≥ 0, τότε οι παραπάνω ανισότητες δεν έχουν 

λύση. 

 

Απόδειξη: 

Αν το c εκφραζόταν ως άθροισµα  ∑j µj αj, το σύστηµα των ανισοτήτων δεν θα µπορούσε να έχει λύση 

εφόσον θα ήταν  c⋅ x = ∑j µj (αj ⋅ x) ≥ 0,  αφού τόσο τα µj και οι παραστάσεις (αj ⋅ x) είναι µη 

αρνητικές.  Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι δεν υπάρχει λύση στο σύστηµα των ανισοτήτων αλλά ούτε και 

µj ≥ 0 τέτοια ώστε c = ∑j µj αj.   Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων d=∑j λj αj µε λj≥ 0 είναι ένα κυρτό 

σύνολο που ονοµάζεται κώνος που παράγεται από τα αj  και συµβολίζεται µε Κ.  Βλέπε το παρακάτω 

σχήµα : 

 

                                                                  H 
                                                                        
 
                                c            α1           Κ 
                                                                          αk

                                                                          h                           
  

 
 

Σχήµα  
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Εφόσον το c δεν µπορεί να γραφεί ως  c = ∑j µj αj , δεν µπορεί να ανήκει στο Κ.  Σύµφωνα τότε µε το 

Θεώρηµα του ∆ιαχωριστικού Επιπέδου (που δεχόµαστε χωρίς απόδειξη), υπάρχει επίπεδο Η τέτοιο 

ώστε τα c και τα αj να κείνται στις δύο διαφορετικές περιοχές (ηµιεπίπεδα) που διαχωρίζονται από το 

Η.  Αν  h  είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο Η και στο ηµιεπίπεδο των α, θα είναι  h⋅αj ≥ 0 αλλά c⋅h < 0, 

που έρχεται σε αντίφαση µε την παραδοχή ότι το σύστηµα των ανισοτήτων δεν έχει λύση.  Άρα 

υπάρχουν αριθµοί µj ≥ 0 τέτοιοι ώστε c = ∑j µj αj.     

� 

 

Θεώρηµα (Συνθήκες Kuhn Tucker ή απλώς Κ-Τ):  

 Έστω ότι xo είναι βέλτιστη λύση του προβλήµατος  max f(x)  x ∈ Rn µε g1( x ) ≥ 0,  g2( x ) ≥ 0, …,  

gk( x ) ≥ 0.  Τότε υπάρχουν αριθµοί µ1, µ2,.., µk ≥ 0 και τέτοιοι ώστε  

(α) ∇f(xο) + ∑j µj∇gj(xο) = 0 

(β) µj gj(xο) = 0 για j = 1,2,..,k. 

[ Οι σχέσεις (β) γράφονται και ως ∑j µj gj(xο) = 0, διότι εφόσον µj≥ 0, gj(xο) ≥ 0, ο µόνος τρόπος να 

είναι το άθροισµα 0 είναι ο κάθε όρος να µηδενίζεται ]. 

 

Απόδειξη:  

Έστω ότι υπήρχε ∆x  έτσι ώστε  ∇gj(xο)⋅∆x ≥ 0 για τα j  που αντιστοιχούν στους αποτελεσµατικούς 

περιορισµούς αλλά και ταυτόχρονα ∇f(xο)⋅∆x > 0. Εφόσον ισχύει µία επιπλέον τεχνική 

λεπτοµέρεια γνωστή ως "Ιδιότης των Περιορισµών" την οποία αποδεχόµαστε σιωπηρά, για 

µικρό αριθµό λ>0 θα ισχύει ότι το διάνυσµα x1=xο+λ∆x ικανοποιεί τους περιορισµούς του 

προβλήµατος ΜΠ, εφόσον  gj(x1)≅gj(xο)+λ∇gj(xο)⋅∆x≥0.  Όµως θα είναι και f(x1) ≅ f(xο) + λ∇f(xο)⋅∆x 

> f(xο) πράγµα που αντιβαίνει το ότι το xο είναι µέγιστο.  Άρα οι ανισότητες -∇f(xο)⋅∆x<0, 

∇gj(xο)⋅∆x≥0 δεν έχουν λύση και άρα σύµφωνα µε το Λήµµα Farkas υπάρχουν µj µη αρνητικά για τα 

j που αντιστοιχούν στους αποτελεσµατικούς περιορισµούς τέτοια ώστε -∇f(xο) = ∑j µj∇gj(xο) ή 

∇f(xο)+∑jµj∇gj(xο)=0.  Αν θέσουµε µj=0 αν το j δεν αντιστοιχεί σε αποτελεσµατικό περιορισµό, 

δηλαδή ∇gj(xο)>0, θα είναι µjgj(xο)=0 για όλα τα j, είτε αντιστοιχούν σε αποτελεσµατικούς 

περιορισµούς είτε όχι και επιπλέον βέβαια ∇f(xο)+∑jµj∇gj(xο)=0, όπου το άθροισµα είναι ως προς 

όλα τα j και όχι µόνο αυτά που αντιστοιχούν σε αποτελεσµατικούς περιορισµούς.     

� 

       

Τονίζεται ότι οι Συνθήκες Κ-Τ είναι αναγκαίες αλλά όχι ικανές για βέλτιστο, δηλαδή υπάρχουν 

σηµεία που ικανοποιούν τις συνθήκες, ενώ σαφώς δεν είναι βέλτιστα.  Μία τέτοια περίπτωση δίνεται 
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στο Παράδειγµα 9. Είναι επιπλέον απαραίτητο όπως αναφέρθηκε στην υποσηµείωση να ισχύει στο xο 

µία γεωµετρική "ιδιότητα των περιορισµών" και συγκεκριµένα σχετικά µε τα διανύσµατα ∇gj(xο), 

διαφορετικά είναι δυνατόν να έχουµε βέλτιστα όπου δεν ικανοποιούνται οι Συνθήκες Κ-Τ.  Μία 

τέτοια περίπτωση δίνεται στα Παραδείγµατα  10α και 10β,  όπου επεξηγείται περισσότερο η ιδιότητα 

αυτή. 

 

Οι συνθήκες γράφονται σε ισοδύναµη µορφή µε την χρήση της συνάρτησης Lagrange  

L(x,µ) = f(x) + ∑jµjgj(x). 

 

Συνθήκες Kuhn – Tucker σε µορφή Lagrange 

 Αν το xο είναι βέλτιστο στο πρόβληµα κανονικής µορφής max f(x), gj(x) ≥ 0 θα πρέπει να υπάρχουν 

µj ≥ 0 ώστε να ισχύουν οι σχέσεις: 

• ∂L /∂xi = ∂f(xο )/∂xi + ∑jµj ∂gj(xο)/∂xi = 0  για i=1,2,..,n. 

• µjgj(xο) = 0  για j=1,2,.., k    

και βέβαια το xο να είναι εφικτό, δηλαδή 

• gj(xο) ≥ 0  για j=1,2,.., k 

 

1.3. Εφαρµογές των συνθηκών Kuhn - Tucker 

 

Παράδειγµα 1: 
2 2min x y

x y 1
+

+ ≥
 

  

f∇
g∇
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Στο βέλτιστο, τα  και  πρέπει να είναι συγγραµικά και ίδιας κατεύθυνσης. ∆ιαφορετικά, αν 

κινούµαστε  κατά το  θα είχαµε επιτρεπτή µετακίνηση που θα µείωνε την . Άτοπο για 

βέλτιστο! 

f∇ g∇

g∇ f

 

Γράφουµε:  
( )2 2 2 2min x y max x y

x y 1 0

+ = − − −

+ − ≥
 

Άρα: 

( )2 2L x y x y 1

L 2x 0
x x y 2
L 2y 0
y

= − − + µ ⋅ + −

∂ ⎫= − + µ = ⎪∂ ⎪ = = µ⎬∂ ⎪= − + µ =
∂ ⎪⎭

 

Άρα αν  από την 0µ > ( )x y 1µ ⋅ + − =0 συνεπάγεται ότι  
x y

x y 1 0 x y 1 2
=

+ − = ⇒ = =  

Εποµένως . 1 0µ = >

∆ηλαδή, η λύση x y 1 2= =  και  ικανοποιεί τις Συνθήκες Κ-Τ. 1µ =

� 

 

Αν στο προηγούµενο πρόβληµα προσθέσουµε τον περιορισµό x 2y 1+ ≥ , τότε προφανώς η λύση 

δεν αλλάζει. Τότε ο πολλαπλασιαστής µ  αυτής της σχέσης µπορεί να θεωρηθεί µηδενικός! 

 

Παράδειγµα 2: 

Το πρόβληµα    2 2 µεmax x y x y 1+ + ≥

έχει ( )2 2L x y x y 1= + + µ ⋅ + − . 

Οπότε x y 2= = −µ  (γιατί;) 

Αν , τότε 0µ > x y 1 2= =  αλλά και x y 2 0= = −µ < . Άτοπο!  

Άρα πρέπει , οπότε , αλλά και αυτό άτοπο εφόσον 0µ = x y 0= = x y 1+ ≥ ! 

Εποµένως, δεν υπάρχουν σηµεία ικανοποίησης των συνθηκών Κ-Τ! (γιατί;) 

� 
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Παράδειγµα 3:   
2 2 µεmin x y x y 1+ + ≥ −  

Ο περιορισµός γράφεται ισοδύναµα x+y+1≥0, και έχουµε πάλι L=-x2-y2+µ(x+y+1) Οι συνθήκες Κ-Τ 

λένε ότι υπάρχει στο ελάχιστο xo, yo  ένας αριθµός µ≥0 ώστε  

(α) ∂L /∂x = -2x+µ=0 και ∂L /∂y = -2y+µ=0 

(β) µ(xo+ yo +1) = 0 

Αν είναι µ>0, από το (α) έχουµε x=y=µ/2>0 και λόγω του (β) θα πρέπει x+y+1=0, πού όµως είναι 

άτοπο. Άρα πρέπει µ=0, και λόγω του (α), x=y=0= µ.  Αυτό το αποτέλεσµα είναι το ίδιο µε αυτό που 

θα προέκυπτε αν είχαµε να βρούµε ακρότατο χωρίς ανισοτικούς περιορισµούς. Έχουµε δηλαδή µία 

περίπτωση αναποτελεσµατικών περιορισµών, οπότε οι συνθήκες ΚΤ ανάγονται σε ισοτικές συνθήκες 

Lagrange.   

x y 1+ =

 
� 

 

Παράδειγµα 4:   
2 2µεmin x y 1 (x y ) 0+ − + ≥  

Θέτουµε L = -x - y + µ[1-( x2+y2 )]  για µ≥0.  Πρέπει  να είναι για βέλτιστο:  

(α) ∂L /∂x = -1-2µx=0 και ∂L /∂y = -1-2µy=0 

(β) µ(1-( x2+y2 )) = 0 

Από το (α) φαίνεται ότι δεν µπορεί να είναι µ=0.  Άρα είναι µ>0, οπότε από το (α) x=y=-1/2µ που 

είναι αρνητικά.  Εφόσον µ>0, πρέπει ο περιορισµός να είναι αποτελεσµατικός δηλαδή  1= x2+y2  και 

άρα x=y=-1/√2.  Εποµένως είναι µ=1/√2. 
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� 

 

Παράδειγµα 5:   
2 2µεmax x y 1 (x y ) 0+ − + ≥  

Θέτουµε L = x +y + µ[1-( x2+y2 )] µε  µ≥0 και οι συνθήκες είναι:   

(α) ∂ L /∂x = 1-2µx=0 και ∂ L /∂y = 1-2µy=0 

(β) µ(1-( x2+y2 )) = 0 

 

Πάλι η περίπτωση µ=0 απορρίπτεται οπότε είναι µ>0, και από το (α): x=y=1/(2µ), που είναι θετικά.  

Εφόσον µ>0, πρέπει ο περιορισµός να είναι αποτελεσµατικός δηλαδή  1= x2+y2  και άρα x=y=1/√2.  

Εποµένως είναι µ=1/√2.  Παράβαλε µε το Παράδειγµα 4. 

� 

 

Παράδειγµα 6:   
2 2µεmax x y 1 (x y ) 0 y 0+ − + ≥ και ≥  

Έχουµε L  = -x-y+ µ1 [1-( x2+y2 )] + µ2y, µε   µ1 και  µ2 ≥ 0.   

Οι συνθήκες είναι 

(α) ∂L /∂x = -1-2µ1x=0 και ∂L /∂y = -1-2µ1y+µ2=0 

 (β) µ1(1-( x2+y2 )) = 0 και µ2y = 0 

Είναι πάλι µ1>0, διαφορετικά -1=0 από την πρώτη σχέση της (α).  Αν τώρα µ2=0, από την δεύτερη 

σχέση της (α) προκύπτει ότι 1 = -2µ1y που όµως µας δίνει y αρνητικό και µη αποδεκτό λόγω του 

περιορισµού y≥0. Aρα το µ2 είναι αυστηρά θετικό και εποµένως y=0.  Από την σχέση 1=-2µ1x της (α) 

έπεται ότι µ1>0 και άρα 1-x2-y2 = 1-x2 = 0 οπότε x2 = 1 και x = ±1.  Αλλά x =-1/2µ1 <0 και εποµένως 

x =-1.  Εποµένως είναι µ1 =1/2 και από την σχέση 1 = -2µ1y+µ2 έπεται ότι µ2=1.  Βλέπε Σχήµα 6.  Στο 

σηµείο (-1,0) έχουµε ∇g1=(-2x,-2y) = (2,0) ενώ ∇g2=(0,1). Έχουµε τέλος -∇f=(1,1) και ισχύει  όντως 
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ότι ∇f + µ1∇g1+µ2∇g2 =0 για τις παραπάνω τιµές των µ1,∇g1, µ2 και ∇g2. Παρατηρήστε ότι στο (-1,0) 

ικανοποιούνται ισοτικά και οι δύο περιορισµοί. 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

� 

 

 

Παράδειγµα 7:  (Επιβεβαίωση) 

Οι συνθήκες Kuhn Tucker µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να επιβεβαιώσουν ότι ένα δεδοµένο 

σηµείο είναι ή δεν είναι το βέλτιστο ενός προβλήµατος.  Η εργασία αυτή είναι αρκετά απλούστερη 

από το να εντοπισθούν όλες οι λύσεις των συνθηκών Kuhn Tucker.   

Έστω λοιπόν το πρόβληµα max 3x+4y µε περιορισµούς x+y≤2, x+8y≤8, x,y≥ 0. 

∆ιαγραµµατικά βλέπουµε πώς το βέλτιστο είναι στο x=8/7 y=6/7.  Πώς επιβεβαιώνουµε ότι όντως το 

σηµείο αυτό είναι βέλτιστο; 

 

 

 

                                             Ισοσταθµ. αντικειµενικής 

                              2          1ος Περιορ. 

                                                              Βέλτιστο 

                                                                             2ος Περιορ. 

                                     0                        2                8 

 

Θέτουµε L = 3x+4y+ µ1 [2-x-y] + µ2[8-x-8y]+ µ3x + µ4y  µε   µ1, µ2, µ3, µ4 ≥ 0.   

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης είναι: 

 (α) ∂L /∂x = 3-µ1- µ2+ µ3=0 και ∂L /∂y = 4-µ1-8µ2+ µ4=0 
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 (β) µ1 [2-x-y] =0   µ2[8-x-8y]=0   µ3x=0  µ4y=0 

 

Αν x=8/7 y=6/7, θα είναι µ3= µ4=0 οπότε οι σχέσεις (α) γίνονται ένα σύστηµα 2 εξισώσεων µε δύο 

αγνώστους µ1+ µ2=3 και µ1+8µ2 = 4  που έχει µοναδική λύση µ1=20/7 και  µ2=1/7.  Τα µ που 

εντοπίσθηκαν µε τον τρόπο αυτό είναι µη αρνητικά, οπότε οι συνθήκες Kuhn Tucker ικανοποιούνται 

κατ' αρχήν – πράγµα που δεν θα συνέβαινε αν η λύση στο σύστηµα προέκυπτε αρνητική.  Πρέπει 

όµως επιπλέον λόγω της θετικότητας των µ και των σχέσεων (β) να ισχύει και  2-x-y = 8-x-8y =0, που 

επιβεβαιώνονται για τις συγκεκριµένες τιµές των x,y. 

 

Μία άλλη κορυφή στο διάγραµµα των περιορισµών είναι η x=0, y=1.  Εξετάζουµε αν στο σηµείο 

αυτό ικανοποιούνται οι συνθήκες βελτίστου.  Για τις τιµές αυτές θα είναι µ4=0 και επιπλέον καθώς η 

x+y≤2 ικανοποιείται ανισοτικά, θα πρέπει µ1=0 λόγω της πρώτης σχέσης στις (β).  Έτσι οι σχέσεις (α) 

γίνονται πάλι ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους και συγκεκριµένα 3-µ2+µ3=0, 4-8µ2=0.  

Η λύση των είναι µ2=1/2 και µ3=-5/2, πράγµα που σηµαίνει ότι οι συνθήκες ∆ΕΝ ικανοποιούνται. 

� 

 

Παράδειγµα 8:  (Επιβεβαίωση) 

Έστω το πρόβληµα max x2+3y2 µε περιορισµούς x+y≤2, x+8y≤8, x,y≥ 0.   

Οι περιορισµοί είναι οι ίδιοι όπως προηγουµένως, αλλά από την διαγραµµατική παράσταση δεν είναι 

σαφές που θα είναι το βέλτιστο, δεδοµένου ότι οι ισοσταθµικές της αντικειµενικής δεν είναι 

γραµµικές.  Από το διάγραµµα φαίνεται πάντως ότι τα υποψήφια βέλτιστα είναι στις κορυφές του 

σχήµατος, δηλαδή (i) x=y=0 (ii) x=8/7 y=6/7 (iii) x=2 y=0 και (iv) x=0 y=1.  

Θέτουµε L = x2+3y2 + µ1 [2-x-y] + µ2[8-x-8y]+ µ3x + µ4y  µε   µ1, µ2, µ3, µ4 ≥ 0.   

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης είναι: 

 (α) ∂L /∂x = 2x-µ1- µ2+ µ3=0 και ∂L /∂y = 6y-µ1-8µ2+ µ4=0 

 (β) µ1 [2-x-y] =0   µ2[8-x-8y]=0   µ3x=0  µ4y=0 

Στο (i) είναι µ1= µ2=0 και από την (α) έπεται ότι µ3= µ4=0 και οι συνθήκες ικανοποιούνται, αν και το 

σηµείο (i) δεν έχει κανένα ενδιαφέρον από πλευράς βελτιστοποίησης. 

Στο (ii) είναι µ3= µ4=0 οπότε η (α) γίνεται 16/7 = µ1+ µ2 και 36/7 = µ1+8µ2 . Λύνοντάς τις προκύπτει  

µ1= 92/49, µ2=20/49 που είναι αποδεκτές καθώς οι γραµµικοί περιορισµοί ικανοποιούνται ισοτικά. 

Στο (iii) είναι µ2= µ3=0 οπότε η (α) γίνεται 4-µ1=0 και µ1=µ4 οπότε είναι µ1=µ4=4, που είναι 

παραδεκτό. 
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Στο (iv) είναι µ1= µ4=0 οπότε η (α) δίνει ένα σύστηµα εξισώσεων ως προς µ2 και µ3 µε λύση 

µ2=µ3=3/4 που επίσης ικανοποιεί τις συνθήκες βέλτιστου. 

 

Από τα 4 σηµεία αυτά, η τιµή της αντικειµενικής στο (i) είναι 0, στο (ii) είναι 3.510 , στο (iii) είναι 4, 

και τέλος στο (iv) είναι 3.  Άρα το καθολικό βέλτιστο είναι το σηµείο (iii).  Τα παραπάνω µας 

δείχνουν ότι η ικανοποίηση των συνθηκών Kuhn Tucker είναι αναγκαία αλλά όχι ικανή για συνολικό 

βέλτιστο.  Κάτω από συνθήκες κυρτότητας είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι οι συνθήκες είναι και 

ικανές, ενώ αν υπάρξουν πρόσθετες συνθήκες δεύτερης τάξης τότε ένα οποιοδήποτε σηµείο που 

ικανοποιεί τις συνθήκες είναι τοπικό αλλά όχι ολικό βέλτιστο. Το ίδιο θέµα εµφανίζεται και στο 

επόµενο παράδειγµα. 

� 

 

Παράδειγµα 9:  (Οι συνθήκες K-T είναι αναγκαίες αλλά όχι ικανές) 

Έστω το πρόβληµα max x +y  µε περιορισµό  x2+y2  ≥ 1.   

Θέτουµε L = x +y + µ[x2+y2 -1] µε  µ≥0 και οι συνθήκες είναι:   

(α) ∂ L /∂x = 1+2µx=0 και ∂ L /∂y = 1+2µy=0 

(β) µ(x2+y2 -1) = 0 

Για να ικανοποιούνται οι Κ-Τ θα πρέπει να είναι µ>0, και από το (α) x = y = -1/(2µ) που είναι 

αρνητικά.  Εφόσον µ>0, πρέπει ο περιορισµός να είναι αποτελεσµατικός δηλαδή  1= x2+y2  και άρα   

x = y = -1/√2.  και µ=1/√2.  Όµως είναι τελείως προφανές ότι το σηµείο (-1/√2 , -1/√2) δεν είναι ούτε 

τοπικό ούτε και φυσικά ολικό βέλτιστο.  Μάλιστα δεν υπάρχει ολικό βέλτιστο καθώς ο περιορισµός 

δεν αποκλείει απεριόριστη αύξηση των x,y και έτσι δίνουν στην αντικειµενικά απείρως µεγάλες 

τιµές.  Επίσης, µετακινούµενοι κατά την περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου κοντά στο σηµείο   

(-1/√2, -1/√2) επιτυγχάνουµε αύξηση της αντικειµενικής, και άρα δεν έχουµε ούτε καν τοπικό 

βέλτιστο. 

� 

 

Παράδειγµα 10α: (Οι συνθήκες Κ-Τ δεν είναι καν αναγκαίες σε ακραίες περιπτώσεις) 

Έστω το πρόβληµα  max x-y µε περιορισµούς y≥0 και –x3-y≥0.  

Το x δεν µπορεί να πάρει θετικές τιµές (γιατί;) όποτε το προφανές βέλτιστο είναι στο x=y=0.   Για το 

πρόβληµα αυτό οι συνθήκες Κ-Τ είναι L = x - y + λy + µ[–x3-y] και ∂L /∂x = 1-3µx2 = 0 και ∂L /∂y = 

-1+(λ-µ) = 0.  Προφανώς η πρώτη ισότητα δεν ικανοποιείται στο x=0, και άρα παρόλο που το σηµείο 

(0,0) είναι βέλτιστο ∆ΕΝ ικανοποιεί τις υποτιθέµενες αναγκαίες συνθήκες Κ-Τ.  
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Το πρόβληµα αυτό παρατηρείται διότι δεν ισχύει η επιπλέον "ιδιότητα των περιορισµών" που 

αναφέρθηκε στην θεωρία.  Η ιδιότητα αυτή περίπου απαιτεί να είναι γραµµικά ανεξάρτητα τα 

διανύσµατα κλίσης των αποτελεσµατικών περιορισµών, και τότε όντως οι συνθήκες Κ-Τ είναι 

αναγκαίες.  Αυτό φαίνεται και στο παράδειγµα 10β, όπου µία απειροελάχιστη αλλαγή στους 

περιορισµούς οδηγεί σε βέλτιστο όπου ικανοποιούνται οι συνθήκες Κ-Τ, καθώς τα σχετικά 

διανύσµατα κλίσεως είναι ανεξάρτητα. 

� 

 

Παράδειγµα 10β:  (Οι συνθήκες Κ-Τ είναι αναγκαίες αν ισχύει η ιδιότητα των περιορισµών) 

Έστω το πρόβληµα  max x-y µε περιορισµούς y≥εx και   –x3-y≥0, µε ε ένα πολύ µικρό θετικό 

αριθµό (οπότε ο πρώτος περιορισµός αντιστοιχεί περίπου µε τον y≥0 που είχαµε στο προηγούµενο 

παράδειγµα).  

Πάλι το x δεν µπορεί να πάρει θετικές τιµές (γιατί;) και το βέλτιστο είναι πάλι στο x=y=0.  Για το 

πρόβληµα αυτό είναι L = x - y + λ[y-εx] + µ[–x3-y] και οι συνθήκες Κ-Τ είναι:  

 ∂L /∂x = 1-le-3mx2= 0  και  ∂L /∂y = -1+(l-m) = 0.   

Στο x=0 οι συνθήκες ικανοποιούνται µε λ=1/ε και µ=-1+1/ε. Τα διανύσµατα βαθµίδας στο πρόβληµα 

αυτό είναι (ε,1) και (0,-1) που είναι γραµµικά ανεξάρτητα.  Αντίθετα, στο παράδειγµα 10α τα 

διανύσµατα βαθµίδος είναι (0,1) και (0,-1) που είναι εξαρτηµένα. 

� 

 

Μία πολύ καλή (αλλά προχωρηµένη) παρουσίαση των ιδιοτήτων περιορισµών δίνεται στο βιβλίο του 

P. Varaiya Notes on Optimization που είναι διαθέσιµο στο διαδίκτυο (Κεφ. V.1).
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Κεφάλαιο 2. Γραµµικός Προγραµµατισµός 

2.1. Εισαγωγή - Η µέθοδος Simplex 

Θεωρούµε τη γενική περίπτωση ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης Μαθηµατικού 

Προγραµµατισµού: 

min ή max f(x)  x∈Rn

έτσι ώστε να ισχύουν και οι k  ανισότητες 

g1( x ) ≥ 0,  g2( x ) ≥ 0, …,  gk( x ) ≥ 0 

 

Σε περίπτωση που τόσο η αντικειµενική συνάρτηση  f(x)  όσο και οι συναρτήσεις g1(x) ,  g2(x), …,  

gk(x) είναι γραµµικές τότε το πρόβληµα του Μαθηµατικού Προγραµµατισµού είναι γνωστό ως 

Γραµµικός Προγραµµατισµός (ΓΠ). Συγκεκριµένα, αν  f(x)  = ∑jcj xj  j=1,..,n και gk(x) = ∑jαkjxj  - βk, 

το γραµµικό πρόβληµα (ΓΠ) γράφεται είτε σε µορφή πινάκων (µητρών) είτε αθροισµάτων ως:  

 

Πίνακες - Μήτρες Αθροίσµατα  

max c'x 

Ax ≤ β 

max ∑jcj xj   

∑jαijxj ≤ βi    i=1,2,..,k 

 

όπου η διανυσµατική ανισότητα (x1,..,xn)  ≥ (y1,..,yn) σηµαίνει  x1 ≥ y1, ..., xn ≥ yn. 

 

Ένα διάνυσµα x* που ικανοποιεί τους περιορισµούς Ax ≤ β ονοµάζεται λύση του προβλήµατος ΓΠ, 

ενώ αν ισχύει και η παραπάνω διανυσµατική ανισότητα τότε ονοµάζεται εφικτή λύση. Αν τέλος για 

κάθε άλλη εφικτή λύση x, ισχύει ότι c’x> c’x* (για min πρόβληµα) ή c’x< c’x* (για max πρόβληµα)  , 

τότε το  x* ονοµάζεται βέλτιστη εφικτή λύση (ή βέλτιστη λύση). Η εύρεση µιας βέλτιστης λύσης είναι 

και το ζητούµενο σε ένα πρόβληµα Γ.Π. 

 

Η επίλυση των προβληµάτων ΓΠ µπορεί να γίνει αποτελεσµατικά µε την µέθοδο - αλγόριθµο που 

είναι γνωστή ως Simplex και οφείλεται στους G. Dantzig και L. Kantorovitz, και αναπτύχθηκε στα 

τέλη της δεκαετίας του 19402. Η µέθοδος θα εξηγηθεί µε βάση το παρακάτω παράδειγµα: 

                                                      
2 Η µέθοδος Simplex είναι πολύ αποτελεσµατική για τυπικά προβλήµατα.  Μπορούν όµως να κατασκευασθούν 

προβλήµατα στα οποία απαιτεί αριθµό βηµάτων εκθετικό ως προς το µέγεθος του προβλήµατος.  Έχουν από το 

1970 αναπτυχθεί µέθοδοι που εγγυηµένα απαιτούν πολυωνυµικό αριθµό βηµάτων, που όµως είναι δυσκολότερο 

να διατυπωθούν.  Βλέπε Παπαδηµητρίου - Steiglitz. 
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max z = 4x1 + 3x2  

µε περιορισµούς 

3x1+2x2 ≤ 5 

 x1+ x2  ≤ 2 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

 

Στην µέθοδο Simplex θεωρούµε ότι όλες οι µεταβλητές παίρνουν µη αρνητικές τιµές.  Επίσης 

θεωρούµε ότι οι περιορισµοί που είναι κατ' αρχήν  ανισοτικοί, µπορούν να µετατραπούν σε ισοτικούς 

περιορισµούς µε προσθήκη κατάλληλων πρόσθετων µη αρνητικών µεταβλητών, που θα ονοµάζουµε 

µεταβλητές απόκλισης. Τέλος, προς χάριν των παραδειγµάτων που ακολουθούν, θεωρούµε ότι 

έχουµε πρόβληµα µεγιστοποίησης. Έτσι φέρνουµε µε κατάλληλες τροποποιήσεις το ΓΠ στη µορφή: 

max c'x 

Ax = β 

x ≥ 0 

Στο προηγούµενο παράδειγµα εισάγοντας τις µεταβλητές απόκλισης x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 έχουµε το 

ισοδύναµο πρόβληµα:  

max z = 4x1 + 3x2 +0x3 + 0x4

µε περιορισµούς 

3x1 + 2x2 + 1x3 + 0x4 = 5 

  x1 +   x2 + 0x3 + 1x4 = 2 

  x1  ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 

που γράφεται συνοπτικά στον παρακάτω Πίνακα Συντελεστών: 

                    Γραµµή αντικειµενικής συνάρτησης 

                    Γραµµές περιορισµών 

 

4 3 0 0 z 

3 2 1 0 5 

1 2 0 1 2 

x1 x2 x3 x4  

 Τιµές µεταβλητών - αντικειµενικής συνάρτηση 

Οι µεταβλητές x3,x4 αντιστοιχούν σε στήλες του πίνακα των περιορισµών που αποτελούν µία 

ταυτοτική µήτρα (µοναδιαίος πίνακας).  Αν θέσουµε x1=x2=0 τότε θα πρέπει x3=5 και  x4=2.  Μία 

εφικτή λύση (x1, x2 ,x3, x4) τέτοια ώστε µόνο δύο µεταβλητές να έχουν µη αρνητικές τιµές και οι 

άλλες να είναι ακριβώς 0 θα λέγεται βασική λύση σε περίπτωση που επιπλέον οι στήλες της Α που 

αντιστοιχούν στις µη µηδενικές µεταβλητές είναι οι στήλες µιας ταυτοτικής µήτρας, ενδεχοµένως σε 
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µετάθεση.  Οι µη µηδενικές µεταβλητές µίας βασικής λύσης θα ονοµάζονται βασικές µεταβλητές3.  Η 

λύση  (x1, x2 ,x3, x4) = (0,0,5,2) είναι βασική λύση µε βασικές µεταβλητές τις x3, x4 (όσες και οι 

περιορισµοί).  Παρατηρούµε επίσης στο συγκεκριµένο µας παράδειγµα ότι οι συντελεστές της 

αντικειµενικής συνάρτησης που αντιστοιχούν σε βασικές µεταβλητές µεταβλητές είναι 0, άρα οι τιµή 

της αντικειµενικής συνάρτησης στην λύση (0,0,5,2) είναι 0, ενώ οι υπόλοιποι συντελεστές είναι 

θετικοί. 

 

Ας υποθέσουµε προς στιγµή ότι είχαµε µία βασική λύση και ότι οι συντελεστές της αντικειµενικής 

συνάρτησης ήταν µηδενικοί για τις βασικές µεταβλητές και αρνητικοί (µη θετικοί) για τις υπόλοιπες 

µεταβλητές.  Τότε προκύπτει εύκολα ότι η βασική αυτή λύση είναι βέλτιστη!  Και αυτό γιατί αν 

άλλαζαν οι τιµές των µεταβλητών προς µία άλλη εφικτή λύση, τότε οι µη βασικές µεταβλητές θα 

έπαιρναν βέβαια µη αρνητικές τιµές, και άρα η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης θα ήταν 

αρνητική, δηλαδή χειρότερη από την τρέχουσα τιµή που είναι η µηδενική.  Άρα κάθε λύση των 

ανισοτήτων θα έδινε αρνητική τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση πλην της βασικής λύσης που 

υποτίθεται ότι έχουµε βρει και για την οποία η αντικειµενική συνάρτηση παίρνει την τιµή µηδέν.  Η 

φιλοσοφία της µεθόδου επίλυσης Simplex4 είναι να προχωρήσει από µία αρχική βασική λύση των 

περιορισµών σε µία άλλη καλύτερη βασική λύση έτσι ώστε σταδιακά οι συντελεστές της 

αντικειµενικής συνάρτησης να µετατραπούν σε αρνητικούς αριθµούς (ή σε θετικούς όταν έχουµε 

πρόβληµα ελαχιστοποίησης), οπότε και η διαδικασία τελειώνει έχοντας βρει το βέλτιστο.  Θα 

δείξουµε τον τρόπο λειτουργίας της µεθόδου αυτής στο συγκεκριµένο µας παράδειγµα.  

 

Έχοντας αρχίσει από κάποια αυθαίρετη βασική λύση (το πώς βρίσκεται αυτή η λύση θα µας 

απασχολήσει αργότερα), η µέθοδος προχωρά επιλέγοντας ένα οποιοδήποτε µη αρνητικό συντελεστή 

της αντικειµενικής συνάρτησης5.  Στο παράδειγµά µας έστω ότι επιλέγεται ο συντελεστής 4 που 

                                                      
3 Ενδέχεται να υπάρχει βασική λύση όπου κάποια ή κάποιες βασικές µεταβλητές έχουν µηδενικές τιµές.  
1 Η µέθοδος Simplex είναι πολύ αποτελεσµατική για τυχόν πρόβληµα.  Μπορούν όµως να κατασκευασθούν 

προβλήµατα στα οποία απαιτεί αριθµό βηµάτων εκθετικό ως προς το µέγεθος του προβλήµατος.  Έχουν από το 

1970 αναπτυχθεί µέθοδοι που εγγυηµένα απαιτούν πολυνωνυµικό αριθµό βηµάτων, που όµως είνα 

δυσκολοτερο να διατυπωθούν.  Βλέπε Παπαδηµητρίου - Steiglitz. 
4 Το Simplex αναφέρεται στην ελληνική µαθηµατική ορολογία ως Απλοειδές, που είναι γενικά ένα κυρτό 

σχήµα µε σύνορο που αποτελείται από επίπεδες όψεις. Τα απλοειδή παίζουν σηµαντικό ρόλο στην γενικευµένη 

γεωµετρία - τοπολογία. 
5 Υπάρχουν αρκετοί εµπειρικοί κανόνες επιλογής στήλης, αλλά κανένας δεν υπερτερεί γενικά.  Βλέπε 

Παπαδηµητρίου Steiglitz. 
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αντιστοιχεί στην x1.   Αν δώσουµε µη µηδενική τιµή στην x1 κρατώντας την x2 στο µηδέν, η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης αυξάνει.  Το ερώτηµα τίθεται πόσο µπορούµε να αυξήσουµε την x1 έτσι 

ώστε η x2 να παραµείνει µηδενική ενώ οι x3, x4 να µην γίνουν αρνητικές;  Όµως, από τις εξισώσεις 

των περιορισµών θα πρέπει 3x1+x3=5, x1+x4=2 ή  0 ≤ x3 ≤ 5-3x1 και  0 ≤ x4 ≤ 2-x1 ή x1 ≤ 5/3 και 

ταυτόχρονα x1 ≤ 2.  Από τους δύο αυτούς περιορισµούς στο x1  πιο δεσµευτικός είναι ο x1≤5/3  και 

άρα η µέγιστη τιµή που µπορεί να λάβει η µεταβλητή x1 είναι όντως 5/3, οπότε θα πρέπει και x2=0, 

x3=0, x4=1/3,  Η λύση (5/3, 0, 0, 1/3) είναι µία νέα βασική λύση που προκύπτει από τον αρχικό 

πίνακα κάνοντας πράξεις γραµµών έτσι ώστε η πρώτη στήλη του πίνακα   να γίνει  ως εξής: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

 

             (*1/3) 

                            -1

 

 

Οι στήλες που αντιστοιχούν στις µεταβλητές x1, x4 είναι στήλες ταυτοτικού πίνακα.  Μπορούµε τώρα 

να προσθέσουµε  ή να αφαιρέσουµε τις γραµµές που αντιστοιχούν στις εξισώσεις περιορισµών στην 

γραµµή της αντικειµενικής συνάρτησης, έτσι ώστε ο συντελεστής της µεταβλητής x1 να µηδενιστεί.  

Έτσι έχουµε  

3 2 1 0 5   1 2/3 1/3 0 5/3

1 1 0 1 2 → 0 1/3 -1/3 1 1/3

x1 x2 x3 x4    x1 x2 x3 x4  

4 3 0 0 z   0 1/3 -4/3 0  z -20/3 

1 2/3 1/3 0 5/3 → 1 2/3 1/3 0 5/3 

0 1/3 -1/3 1 1/3   0 1/3 -1/3 1 1/3 

x1 x2 x3 x4    x1 x2 x3 x4  

 

              

                    -4

 

 

 

Το νέο πρόβληµα έχει νέα αντικειµενική συνάρτηση⎯z = z -20/3 µε συντελεστές (0,1/3,-4/3,0).  Αλλά 

είναι ⎯z  = z - 20/3 εφόσον προσθέσαµε στην αντικειµενική συνάρτηση z την πρώτη γραµµή των 

περιορισµών πολλαπλασιασµένη επί (-4).  Αν τώρα οι µεταβλητές πάρουν τις τιµές (5/3, 0, 0, 1/3) θα 

είναι ⎯z =0 ή z - 20/3 = 0 ή τελικά z =20/3, που είναι και η τιµή της αρχικής αντικειµενικής 

συνάρτησης για την τιµή (5/3, 0, 0, 1/3) των µεταβλητών.  Συνήθως στον πίνακα της Simplex 

παραλείπουµε το σύµβολο z και λαµβάνουµε υπόψη ότι το τελευταίο στοιχείο της πρώτης γραµµής 

είναι το αρνητικό της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης που προκύπτει για την συγκεκριµένη 

βασική λύση. 
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Ο παρακάτω πίνακας Simplex δείχνει ότι έχουµε πάλι ένα θετικό συντελεστή, που αντιστοιχεί στην 

µεταβλητή x2.  Πάλι µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών µετατρέπουµε την αντίστοιχη στήλη σε στήλη 

µοναδιαίας µήτρας.  Η θέση όπου θα υπάρχει το 1 στην στήλη αυτή βρίσκεται όπως προηγουµένως 

εξετάζοντας τα στοιχεία                                  και επιλέγοντας το µικρότερο, δηλαδή το 1.  Η  

 

αντίστοιχη γραµµή, δηλαδή η δεύτερη των περιορισµών θα έχει στην δεύτερη στήλη το στοιχείο 1/3 

(τελευταίο στοιχείο της δεύτερης στήλης) που ονοµάζεται και σηµείο εναλλαγής (Pivot point).  Η 

µέθοδος Simplex προχωρά µε την µετατροπή της στήλης του σηµείου εναλλαγής στο διάνυσµα           
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

0
0

⎠
⎜
⎝ 1

µε κατάλληλες πράξεις γραµµών όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

0 1/3 -4/3 0 z-20/3   0 0 -1 -1 z-21/3               

                    -1       -2 1 2/3 1/3 0 5/3 → 1 0 1 -2 1 

0 1/3 -1/3 1 1   0 1 -1 3 1 

x1 x2 x3 x4    x1 x2 x3 x4  

         (×3) 

     

 

Η λύση x1=1, x2=1, x3=x4=0 είναι βέλτιστη µε τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης -(-21/3) = 7.  Η 

λύση αυτή είναι βέλτιστη εφόσον οι συντελεστές των µη βασικών µεταβλητών της νέας 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι αρνητικοί. Αυτό δικαιολογείται ως εξής:  Γράφουµε την εξίσωση 

που αντιστοιχεί στην πρώτη γραµµή του τελευταίου πίνακα, δηλαδή  -x3-x4=z-7.  Εφόσον όµως τα x3, 

x4 είναι µη αρνητικά, ισχύει ότι  0 ≤ x3+x4 = 7-z ή τελικά  z ≤7 .  Παράλληλα όµως η βασική λύση 

x1=1, x2=1, x3=x4=0 που βρήκαµε δίνει τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης ακριβώς το βέλτιστο 7, 

καθώς τα x3,x4 µηδενίζονται.  Το επιχείρηµα αυτό είναι γενικό και συγκεκριµένα το κριτήριο 

τερµατισµού της µεθόδου είναι το να έχει καταλήξει σε πίνακα µε µη θετικούς συντελεστές 

αντικειµενικής συνάρτησης στις µη βασικές µεταβλητές (ή µη αρνητικούς αν πρόκειται για πρόβληµα 

ελαχιστοποίησης). 

 

2.2. Λεπτοµερής περιγραφή της µεθόδου Simplex 

Εξετάζουµε το πρόβληµα ΓΠ - Γραµµικού Προγραµµατισµού µε συµβολισµούς Γραµµικής Άλγεβρας 

 

max z = c’x   

Ax = b              

x ≡ (x1,..,xn)' ≥ 0   ή xi ≥ 0 γιά i = 1,2,..,n  
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όπου c’ ≡ (c1,..,cn)  διάνυσµα γραµµής, ενώ  x ≡ (x1,..,xn)' και b ≡ (b1,..,bk)' διανύσµατα στήλης, ενώ 

A: k×n, δηλαδή πίνακας µε  k γραµµές και n  στήλες.  Μία βασική λύση των εξισώσεων   Ax = b  και 

των ανισοτήτων x ≡ (x1,..,xn)' ≥ 0  έχει k βασικές µεταβλητές xj1, xj2, ...,xjk τέτοιες ώστε οι αντίστοιχες 

στήλες j1, j2, ..., jk του πίνακα Α να σχηµατίζουν έναν αντιστρέψιµο πίνακα.  Οι άλλες µεταβλητές xj, 

µε j ≠ ji παίρνουν µηδενικές τιµές. Επιπλέον, οι βασικές µεταβλητές που προκύπτουν µε αυτόν τον 

τρόπο πρέπει να είναι µη αρνητικές.  Αυτό σηµαίνει ότι το σύστηµα k γραµµικών εξισώσεων µε k 

αγνώστους θα πρέπει να έχει µη αρνητική λύση. 

 

Έστω Β ο k×k πίνακας µε στήλες  τις j1, j2, ..., jk  στήλες της Α.  Εφόσον ο Β είναι αντιστρέψιµος, 

γνωρίζουµε από την Γραµµική Άλγεβρα ότι µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών µπορεί να µετατραπεί 

στον k×k  ταυτοτικό πίνακα Ι.  Επίσης το πρόβληµα δεν αλλάζει αν προσθέσουµε στην αντικειµενική 

συνάρτηση z  κάποιες από τις εξισώσεις του περιορισµού A x = b ή πολλαπλάσιά των, και ειδικότερα 

έτσι ώστε οι συντελεστές των βασικών µεταβλητών στην αντικειµενική συνάρτηση να γίνουν όλοι 

µηδενικοί.  Τότε η αντικειµενική συνάρτηση γίνεται ⎯z  = z - α , όπου  z  η αρχική αντικειµενική 

συνάρτηση και α η σταθερά που προκύπτει από τις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών (λόγω των 

στοιχείων του b).  Επίσης η ⎯z =⎯c x όπου  ⎯c = (⎯c1,⎯c2,..,⎯cn) έχει µηδενικά ⎯cj γιά j που αντιστοιχεί 

σε βασική µεταβλητή.  Αν τώρα δεν υπάρχει  cj   θετικό, τότε η βασική λύση που βρήκαµε είναι 

βέλτιστη.  ∆ιαφορετικά, θεωρούµε κάποιο j για το οποίο το⎯cj είναι θετικό.  Η αντίστοιχη µεταβλητή 

xj  δεν είναι βασική και άρα έχει µηδενική τιµή.  Εποµένως αν η xj αυξηθεί µε αντίστοιχη µείωση των 

βασικών µεταβλητών, και τις υπόλοιπες µη βασικές µεταβλητές να παραµένουν στο µηδέν, θα έχουµε 

µία αύξηση στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.  Η αύξηση αυτή περιορίζεται από την µέγιστη 

τιµή που µπορεί να πάρει η xj χωρίς να παραβιαστούν οι περιορισµοί θετικότητας στις βασικές 

µεταβλητές.  Συγκεκριµένα, έστω η i-στή εξίσωση, στην οποία αντιστοιχεί χωρίς απώλεια 

γενικότητας η βασική µεταβλητή xi.  Τότε λόγω της αναγωγής του πίνακα περιορισµών στον 

ταυτοτικό ως προς τις βασικές µεταβλητές, θα είναι  xi +αij xj = bj.  Εφόσον η xi είναι µη αρνητική, θα 

πρέπει  bj  ≥ αij xj .  Αν τώρα  αij ≤ 0, η προηγούµενη ανισότητα δεν επιβάλλει περιορισµούς στην 

αύξηση του xj , αλλά αν αij > 0 το xj περιορίζεται, και µάλιστα περιορίζεται για κάθε i µε αij > 0.  Έτσι 

είναι  bj  ≥ αij xj  γιά κάθε i µε αij > 0, και εποµένως η µέγιστη αύξηση στο xj δίνεται από την 

παράσταση  min {bj /αij⏐ για i µε αij > 0}. 

 

Η µέθοδος Simplex εξετάζει γιά ποιό i (δηλαδή ποιά γραµµή) ισχύει το ελάχιστο αυτό, και προχωρεί 

κάνοντας στοιχειώδεις πράξεις γραµµών έτσι ώστε το στοιχείο (i,j) να γίνει 1, τα δε άλλα στοιχεία 

στην ίδια στήλη να γίνουν µηδενικά.   
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ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν όλα τα στοιχεία αi,j µίας στήλης που έχει θετικό συντελεστή αντικειµενικής 

συνάρτησης είναι αρνητικά ή µηδέν, τότε η µεταβλητή xj µπορεί να αυξηθεί χωρίς περιορισµό, 

οπότε το πρόβληµα δεν έχει πεπερασµένο µέγιστο.  Λέµε επίσης ότι ή λύση του ΓΠ είναι +∞.   

 

Η µέθοδος Simplex τελειώνει όταν όλοι οι συντελεστές c στην γραµµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης γίνουν µη θετικοί στις µη βασικές µεταβλητές, ενώ είναι από κατασκευής µηδενικοί στις 

βασικές µεταβλητές.  Τότε, η βασική λύση στην οποία έχει καταλήξει η µέθοδος είναι και η βέλτιστη.  

Αυτό ισχύει για τον εξής λόγο.  Η πρώτη γραµµή σε µορφή εξίσωσης είναι της µορφής  

β
ςµηβαισκ

−=∑ zxc j
έj

j  και εφόσον όλες οι µεταβλητές είναι µη αρνητικές θα είναι για οποιαδήποτε 

ανάθεση τιµών z ≤ β, δηλαδή το β είναι άνω όριο στην αντικειµενική.  Όµως στην λύση όπου  

κατέληξε η µέθοδος οι µη βασικές µεταβλητές είναι µηδενικές όπότε η αντικειµενική συνάρτηση 

λαµβάνει την τιµή β που είναι και το άνω όριο στην αντικειµενική συνάρτηση! 

 

Βλέπουµε ότι η µέθοδος Simplex προχωρά από βασική σε βασική λύση, συνήθως αυξάνοντας την 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης εφόσον η µη βασική µεταβλητή που εισέρχεται παίρνει µη 

µηδενική τιµή.  Έτσι σε κάθε βήµα της επισκέπτεται διαφορετική βασική λύση.  Εφόσον λοιπόν οι 

βασικές λύσεις είναι πεπερασµένες, η µέθοδος θα τερµατίσει σε κάποιο βήµα στην βέλτιστη βασική 

λύση.  Ο αριθµός των βασικών λύσεων είναι µικρότερος του αριθµού 
!)!(

!
kkn

n
k
n

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 (γιατί;), που 

όµως µπορεί να είναι ιδιαίτερα µεγάλος.   Όντως σε ειδικά κατασκευασµένα παραδείγµατα η Simplex 

επισκέπτεται πολλές βασικές λύσεις και έτσι έχει εκθετική πολυπλοκότητα στην δυσµενέστερη 

περίπτωση.  Νεώτερες αλλά πιο πολύπλοκες µέθοδοι (αναπτύχθηκαν µετά το 1976) έχουν 

πολυωνυµική συµπεριφορά, ενώ αντίθετα η Simplex έχει πολυωνυµική συµπεριφορά µόνο κατά µέσο 

όρο.  Βλέπε το βιβλίο των Παπαδηµητρίου-Steiglitz για λεπτοµερέστερη παρουσίαση του θέµατος. 

 

Όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, η Simplex συνήθως επισκέπτεται διαφορετική 

βασική λύση από βήµα σε βήµα.  Σε ειδικές περιπτώσεις όµως ανακυκλώνει µεταξύ µίας οµάδας 

βασικών λύσεων και ενδέχεται να µην τερµατίσει αν δεν αποµακρυνθεί από την οµάδα αυτή 

(φαινόµενο cycling).  Η αποµάκρυνση αυτή µπορεί να εξασφαλισθεί αν οι µη βασικές λύσεις που 

είναι υποψήφιες να εισέλθουν σε µία βασική λύση εξετάζονται µε προτεραιότητα. Βλέπε την 

παραουσίαση της αντικυκλικότητας πάλι στο σύγγραµµα των Παπαδηµητρίου-Steiglitz. 
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2.3.Εύρεση αρχικής βασικής λύσης (Φάση Ι) 

Ένα σηµαντικό πρόβληµα που ενδέχεται να προκύψει είναι το πώς βρίσκεται µία αρχική βασική λύση 

- αν υπάρχει – ή πώς διαπιστώνεται ότι ενδεχοµένως δεν υπάρχει καµµία βασική λύση, πράγµα που 

θα συµβεί αν οι περιορισµοί είναι ασύµβατοι (αδύνατο πρόβληµα).  Ένα συνηθισµένο τέχνασµα για 

την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού έχει ως εξής:   

Έστω οι περιορισµοί Αx = b. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι b ≥ 0, διότι διαφορετικά αν κάποιο bj 

ήταν µικρότερο του µηδενός θα πολλαπλασιάζαµε την αντίστοιχη ισότητα - περιορισµό µε -1.   

 

Θεωρούµε τώρα το νέο βοηθητικό πρόβληµα Γραµµικού Προγραµµατισµού: 

min z = Σjyj = (1,1,..,1) ⋅ (y1,y2,..,yn)'  

µε περιορισµούς:  

Ax +Iy = b 

x,y ≥ 0 

όπου εισάγαµε τις µη αρνητικές βοηθητικές µεταβλητές y1, y2, .., yn.  

 

Στο πρόβληµα αυτό, µία προφανής βασική λύση είναι η y1 = b1, y2 = b2, κλπ και x = 0.  Στο πρόβληµα 

αυτό λοιπόν µπορεί να ξεκινήσει η Simplex  εφόσον εντοπίσθηκε µία αρχική βασική λύση.  Αν τώρα 

στο αρχικό πρόβληµα µε περιορισµούς Αx = b υπάρχει  λύση έστω xo, τότε η Simplex στο νέο 

πρόβληµα θα οδηγηθεί σε µία τελική βασική λύση µε τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 0, εφόσον 

τα y θα πάρουν τις µηδενικές τιµές και θα είναι µη βασικές µεταβλητές.  Η Simplex επίσης θα 

καταλήξει σε τέτοιες τιµές για τα x που θα αντιστοιχούν σε βασική λύση και στο αρχικό πρόβληµα, 

καθώς οι αντίστοιχες στήλες του πίνακα Α θα είναι γραµµικά ανεξάρτητες.  Έχοντας εντοπίσει 

λοιπόν µία βασική λύση στο αρχικό πρόβληµα, µπορούµε να αποβάλουµε τις βοηθητικές µεταβλητές 

y, να εισαγάγουµε την αρχική αντικειµενική συνάρτηση και να προχωρήσουµε.  Προσοχή πρέπει να 

δείξει κανείς στο ότι όταν αλλάξει η αντικειµενική συνάρτηση για να επανέλθουµε στο αρχικό 

πρόβληµα, για να προχωρήσει η µέθοδος θα πρέπει η αντικειµενική συνάρτηση να µεταβληθεί µε 

πρόσθεση γραµµών περιορισµών (γραµµοπράξεις) έτσι ώστε τα στοιχεία που αντιστοιχούν σε 

βασικές µεταβλητές να έχουν µηδενικές τιµές.  Βλ. το Παράδειγµα 2 στο επόµενο εδάφιο. 

 

Η µέθοδος αυτή για την εύρεση αρχικής βασικής λύσης επεξηγείται και στα παρακάτω 

παραδείγµατα. 

 

Παράδειγµα    

Να βρεθεί µία βασική λύση των ανισοτήτων 
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x1+x2  ≥ 2 

x1- x2  ≤ -1 

x1,x2  ≥ 0 

 

Εισάγουµε τις µη αρνητικές µεταβλητές αποκλίσεως x3,x4≥0 οπότε το σύστηµα ανισοτήτων 

µετατρέπεται σε σύστηµα εξισώσεων 

x1 + x2 - x3          = 2 

x1 -  x2        + x4  = -1   

µε  x1,x2,x3,x4  ≥ 0. 

ή πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη εξίσωση µε -1  

 x1  + x2 - x3       = 2 

-x1 + x2       -x4  = 1   

µε  x1,x2,x3,x4  ≥ 0. 

Για να βρούµε αν υπάρχει λύση στο σύστηµα εισάγουµε τις πρόσθετες µεταβλητές x5,x6≥0 και 

θεωρούµε το πρόβληµα ΓΠ: 

min  x5 + x6   ή  max  -x5 - x6    

x1  + x2 - x3      + x5        = 2 

-x1 + x2       -x4        + x6 = 1   

µε  x1,x2,x3,x4,x5,x6    ≥ 0. 

Η προφανής βασική λύση είναι x5 = 2, x6 =1 και x=0 διαφορετικά, οπότε η εφαρµογή της Simplex 

προχωρά κανονικά και δίνεται στους παρακάτω πίνακες 

                    Στήλη Εναλλαγής 

 

 

 +1   +1                                            -1      -2 

  

   

                            

                           

0 0 0 0 -1 -1 0   0 2 -1 -1 0 0 +3 

1 1 -1 0 1 0 2   1 1 -1 0 1 0 2 

-1 1 0 -1 0 1 1 → -1 1 0 -1 0 1 1 

x1 x2 x3 x4 x4 x5    x1 x2 x3 x4 x4 x5  
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   Στήλη Εναλλαγής 

 

  

       -1                             

2 0 -1 1 0 -2 1   0 0 0 0 -1 -1 0 

2 0 -1 1 1 -1 1   2 0 -1 1 1 -1 1 

-1 1 0 -1 0 1 1 → 1 1 -1 0 1 0 2 

x1 x2 x3 x4 x4 x5    x1 x2 x3 x4 x4 x5  

       +1 

 

 

Η τελική λύση είναι x2 = 2 x4 = 1 ενώ τα άλλα x είναι 0.  Άρα µία βασική λύση του αρχικού 

προβλήµατος βρίσκεται παίρνοντας τις τέσσερεις πρώτες στήλες του παραπάνω πίνακα.  Έτσι έχουµε 

τους ισοδύναµους περιορισµούς για το αρχικό πρόβληµα  

2x1      - x3    + x4     = 1 

x1 + x2 - x3               = 2      µε  x1,x2,x3,x4  ≥ 0 

που έχει την προφανή βασική λύση x2 = 2 x4 = 1 ενώ τα άλλα x είναι 0.  Είναι επίσης εύκολο να 

διαπιστώσει κανείς ότι οι σχέσεις αυτές προέρχονται από πράξεις γραµµών επί των αρχικών 

εξισώσεων, και συγκεκριµένα η δεύτερη εξίσωση παραπάνω είναι η πρώτη των αρχικών εξισώσεων, 

ενώ η πρώτη εξίσωση παραπάνω είναι το άθροισµα των δύο αρχικών εξισώσεων.   

� 

 

Γενικά, αν σε ένα πρόβληµα µας δίνεται µία αρχική βασική λύση θα πρέπει προτού αρχίσουµε 

τα βήµατα βελτίωσης της λύσης µε pivoting (α) να µετατρέψουµε τους συντελεστές 

περιορισµών των βασικών µεταβλητών έτσι ώστε να αντιστοιχούν σε ταυτοτικό πίνακα και 

κατόπιν (β) να µηδενίσουµε τους συντελεστές της αντικειµενικής συνάρτησης που αντιστοιχούν 

σε βασικές µεταβλητές. Αυτά θα γίνουν µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών.  Βλέπε το 

Παράδειγµα 2 στο επόµενο εδάφιο. 

 

Μία κατ' ευθείαν µέθοδος επίλυσης του προβλήµατος max z=cx, Ax=b, x≥0, όπου δεν είναι 

προφανής αρχική βασική λύση είναι η εξής.   

 

Χωρίς απώλεια γενικότητας µπορούµε να θεωρήσουµε ότι b≥0.  Προσθέτουµε στο πρόβληµα 

µεταβλητές y≥0 που υπεισέρχονται µε συντελεστές ταυτοτικού πίνακα στους περιορισµούς.  Έτσι οι 

περιορισµοί γίνονται Ax+Iy=b, πράγµα που δείχνει ότι µια βασική λύση είναι η x=0, y=b≥0. Θέλουµε 

να λύσουµε το αρχικό πρόβληµα µεγιστοποίησης της z=cx µε τις επιπρόσθετες µεταβλητές y.  ∆ΕΝ 

είναι σωστό να αντικαταστήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση µε την z=cx+0y εφόσον η βέλτιστη 
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λύση θα προκύψει ενδεχοµένως µε µη µηδενικές τιµές του y.  Για να εξασφαλίσουµε το ότι θα είναι 

τελικά y=0 εφόσον το πρόβληµα είναι εφικτό, θέτουµε ως αντικειµενική συνάρτηση την                     

z = cx - M⋅Σjyj όπου Μ ένας πολύ µεγάλος θετικός αριθµός.  Αν το Μ είναι αρκετά µεγάλος, το 

βέλτιστο θα προκύψει µε y=0.  Στην πράξη, η επίλυση του προβλήµατος αυτού γίνεται µε βήµατα 

pivot όπου το Μ χρησιµοποιείται µόνο έµµεσα.  Η µέθοδος αυτή αναλύεται πληρέστερα στο 

σύγγραµµα των Hillier – Lieberman. 

 

2.4.Παραδείγµατα εφαρµογής της Simplex 

Παράδειγµα 1 

max z =2x1 + 3x2  

µε περιορισµούς 

x1  +   x2  ≤ 3 

x1  + 2x2  ≤ 4 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

 

Εισάγουµε µεταβλητές απόκλισης  x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 και το αρχικό πρόβληµα µετατρέπεται σε ένα 

ισοδύναµο πρόβληµα ως εξής: 

 

 

 

 

όπου z είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.  Η λύση x = (0,0,3,4) είναι βασική εφόσον οι µη 

µηδενικές µεταβλητές  x3 , x4 αντιστοιχούν σε στήλες ταυτοτικού πίνακα διαστάσεων 2x2.  Για την 

βασική αυτή λύση έχουµε z = 0. 

Το πρόβληµα έχει σαν πρώτο πίνακα Simplex τον εξής: 

  

Συντελεστές αντικειµενικής    Τιµή αντικειµενικής   

 

Πίνακας περιορισµών                                                                             

 

 

   Στοιχείο Εναλλαγής   Τιµές µεταβλητών 

2 3 0 0 0 

1 1 1 0 3 

1 2 0 1 4 

x1 x2 x3 x4  

1

2

3

4

2 3 0 0
1 1 1 0 3
1 3 0 1 4

x
z

x
x
x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (Pivot) 
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Εφόσον η Simplex σε προβλήµατα µεγιστοποίησης εξετάζει αν οι συντελεστές των µη βασικών 

µεταβλητών είναι θετικοί, εξετάζουµε την πρώτη γραµµή του πίνακα και επιλέγουµε κάποιο θετικό 

συντελεστή.  Χωρίς απώλεια γενικότητας, µπορούµε να επιλέξουµε τον µεγαλύτερο συντελεστή, 

στην περίπτωσή µας το 3 που αντιστοιχεί στην δεύτερη µεταβλητή.  Θα επιδιώξουµε να µεταβάλουµε 

το  x2 το δυνατόν περισσότερο, ώστε να αυξηθεί όσο το δυνατόν περισσότερο η τιµή της 

αντικειµενικής.  Το x2 θα αυξηθεί δηλαδή έως ότου γίνει βασική µεταβλητή, υποκαθιστώντας έτσι 

µία ήδη βασική µεταβλητή που θα γίνει µη βασική.  Η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει το x2 είναι 

όπως αναφέρθηκε προηγουµένως min {3/1, 4/2}= 2 (∆ικαιολογήστε...).  Το στοιχείο εναλλαγής 

(Pivot)  είναι το 2ο στοιχείο της 3ης γραµµής.   Στην συνέχεια, µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών 

µετατρέπουµε την 2η στήλη σε µοναδιαίο διάνυσµα µε µονάδα στην 3η θέση, την θέση της εναλλαγής.   

Έτσι έχουµε : 

 

  

             -3                              

2 3 0 0 0   ½ 0 0 -3/2 -6 

1 1 1 0 3   ½ 0 1 -½ 1 

½ 1 0 ½ 2 → ½ 1 0 ½ 2 

x1 x2 x3 x4    x1 x2 x4 x5  

               -1 

 

 

Ερωτήσεις: Ποιές είναι οι βασικές µεταβλητές στον τελευταίο πίνακα; Ποιές οι τιµές τους; Ποιά η τιµή 

της αντικειµενικής συνάρτησης;  

 

Στο επόµενο βήµα της µεθόδου παρατηρούµε ότι ο πρώτος αναθεωρηµένος συντελεστής είναι ½ και 

άρα θετικός, οπότε η αντίστοιχη µεταβλητή  x1 είναι και η µόνη υποψήφια για βασική µεταβλητή.  Το 

σηµείο εναλλαγής βρίσκεται εξετάζοντας την παράσταση min {1 / ½, 2 / ½} = 2.    Πάλι θα πρέπει µε 

στοιχειώδεις πράξεις γραµµών να µετατρέψουµε την πρώτη στήλη σε µοναδιαίο διάνυσµα µε την 

µονάδα στην θέση του σηµείου εναλλαγής.  Έτσι έχουµε  

 

  

      -1                             

½ 0 0 -3/2 -6   0 0 -1 -1 -7 

½ 0 1 -½ 1  *2 1 0 2 -1 2 

½ 1 0 ½ 2 → 0 1 -1 1 1 

x1 x2 x3 x4    x1 x2 x3 x4  

      -1 

 

 

Ο τελευταίος πίνακας δείχνει ότι η διαδικασία τελείωσε εφόσον όλοι οι ανηγµένοι συντελεστές 

(δηλαδή οι συντελεστές των µεταβλητών στην πρώτη γραµµή του πίνακα Simplex) της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι µη θετικοί.  Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 7.  Η 
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βασική λύση αντιστοιχεί σε µηδενικές τιµές των µη βασικών µεταβλητών x3, x4 , ενώ οι βασικές 

µεταβλητές x1, x έχουν τιµές 2 και 1 αντίστοιχα όπως φαίνεται στον τελικό πίνακα.  Τα 

αποτελέσµατα αυτά επιβεβαιώνονται και από το αρχικό πρόβληµα.  Η αρχική αντικειµενική 

συνάρτηση  z =2x1+3x2 παίρνει την τιµή 7 για τις παραπάνω τιµές των x1 x2.  Επίσης οι περιορισµοί 

του αρχικού προβλήµατος  x1+x2 ≤ 3 και  x1+ 2x2 ≤ 4 ικανοποιούνται ισοτικά, κάτι το αναµενόµενο 

εφόσον οι τιµές των µεταβλητών απόκλισης x3 , x4  είναι µηδενικές.   

� 

 

Παράδειγµα 2 

Να λυθεί το πρόβληµα  

max z =2x1 + 3x2 + 6x3

µε περιορισµούς 

x1 + x2 + 2x3 = 3 

x1 + 2x2 + 3x3 = 4  

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 

 

Για να αρχίσει η Simplex θα πρέπει να βρεθεί µία αρχική βασική λύση, κάτι που δεν είναι προφανές 

πώς θα γίνει.  Επίσης δεν είναι καν προφανές αν υπάρχει θετική λύση στις εξισώσεις περιορισµών, 

οπότε εισάγουµε τις µεταβλητές αποκλίσεως x4, x5 και θεωρούµε το νέο πρόβληµα 

 

min  x4  + x5 ή max  - (x4  + x5) 

µε περιορισµούς 

x1 + x2 + 2x3 + x4       = 3 

x1 + 2x2 + 3x3        + x5 = 4  

x1, x2 , x3 , x4 , x5  ≥ 0 

 

Αν το πρόβληµα αυτό έχει λύση µε x4 = x5 =0 τότε η λύση αυτή µας δίνει προφανώς µία βασική λύση 

και στο αρχικό πρόβληµα, εφόσον οι βασικές µεταβλητές του νέου προβλήµατος είναι βασικές και 

στο αρχικό, καθώς αντιστοιχούν σε γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.  Επιπλέον, το νέο πρόβληµα έχει 

µία προφανή αρχική βασική λύση, εδώ την x4  = 3  x5 = 4 και τις υπόλοιπες µεταβλητές στο 0.  Έτσι η 

µέθοδος Simplex µπορεί να ξεκινήσει.  Ο πρώτος πίνακας γίνεται: 
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   +1                              

0 0 0 -1 -1 z 

1 1 2 1 0 3 

1 2 3 0 1 4 

x1 x2 x3 x4 x5  

      +1 

 

 

και στην συνέχεια µηδενίζοντας τους συντελεστές αντικειµενικής συνάρτησης των βασικών 

µεταβλητών  x4 ,x5  έχουµε τον αρχικό πίνακα Simplex, στον οποίο το σηµείο εναλλαγής (pivot) είναι 

στην πρώτη στήλη, δεύτερη γραµµή (γιατί;) 

 

2 3 5 0 0 +7 

 1 1 2 1 0 3 

1 2 3 0 1 4 

x1 x2 x3 x4 x5  

 

Μετά το pivot ο πίνακας γίνεται  

 

 

                                       -1 

                                         -1 

0 1 1 -2 0 +1 

1 1 2 1 0 3 

0 1 1 -1 1 1 

x1 x2 x3 x4 x5   

 

 

µε νέο pivot στην δεύτερη στήλη, τρίτη γραµµή.  Ο επόµενος πίνακας γίνεται  

 

0 0 0 -1 -1 0 

1 0 1 2 -1 2 

0 1 1 -1 1 1 

x1 x2 x3 x4 x5  

 

Ο πίνακας αυτός είναι τελικός καθώς οι τιµές στην πρώτη γραµµή που αντιστοιχούν στους 

ανηγµένους συντελεστές είναι µη θετικές.  Η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 0 και οι 

βασικές µεταβλητές είναι οι x1=2 και  x2=1, µε τις άλλες µεταβλητές µηδενικές.  Άρα το αρχικό 

πρόβληµα έχει βασική λύση που προκύπτει µετά την αφαίρεση των x4=x5=0, δηλαδή x1=2 ,  x2=1, 

x3=0.  Το αρχικό πρόβληµα γίνεται λοιπόν µε την εισαγωγή της βασικής λύσης ως εξής, 

 2-28



αντικαθιστώντας τις γραµµές των περιορισµών µε αυτές των περιορισµών του βοηθητικού 

προβλήµατος:  

 

 2 3 6 z 

1 0 1 2 

0 1 1 1 

x1 x2 x3  

                                                  -2 

                                                      -3 

 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ:  Ο πίνακας αυτός δεν είναι κατάλληλος για το ξεκίνηµα της Simplex, καθώς οι 

συντελεστές αντικειµενικής συνάρτησης που αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές ∆ΕΝ 

είναι µηδενικοί, και έτσι πρέπει να µετατραπούν σε µηδενικούς µε στοιχειώδεις πράξεις 

γραµµών όπως φαίνεται στον προηγούµενο πίνακα από τα βέλη.  Έτσι ο αρχικός πίνακας 

Simplex  είναι ο παρακάτω: 

 

 

                                                     -1 

                                                  -1 

0 0 1 7 

1 0 1 2 

0 1 1 1 

x1 x2 x3   

 

µε σηµείο pivot στην τρίτη στήλη και τρίτη γραµµή.  Έτσι µετά από στοιχειώδεις πράξεις έχουµε  τον 

τελικό πίνακα Simplex 

 

 0 -1 0 -8 

1 -1 0 1 

0 1 1 1 

x1 x2 x3  

                                                   

                                                   

 

 

µε τιµή της αντικειµενικής z-8=0 , z= 8 και τιµές των µεταβλητών x1 = x3 = 1, x2  = 0.   

� 

 

Παράδειγµα 2α

Μία εναλλακτική µέθοδος λύσης του προβλήµατος του παραδείγµατος 2 είναι να διαµορφωθεί ως 

εξής: 
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max z =2x1 + 3x2 + 6x3-Μx4-Mx5 

µε περιορισµούς 

x1 +   x2 + 2x3 +x4       = 3 

x1 + 2x2 + 3x3       +x5 = 4  

x1 ,..,x5 ≥ 0 

όπου τα Μ µεγάλοι θετικοί αριθµοί και τα x4,x5 µεταβλητές απόκλισης.  Στο πρόβληµα αυτό µία 

αρχική βασική λύση βρίσκεται εύκολα µε βάση τις µεταβλητές απόκλισης, και η Simplex αρχιζει 

κανονικά.  Στο βέλτιστο και αν το πρόβληµα έχει εφικτή λύση στις αρχικές µεταβλητές θα πρέπει οι 

µεταβλητές απόκλισης να µηδενίζονται.  Στο συγκεκριµένο παράδειγµα επιβεβαιώστε ότι µε Μ=10 η 

simplex δίνει την ίδια λύση που βρέθηκε στο Παράδειγµα 2, δηλαδή  x1 = x3 = 1, x2  = 0 ενώ οι x4,x5 

είναι 0. Είναι τότε σαφές ότι η λύση του νέου προβλήµατος είναι ίδια µε αυτή του αρχικού (γιατί;).  

Ενδεχοµένως όµως η τιµή του Μ να µην έχει επιλεγεί αρκετά µεγάλη οπότε , να προκύψει βέλτιστο 

µε x4,x5 διάφορα του µηδενός.  Τότε το Μ θα έπρεπε  να επιλεγεί ακόµα µεγαλύτερο.  Για το λόγο 

αυτό η εφαρµογή της µεθόδου αυτής θέλει κάποια προσοχή.  Βλέπε το Παράδειγµα 5 παρακάτω. 

� 

 

 

Παράδειγµα 3 

Να αποδειχθεί ότι το παρακάτω σύστηµα γραµµικών ανισοτήτων  

x1 + x2 ≤  3 

x1 + 2x2 ≤  4 

3x1 + 4x2 ≥ 11 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

είναι αδύνατο, χρησιµοποιώντας την µέθοδο Simplex. 

 

Θεωρούµε το βοηθητικό πρόβληµα 

x1 + x2 +  x3           =  3 

x1 + 2x2      + x4     =  4 

3x1 + 4x2         - x5 = 11   xi ≥ 0, i =1,…,5 

που δηµιουργείται εισάγοντας τις µη αρνητικές µεταβλητές απόκλισης x3, x4, x5.  Για να βρούµε µία 

αρχική βασική λύση (κάτι που δεν είναι προφανές εφόσον το πρόσηµο της x5  είναι αρνητικό) 

εισάγουµε άλλη µία µη αρνητική µεταβλητή x6 ( δεν χρειάζονται άλλες, εφόσον οι x3 και  x4 

αντιστοιχούν ήδη στήλες του ταυτοτικού πίνακα και µπορούν να συµµετέχουν σε εφικτή βασική 

λύση) για να ακολουθήσουµε την διαδικασία του Παραδείγµατος 2, οπότε έχουµε το εξής πρόβληµα 
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min  x6  ή max  - x6  

µε περιορισµούς 

x1 + x2 + x3                    = 3 

x1 + 2x2      + x4             = 4 

3x1 + 4x2         - x5 + x6 = 11  xi ≥ 0, i =1,…,6 

 

Η προφανής αρχική βασική λύση είναι x3  = 3, x4  = 4 και x6  = 11 µε τις υπόλοιπες µεταβλητές 

µηδενικές, οπότε έχουµε σύµφωνα µε το Παράδειγµα 2 τον εξής αρχικό πίνακα Simplex: 

 

 

                                +1 

 

 

 

 

Η µέθοδος προχωρά όπως φαίνεται στους παρακάτω πίνακες: 

 

                                -3 

                                       -1 

                                  -3 

0 0 0 0 0 -1 0 

1 1 1 0 0 0 3 

1 2 0 1 0 0 4 

3 4 0 0 -1 1 11 

x1 x2 x3 x4 x5 x6  

3 4 0 0 -1 0 11 

1 1 1 0 0 0 3 

1 2 0 1 0 0 4 

3 4 0 0 -1 1 11 

x1 x2 x3 x4 x5 x6  

0 -1 -3 0 -1 0 2 

1 1 1 0 0 0 3 

0 1 -1 1 0 0 1 

0 1 -3 0 -1 1 2 

x1 x2 x3 x4 x5 x6  

 

 

 

 

 

 

 

 

που είναι τελικός καθώς οι συντελεστές της πρώτης γραµµής είναι µη αρνητικοί.  Ο τελικός αυτός 

πίνακας δείχνει ότι η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι -2 και βασικές µεταβλητές 

τις x1=3, x4=1 και x6=2.  Αυτό όµως σηµαίνει ότι δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη ικανοποίηση και των 

τριών αρχικών ανισοτήτων, διότι αν αυτό ήταν δυνατό η x6 θα έπαιρνε µηδενική τιµή.  Έτσι η 

µέγιστη τιµή της αντικειµενικής θα ήταν 0 και όχι -2 όπως προέκυψε παραπάνω. 

 Επιβεβαιώστε διαγραµµατικά τα παραπάνω αποτελέσµατα. 
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Παράδειγµα 4 

Να λυθεί το πρόβληµα 

max  x1 + x2

µε περιορισµούς 

2x1 + x2 ≥  3 

3x1 + 2x2 ≥  5 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Εισάγοντας µη αρνητικές µεταβλητές απόκλισης  x3, x4 το πρόβληµα γράφεται  

2x1 + x2 - x3         =  3 

3x1 + 2x2    - x4  =   5 

x1 ≥ 0,.., x4 ≥ 0 

 

και σε µορφή πίνακα ως εξής:  

 

 1 1 0 0 0 

2 1 -1 0 3 

3 2 0 -1 5 

 

 

 

Μπορούµε να διαπιστώσουµε εύκολα ότι µία βασική λύση αντιστοιχεί στις αρχικές µεταβλητές x1 ≥ 

0, x2 ≥ 0, λύνοντας την ισοτική µορφή των αρχικών ανισοτήτων και συγκεκριµένα το σύστηµα  

2x1 + x2  =  3 

3x1 + 2x2 =  5 

που έχει (συµπτωµατικά) παραδεκτή, µη αρνητική λύση x1 = x2 = 1.  Για να εκµεταλλευτούµε αυτή 

τη λύση µετασχηµατίζουµε τον αρχικό πίνακα µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών έτσι ώστε οι δύο 

πρώτες στήλες να αντιστοιχούν σε ταυτοτικό  πίνακα µε µηδενικούς συντελεστές ανηγµένου 

κόστους, οπότε έχουµε τον πίνακα:  

 

 0 0 -1 1 -2 

0 1 3 -2 1 

1 0 -2 1 1 

 

 

 

Κάνοντας pivot στο σηµείο που σηµειώνεται µε κύκλο έχουµε τον πίνακα 
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 -1 0 1 0 -3 

2 1 -1 0 3 

1 0 -2 1 1 

 

 

 

Εδώ οι βασικές µεταβλητές είναι οι x2 = 3, x4 =1 και οι ανηγµένοι συντελεστές δείχνουν ότι έχουµε 

περαιτέρω αύξηση στην αντικειµενική συνάρτηση αν αυξήσουµε την µη βασική µεταβλητή x3, και 

µάλιστα όσο µεγαλύτερη η επιτρεπτή αύξηση της µεταβλητής αυτής τόσο µεγαλύτερη η τιµή της 

αντικειµενικής.  Κατά την φιλοσοφία όµως της Simplex,  η αύξηση της x3 θα γίνει µε ταυτόχρονη 

προσαρµογή (µείωση) των βασικών µεταβλητών x2 , x4 που όµως θα πρέπει να παραµείνουν µη 

αρνητικές, και διατηρώντας την άλλη µη βασική µεταβλητή x1 στο 0. Οι περιορισµοί αυτοί όµως δεν 

εµποδίζουν το x3 από το να αυξηθεί απεριόριστα εφόσον οι συντελεστές στην στήλη του pivot είναι 

όλοι µη θετικοί!  Συγκεκριµένα, το x3 πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις 

2x1 + x2 - x3                     =  3 

x1          - 2x3    + x4  =   1 

x1 = 0, x2,.., x4 ≥ 0 

ή  

x2 - x3                     =  3 

    - 2x3    + x4  =   1 

x2,.., x4 ≥ 0 

ή εφόσον x2, x4 ≥ 0 έχουµε τις ισοδύναµες ανισότητες 

- x3     ≤   3 

- 2x3   ≤  1 

που όµως ικανοποιούνται τετριµµένα για οποιοδήποτε µη αρνητικό (και οσοδήποτε) x3!  Από 

διαφορετική οπτική, αν το x3 πάρει µία οποιαδήποτε τιµή, έστω ∆>>0, οι προτελευταίες ισότητες   

x2-x3=3, -2x3+x4=1 

δείχνουν ότι x2=3+∆, x4=1+2∆.  Έτσι η οικογένεια λύσεων x = (0,3+∆,∆,1+2∆) είναι αποδεκτή και 

δίνει τιµή αντικειµενικής συνάρτησης  x1+x2=3+∆, που προφανώς µπορεί να αυξηθεί απεριόριστα.  

Λέµε τότε ότι το πρόβληµα έχει λύση +∞, ή λέµε ότι δεν έχει πεπερασµένο µέγιστο6.   

� 

                                                      
6 Αν θέλετε τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µεγαλύτερη από 108, βρείτε ορισµένες τιµές των µεταβλητών 

που έχουν µεγαλύτερη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση.  Επίσης προσπαθήστε να ερµηνεύστε γεωµετρικά 

το αποτέλεσµα αυτό. 
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Παράδειγµα 5 

Να λυθεί το πρόβληµα 

min  10x1 +10 x2

µε περιορισµούς 

2x1 + x2 ≥  3 

3x1 + 2x2 ≥  5 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

 

∆εδοµένου ότι δεν είναι προφανής η αρχική λύση, εξετάζουµε το βοηθητικό πρόβληµα  

min  10x1 +10 x2 + Μx5 + Μx6

µε περιορισµούς 

2x1 + x2 - x3       + x5    =  3 

3x1 + 2x2      - x4     + x6 =  5 

 x1,.., x6 ≥ 0 

που έχει αρχική βασική λύση x5=3 και x6=5.  Για Μ=100 η λύση στο πρόβληµα µετά από simplex 

είναι x1=5/3, x3=1/3 και οι άλλες µεταβλητές µηδενίζονται, οπότε η λύση αυτή είναι βέλτιστη και στο 

αρχικό πρόβληµα (γιατί;).  Αν όµως λύσουµε το πρόβληµα µε Μ=1 τότε η λύση της simplex είναι 

x5=3, x6=5 και οι υπόλοιπες µεταβλητές είναι 0, και αυτό δεν είναι η λύση του αρχικού προβλήµατος, 

καθώς δεν δίνει καν εφικτή λύση.  Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι το Μ πρέπει να επιλεγεί 

προσεκτικά για να δώσει λύση στο πρόβληµα της εύρεσης της αρχικής βασικής λύσης. 

� 

 

 

 

2.5.∆υική Θεωρία του Γραµµικού Προγραµµατισµού- Σχέση µε τις συνθήκες Κuhn Τucker 

 

Αν εφαρµόσουµε τις συνθήκες Κuhn Τucker  στο γραµµικό πρόβληµα 

max ∑jcj xj

∑jαijxj ≤ βi    i=1,2,..,k 

αυτές παίρνουν µία πολύ απλή µορφη καθώς τα ∇f, ∇g,  γίνονται σταθερά διανύσµατα.  

Συγκεκριµένα είναι ∇f = (c1, c2,.., cn) ≡ c  και ∇gi = (αi1, αi2,…, αin) ≡ αi.  Οι συνθήκες Κ-Τ µας 

δείχνουν (αποδείξτε το…) ότι στο βέλτιστο xο υπάρχει διάνυσµα u  = (u1, u2,.., uk) µε ui ≥ 0 και τέτοιο 

ώστε  
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(α) ∇f(xο) = ∑juj∇gj(xο) δηλαδή c = ∑juj αj   

(β) uigi(xο) = 0 ή  ui( βi - ∑jαijxοj )= 0 για i = 1,2,..,k  

Προφανώς ισχύει και η σχέση ∑i∑jαijuixοj  = ∑i ui βi  µε i,j=1,2,..,k που προκύπτει αθροίζοντας ως 

προς i τις σχέσεις στο (β).  Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται ισοδύναµα σε διανυσµατική µορφή ως  

 

(α)  c = uA 

(β)  u (β -Ax) = 0 

Η (β) µπορεί να γραφεί και ως uAx = u β και εφόσον c = uA γράφεται και ως c⋅x = u⋅β ή                   

∑j cjxj  = ∑i ui βi. 

 

Η µορφή των σχέσεων Kuhn Tucker δεν είναι ιδιαίτερα εύκολο να επιλυθεί, καθώς είναι ένα µη 

γραµµικό σύστηµα εξισώσεων ως προς u,x.  Αυτό που είναι όµως ενδιαφέρον είναι ότι οι σχέσεις 

Kuhn Tucker µπορούν να γραφούν και αυτές σε µορφή γραµµικής βελτιστοποίησης.  Συγεκριµένα, 

θεωρούµε δύο προβλήµατα Γραµµικου Προγραµµατισµού, το Πρωτεύον (που θα ταυτίζεται µε το 

αρχικό µας πρόβληµα) και το ∆υικό που ορίζονται ως εξής:  

 

Πρωτεύον ∆υικό 

max c'x 

Ax  ≤ β 

x ελεύθερο 

min u'β 

u'A = c' 

u' ≥ 0 

 

Έστω τώρα αυθαίρετο x που ικανοποιεί τις ανισότητες Ax ≤ β του Πρωτεύοντος και ένα αυθαίρετο u 

που ικανοποιεί τις αντίστοιχες ανισότητες u'A = c', u' ≥ 0 του ∆υϊκού.  Θα είναι βέβαια c'x=u'Ax ≤ u'β 

που προκύπτει παρατηρώντας ότι u' ≥ 0 και Ax ≤ β.  Η ανισότητα c'x ≤ u'β µας λέει ότι οποιαδήποτε 

εφικτή λύση του ∆υϊκού µας δίνει ένα άνω φράγµα των τιµών της αντικειµενικής συνάρτησης του 

Πρωτεύοντος και οποιαδήποτε εφικτή λύση του Πρωτεύοντος µας δίνει ένα κάτω φράγµα στις τιµές 

του ∆υικού.  

 

Εστω τώρα ότι uο,xo είναι λύση των εξισώσεων Kuhn Tucker.  Εφόσον τα uο,xo είναι εφικτές λύσεις 

του ∆υικού και του Πρωτεύοντος αντίστοιχα, το cxo είναι κάτω φράγµα στις τιµές που µπορεί να 

πάρει η αντικειµενική συνάρτηση του ∆υικού, δηλαδή c'xο ≤ u'β για όποιοδήποτε εφικτή λύση u του 

∆υικού. Όµως για το uo ισχύει c'xο = uο'β εφόσον το uο ικανοποιεί τις συνθήκες Kuhn Tucker και έτσι 

είναι c'xο=uο'β≤ u'β για όποιοδήποτε εφικτή λύση u του ∆υικού.  Αυτό δείχνει ότι το uo είναι η λύση 
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στο πρόβληµα min u'β µε u'A = c' , u' ≥ 0 που είναι ακριβώς το ∆υικό.  Άρα αντί να λύσουµε τις 

αλγεβρικές εξισώσεις (α) c = uA και (β) u (β -Ax) = 0 µπορούµε να λύσουµε το ∆υικό πρόβληµα 

βελτιστοποίησης, που µαζί µε τη λύση του Πρωτεύοντος δίνουν την λύση στις αλγεβρικές εξισώσεις 

Kuhn Tucker. 

 

Η επίλυση προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού και η ερµηνεία των λύσεων διευκολύνεται 

από την µελέτη του ∆υϊκού παράλληλα µε το Πρωτεύον πρόβληµα.  Επίσης, ο αλγόριθµος Simplex 

µας δίνει παράλληλα µε  την λύση του πρωτεύοντος και αυτή του δυικού, ενώ µερικές φορές είναι 

καλύτερα από πλευράς υπολογιστών να λύσουµε το ∆υικό και από την λύση του να βρούµε και την 

λύση του πρωτεύοντος.  Κάτι τέτοιο γίνεται όταν το ∆υικό έχει προφανή αρχική λύση, ενώ το 

Πρωτεύον δεν έχει.  Παρατηρείστε – και αποδείξτε – ότι το ∆υικό του ∆υικού είναι το Πρωτεύον. 

 

Παράδειγµα 

Εξετάζουµε το πρόβληµα που είδαµε στο εδάφιο 2.1: 

max z = 4x1 + 3x2  

µε περιορισµούς 

3x1+2x2 ≤ 5 

 x1+ x2  ≤ 2 

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 ή -x1 ≤ 0, -x2 ≤ 0 

Έστω u1, u2, u3 και u4 οι συντελεστές των συνθηκών Kuhn Tucker που ονοµάζονται και δυικές 

µεταβλητές.  Τότε το ∆υικό πρόβληµα είναι το εξής: 

 

Min w =5 u1+2 u2+0 u3+0 u4 ή Max -w 

µε περιορισµούς 

3 u1+ u2 -  u3          = 4 

2 u1+ u2 -        u4 = 3 

u1, u2, u3 και u4 ≥ 0 

Μία βασική λύση που βρίσκουµε εµπειρικά είναι η u2=4, u3=1 και u4= u1=0.  Ο  πίνακας simplex 

είναι  

 -5 -2 0 0 w 

3 1 -1 0 4 

2 1 0 -1 3 

 

 

 

που γίνεται µετά από πράξεις γραµµών ώστε να είναι συµβιβαστός µε την αρχική βασική λύση: 
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 1 0 -2 0 w+8

3 1 -1 0 4 

1 0 -1 1 1 

 

 

 

 

Κάνοντας pivot στο 3ο στοιχείο της 1ης στήλης έχουµε τον πίνακα: 

 0 0 -1 -1 w+7

0 1 2 -3 1 

1 0 -1 1 1 

 

 

 

 

Ο πίνακας είναι τελικός. Τα αποτελέσµατα που µας δίνει ως προς τις δυικές µεταβλητές είναι 

συµβιβαστά µε την λύση του πρωτεύοντος z=7, x1=x2=1.  Συγκεκριµένα η βέλτιστη δυική λύση είναι 

u1=u2=1, u3=u4=0 και w=-7.  Τα u3,u4 ευλόγως µηδενίζονται εφόσον τα x1,x2 είναι θετικά.  Επίσης 

εφόσον τα u1,u2 είναι θετικά, οι περιορισµοί του πρωτεύοντος ισχύουν ισοτικά.  Τέλος, οι τιµές των 

αντικεµενικών συναρτήσεων πρωτεύοντος και δυικού ισούνται, καθώς το αρνητικό πρόσηµο στο 

δυικό οφείλεται απλώς στην µετατροπή του προβλήµατος ελαχιστοποίσης σε πρόβληµα 

µεγιστοποίησης. 
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