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2.1 Γενικά 

 

Με τον όρο διακριτή στοχαστική ανέλιξη εννοούµε µια ακολουθία τυχαίων 

µεταβλητών X0, X1, X2, ….Xn … που παίρνουν διακριτές τιµές. Η κάθε µεταβλητή Xi 

παίρνει τιµές από ένα πεπερασµένο σύνολο τιµών S που ονοµάζεται σύνολο 

καταστάσεων (state space). Αν δηλαδή το σύνολο καταστάσεων είναι S={S1, S2, ..., 

SM}, τότε η Xn µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή S1, S2, ...ή SM.Επίσης, η 

παράµετρος i παίρνει τιµές από ένα σύνολο Τ (i ≥ 0, i Ε R)  που ονοµάζεται 

παραµετρικός χώρος. Εδώ θα θεωρήσουµε ότι ο παραµετρικός χώρος είναι επίσης 

διακριτός (συνήθως εκφράζει χρόνο). Έτσι η Xi  εκφράζει την τιµή της µεταβλητής 

την περίοδο i, οπότε µια στοχαστική ανέλιξη περιγράφει πως εξελίσσεται ένας 

δείκτης (π.χ. η τιµή µιας µετοχής, η ζήτηση ενός αγαθού κλπ.) στον χρόνο (ανά µήνα, 

ανά εβδοµάδα κλπ.). 

 

Μια πλήρης πιθανολογική περιγραφή των Xn απαιτεί την γνώση των πιθανοτήτων 

)SX,...,SX ,SP(X kk2211 ζiζiζi ===  για όλα τα k21k21 ζζζiii S,...,S ,S,X,...,X,X . Μια 

τέτοια περιγραφή είναι οπωσδήποτε περίπλοκη, γι’ αυτό εξετάζουµε ειδικές 

περιπτώσεις ανελίξεων όπου οι πιθανότητες εκφράζονται απλούστερα. Η πιο απλή 

ειδική περίπτωση είναι να έχουµε ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Xi µε γνωστές 

κατανοµές. Τότε µία από κοινού κατανοµή π.χ. )S X ,S  X ,S  (X P 32521011 ===  

υπολογίζεται σαν το γινόµενο )S (X P · )S  (X P · )S  (X P 32521011 === , και η 

περιγραφή είναι πλήρης. Αν όµως θέλουµε να περιγράψουµε φαινόµενα όπου υπάρχει 

εξάρτηση µεταξύ των µεταβλητών Xi, τότε τέτοιοι υπολογισµοί δεν είναι εφικτοί.  

 

Εφεξής θα συµβολίζουµε τις καταστάσεις Sι, Sj, Sk κλπ. µε i, j, k κλπ. αντίστοιχα.  

 

Μια απλή µορφή εξάρτησης είναι η περίπτωση όπου η Xn να εξαρτάται µόνο από την 

τιµή που πήρε η ανέλιξη την προηγούµενη χρονική στιγµή (Xn-1) και όχι από 

παλαιότερες τιµές, δηλαδή δεν εξαρτάται από τις τιµές των Xn-2, Xn-3, κλπ. Η 

εξάρτηση αυτή περιγράφεται ως εξής:  

( )   )i X  /  i  (X P  i  X , ,i X,i X  /  i  X P 1-n1-nnn002-n2-n1-n1-nnn ====…===  
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Αυτή είναι η λεγόµενη Ιδιότητα Markov και µια στοχαστική ανέλιξη που έχει αυτήν 

την ιδιότητα ονοµάζεται Αλυσίδα Markov. Εποµένως, σε µια Αλυσίδα Markov η 

πιθανότητα να πάρει η µεταβλητή Xn την τιµή in εξαρτάται µόνο από την τιµή της 

n-1X   (πού βρισκόταν η ανέλιξη στο αµέσως προηγούµενο βήµα) και όχι από τις τιµές 

των Xn-2, Xn-3, κλπ.  

 

∆ηλαδή η δεσµευµένη πιθανότητα  (n) P  i)  X / j  (X P ij1-nn === εξαρτάται από το i 

(ποια κατάσταση θα βρεθεί τώρα η αλυσίδα) , το j αλλά και το n (δηλαδή από τις 

καταστάσεις και  από τον χρόνο). Αν επιπρόσθετα ο χρόνος n δεν επηρεάζει τις 

πιθανότητες, είναι δηλαδή,  P (n) P  i)  X / j  (X P ijij1-nn ==== ανεξάρτητο του n, τότε 

λέµε ότι οι µεταβάσεις είναι ανεξάρτητες του χρόνου και έχουµε την λεγόµενη 

οµοιογένεια χρόνου. Θα περιορισθούµε εδώ σε µεταβάσεις που είναι ανεξάρτητες του 

χρόνου.  

 

Εφόσον οι καταστάσεις i, k, j, … είναι πεπερασµένες, οι πιθανότητες µετάβασης Pij ή 

Pjk µπορούν να θεωρηθούν στοιχεία µιας τετραγωνικής µήτρας (πίνακα) P={Pij} που 

θα ονοµάζουµε µήτρα µετάβασης και στην οποία το στοιχείο µε δείκτη γραµµής i και 

δείκτη στήλης j δείνει την πιθανότητα να µεταβεί η ανέλιξη στην κατάσταση j (την 

επόµενη χρονική περίοδο) όταν βρίσκεται στην κατάσταση i (την τρέχουσα χρονική 

περίοδο). 

  

Παράδειγµα 1  

Θεωρούµε έναν καταναλωτή κάποιου προϊόντος για το οποίο υπάρχουν δύο 

“µάρκες”, η Α και η Β. Ο καταναλωτής µπορεί να αγοράζει κάποιο µήνα το προϊόν Α 

ή το Β. Έστω ότι έχουµε παρατηρήσει ότι αν ο καταναλωτής αγοράζει κάποιο µήνα 

το Α, τον επόµενο µήνα αγοράζει πάλι το Α µε πιθανότητα 80%, ενώ αν αγοράζει το 

Β τον επόµενο µήνα αγοράζει πάλι το Β µε πιθανότητα όµως 70%.  

 

Οι προτιµήσεις του καταναλωτή κάθε µήνα µπορούν να περιγραφούν σαν τυχαίες 

µεταβλητές {X0, X1, X2 …} µε Xi = A ή Β, δηλαδή το σύνολο S είναι το {Α,Β}. Οι 

πληροφορίες που µας δίνονται για τις πιθανότητες µπορούν να εκφραστούν ως εξής: 

P (Xn+1 = A / Xn = A) = 0.80  

και άρα  
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P (Xn+1 = B / Xn = A) = 1 - P (Xn+1 = A / Xn = A) = 1-0.80 = 0.20.  

Επίσης, P (Xn+1 = B / Xn = Β) = 0.70 και άρα P (Xn+1 = Α / Xn = Β)=0.30  

(θυµηθείτε ότι οι υπό συνθήκη πιθανότητες αθροίζουν σε µονάδα).  

Άρα η µήτρα µετάβασης είναι: 

 

  A →    0.80 0.20 

P =  B →    0.30 0.70 

   ↑   ↑ 

   A   B 

⁪ 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ∑
=

=
M

1j
ij 1P  για κάθε κατάσταση i, θεωρώντας 

πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων S = {1,2,…,M}. Αυτό προκύπτει διότι 

1i)  X / j  P(X
M

1j
n1n ===∑

=
+ , και φυσικά ισχύει για κάθε (γραµµή του πίνακα 

µετάβασης) i. Θα λέµε ότι µια τετραγωνική µήτρα P είναι στοχαστική, αν έχει µόνο 

µη αρνητικά στοιχεία και τα στοιχεία κάθε γραµµής της αθροίζουν στη µονάδα. 

Εποµένως, παρατηρούµε ότι ο πίνακας µετάβασης µίας αλυσίδας Markov είναι  

στοχαστική µήτρα ή αντίστροφα κάθε στοχαστική µήτρα µπορούµε να θεωρήσουµε 

ότι ορίζει µία αλυσίδα Markov. 

 

Άσκηση: ∆είξτε ότι αν η P είναι στοχαστική µήτρα τότε  η Ρ2 είναι επίσης 

στοχαστική.  ⁪ 

 

 

Είδαµε ότι αν οι X1, X2, …, Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τότε 

)P(x )P(x )P(x  ) x, ,P(x n21n1 ⋅…⋅⋅=… . Όµως, απλοποίηση των υπολογισµών µπορεί 

να προκύψει και στις αλυσίδες Markov. Συγκεκριµένα, το γεγονός X1 = i1, X2 = i2, …, 

Xn = in έχει πιθανότητα:  

 

==…=⋅
=…=
=…=

==…= )i  X ,,i P(X
)i  X ,,i P(X

)i  X ,,i P(X )i  X ,,i P(X 111-n 1-n
111-n 1-n

11nn 
nn1 1  

)i  X ,,i P(X)i  X / i P(X 111-n 1-n1-n1-nnn =…=⋅===  (από Ιδιότητα Markov ) 
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==⋅==⋅⋅==⋅=== )i  X P()i  X / i P(X...)i  X / i P(X)i  X / i P(X 11112 22-n2-n1-n 1-n1-n1-nnn 

= n1-n3221 i ,ii,i i,i11 P  P P )i  (X P …=  

ή ισοδύναµα  

n1-n3221 i ,ii,i i,i112 2nn P  P P)i  X  / i X,...,i  P(X …====  

 

 

Παράδειγµα 2 

 Έστω 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3/203/1
4/34/10
4/14/12/1

P  

µε 3 καταστάσεις 1,2,3 που αντιστοιχούν στις γραµµές και στήλες του πίνακα P. 

(i)Υπολογίστε την πιθανότητα Χ2 =2 και Χ3 =3 δεδοµένου ότι Χ1 =1. 

Η πιθανότητα Ρ(Χ3 =3, Χ2 =2 / Χ1 =1) ισοούται µε Ρ12 ּ Ρ23  =1/4ּ  3/4 = 3/16. 

 

(ακριβώς ίδια τιµή θα είχε και η πιθανότητα  Ρ(Χ2005 =3, Χ2004 =2 / Χ2003 =1). Γιατί;) 

 

(ii)Υπολογίστε την πιθανότητα παραµονής στις καταστάσεις 1 ή 2 επί τρεις περιόδους 

συνολικά, δεδοµένου ότι η ανέλιξη ξεκινά στην κατάσταση 1 (ή ισοδύναµα την 

πιθανότητα η ανέλιξη να µην περάσει από την κατάσταση 3 επί τρεις περιόδους) 

Η πιθανότητα είναι Ρ11 Ρ11 + Ρ12 Ρ21 + Ρ11Ρ12 + Ρ12 Ρ22  = (1/2)2  + 0 + 1/2 1/4 + 1/4 1/4 

= 7/16. 

⁪ 

 

Τα παραπάνω εφαρµόζονται στον υπολογισµό του Ρ (Χn=j / Xo =i) για δεδοµένο n. 

 

Στο παράδειγµα 1 της αγοράς, ας υπολογίσουµε την πιθανότητα  

A)XA / (XP n2n ==+ . Προφανώς είναι : 

=
=

==
=== +

+ A)X(P
A)X A,(XP A)XA / (XP

n

n2n
n2n   

=
=

===+===
= ++++

)A X(P
)A X  B,X  A,(XP)A X  A,X  A,(XP

n

n1n2nn1n2n  
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=
=

==⋅===
+

=
==⋅===

= ++++++

)A X(P
 A)X  B,P(X)A X  B,XA /  (XP

)A X(P
)A X  A,X(P)A X  A,XA / (XP

n

n1nn1n2n

n

n1nn1n2n

===⋅==+==⋅=== ++++++ A)X /  BX(PB)XA /  X(PA)XA /  X(PA)XA /  X(P n1n1n2nn1n1n2n

  

AA AA BA ABP P P P 0.8 0.8 0.3 0.2 0.70= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =  

Παρατηρήστε ότι για τους υπολογισµούς χρησιµοποιήθηκαν οι ιδιότητες των 

πιθανοτήτων υπό συνθήκη καθώς και οι ιδιότητες Markov και οµοιογένειας χρόνου.  

 

Τo παραπάνω αποτέλεσµα γενικεύεται ως εξής:  

(υπενθυµίζουµε ότι θεωρούµε πεπερασµένο σύνολο καταστάσεων S={1,2,…,M}, ενώ 

συµβολίζουµε µε Pij την πιθανότητα Ρ(Xn+1 = j / Xn=i) ) 

     

=
=

===
=

=
==

=== ∑
∈

+++
+

Sk n

n1n2n

n

n2n
n2n )iX(P

)iX,kX,jX(P
)iX(P

)iX,jX(P)iX/jX(P  

 

=
==⋅=

==⋅===
= ∑

+

+++

k n1nn

n1nn1n2n

)iX,kX(P)iX(P
)iX,kX(P)iX,kX,jX(P  

∑ ===⋅==== +++
k

n1nn1n2n )iX/kX(P)iX,kX/jX(P  

∑∑
∈

+++ ⋅===⋅===
Sk

kjik
k

n1n1n2n PP)iX/kX(P)kX/jX(P  

 

Στο τελευταίο βήµα χρησιµοποιήθηκε η ιδιότητα Markov και η οµοιογένεια χρόνου. 

 

Αν συµβολίσουµε µε ij
)k(P την πιθανότητα µετάβασης από την κατάσταση i στην j σε 

k βήµατα (περιόδους), δηλαδή )iX/jX(PP nknij
)k( === + , οι παραπάνω 

υπολογισµοί έδειξαν ότι ∑ ⋅=
k

kjikij
)2( PPP . Όµως, ο όρος ∑ ⋅

k
kjik PP  είναι ακριβώς το 

(i,j) στοιχείο της µήτρας P2. Αν συµβολίσουµε το (i, j) στοιχείο της µήτρας P2 ως 

ij
2P , οι παραπάνω υπολογισµοί δείχνουν ότι ij

2
ij

)2( PP = . Επαγωγικά µπορούµε 

εύκολα να δείξουµε ότι ισχύει ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα  

Ισχύει  (α) )1k(PP ij
k

ij
)k( ≥=  
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  (β) Εξίσωση  Chapman-Kolmogorov 
(n) (m) (n m)

ij ik kj
k S

P P P (1 m n)−

∈

= ⋅ ≤ <∑  

 

Όσον αφορά στο (α), το αποδείξαµε για k=2. Αν υποθέσουµε ότι ισχύει για κάποιο β, 

τότε ∑∑
=

β

=

β+β ==
M

1l
ljil

M

1l
lj

)(
ilij

)1( PPPPP  

Όµως το τελευταίο άθροισµα είναι το (i,j) στοιχείο του γινοµένου της µήτρας P επί 

την µήτρα βP , άρα είναι το (i,j) στοιχείο της 1P +β . 

 

Όσον αφορά στην απόδειξη του (β), αφήνεται σαν άσκηση. 

⁪ 

 

 

Παράδειγµα 3 

Υπολογίστε τα ij
)k(P .  

Εάν 
0.8 0.2

P
0.3 0.7
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

Τότε  2 0.7 0.3
P

0.45 0.55
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

∆ηλαδή η πιθανότητα µετάβασης από την κατάσταση 1 στην 2 σε δύο βήµατα  είναι 

0,3.   

Επίσης, 3 2 0.7 0.3 0.8 0.2 0.65 0.35
P P P

0.45 0.55 0.3 0.7 0.525 0.475
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

         

Παρατηρούµε, αν συνεχίσουµε τους υπολογισµούς ότι: 

6 3 3 7 60.606 0.394 0.603 0.397
P P P P P P

0.591 0.409 0.595 0.405
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ = = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

και γενικά ότι n
n

0.60 0.40
P P

0.60 0.40
∞=

→∞

⎛ ⎞
⎯⎯⎯→ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

⁪ 
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Η ιδιάζουσα µορφή της ∞P στο προηγούµενο παράδειγµα µπορεί να οδηγήσει στο 

εξής: 

Αν η αρχική κατανοµή της 0X  είναι π−==π== 1)BX(P,)AX(P 00  ή αλλιώς 

)1,(0 π−π=π , τότε η κατανοµή της nX (έστω nπ ) είναι nn P)1,( ⋅π−π=π  και για 

n →∞  είναι 0 0.6 0.4
0.6 0.4

∞ ⎛ ⎞
π = π ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
= ( )0.6 0.4  που είναι ανεξάρτητο της αρχικής 

κατανοµής! 

 

Αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα να φτάσει η στοχαστική ανέλιξη σε µια 

συγκεκριµένη κατάσταση ύστερα από άπειρα βήµατα, είναι ανεξάρτητη της αρχικής 

κατανοµής, δηλαδή των πιθανοτήτων να ξεκινήσει από συγκεκριµένες καταστάσεις! 

Αυτό είναι ένα ιδιαίτερα ευνοϊκό αποτέλεσµα για τις εφαρµογές και όπως θα δούµε 

συµβαίνει αρκετά συχνά, όχι όµως πάντοτε. 

 

Είναι προφανές ότι το διάνυσµα ∞π ικανοποιεί τις εξισώσεις:  
∞∞ π=⋅π P   (1) και  

∑ =π∞

i
i 1     (2). 

 

Η πρώτη εξίσωση προκύπτει από την εξής παρατήρηση : 

( )0 n 0 n 1

n n
lim P lim P P P∞ − ∞

→∞ →∞
π = π ⋅ = π ⋅ ⋅ = π ⋅ . 

 

Αν οι εξισώσεις (1) και (2) έχουν µια µοναδική λύση και το όριο n

n
Plim

∞→
 υπάρχει, 

τότε η «τελική» κατανοµή ∞π  είναι ανεξάρτητη της αρχικής 0π , εφόσον  
∞

∞→
π=π n0

n
Plim , που είναι ανεξάρτητο από την 0π  από την οποία ξεκινήσαµε. 

 

Προσοχή 

Το ότι το σύστηµα 1X,xxP
i

i == ∑  έχει µοναδική λύση δεν σηµαίνει απαραίτητα 

ότι το όριο n

n
lim π

∞→
 υπάρχει. Αν υπάρχει το όριο απλώς, τότε για δεδοµένη αρχική 

κατανοµή 0π  βρίσκω την κατανοµή ∞π  (ως 0 n

n
lim P∞

→∞
π = π ⋅ ). Αν όµως επιπλέον το 
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σύστηµα εξισώσεων (1) και (2) έχουν µοναδική λύση, τότε το ∞π  δεν εξαρτάται από 

την αρχική κατανοµή 0π . 

 

Παράδειγµα 

Θεωρήστε ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

P  και ( )3
2,3

10 =π . 

 

Είναι ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

P k2  ενώ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

01
10

P 1k2 .  

∆ηλαδή το όριο n

n
Plim

∞→
δεν υπάρχει. 

Άρα ( )3
1,3

2k2 =π  ενώ ( )3
2,3

11k2 =π +  οπότε ούτε το n

n
lim π

∞→
 δεν υπάρχει. 

⁪ 

 

Αν όµως το n

n
Plim

∞→
 υπάρχει και αν το σύστηµα 1X,xPx

i
i == ∑  έχει µοναδική 

λύση, θα πρέπει x=π∞ . Σε αυτή την περίπτωση η αλυσίδα Markov οδηγείται σε 

ισορροπία  (steady-state). 
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2.2 Εργοδικότητα 

 

Το τι θα συµβεί στην κατανοµή nπ  για µεγάλο n  και κατά πόσο θα υπάρχει κάποια 

σύγκλιση εξαρτάται όπως είδαµε και από την µήτρα nP . Μας ενδιαφέρουν δηλαδή 

όλες εκείνες οι µήτρες P  για τις οποίες το όριο n

n
Plim

∞→
 υπάρχει (συγκλίνει). Τέτοιες 

µήτρες λέγονται εργοδικές.  

 

Ορισµός 

Μία στοχαστική µήτρα P  λέγεται εργοδική, αν και µόνο αν υπάρχει το όριο n

n
Plim

∞→
 . 

Γράφουµε δε ∞

∞→
= PPlim n

n
. 

 

Οι δυνάµεις µιας τετραγωνικής µήτρας υπολογίζονται εύκολα αφού πρώτα 

διαγωνοποιηθεί. Αν 1P −ΜΛΜ=  όπου Λ είναι µία διαγώνιος µήτρα µε στοιχεία 

n21 ..,,, λλλ , τότε 12112P −−− ΜΜΛ=ΜΛΜΜΛΜ=  και γενικά 1nnP −ΜΜΛ= . 

 

Προφανώς, όπως γνωρίζουµε από τη Γραµµική Άλγεβρα η nΛ  είναι διαγώνιος µήτρα 

µε στοιχεία n
n

n
2

n
1 ..,,, λλλ , όπου iλ  οι ιδιοτιµές (χαρακτηριστικές τιµές) της P . Αν 

η P είναι στοχαστική µήτρα (όπως οι µήτρες µετάβασης στις αλυσίδες Markov) τότε 

όλες οι ιδιοτιµές της iλ  είναι κατ’ απόλυτη τιµή µικρότερες ή ίσες της µονάδας.  

 

Θεώρηµα 1 

Για όλες τις ιδιοτιµές iλ  µιας στοχαστικής µήτρας ισχύει ότι 1i ≤λ . 

 

*** Απόδειξη  

 

Αν π  ιδιοδιάνυσµα, είναι λπ=πP , συνεπώς για το j στοιχείο του π είναι 

∑ ⋅π=πλ
i

ijij P . Παίρνοντας απόλυτες  τιµές είναι: 

∑∑ ≥π=π≤πλ
i

ijiij
i

ij )0P(PP . 
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Αν ij max π=π    (και )0≠π  είναι  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

π

π
=≤

π

π
≤λ ∑∑ 11PP

j

i

i
jiij

i j

i . 

⁪ 

 

 

Άρα για να διερευνήσουµε αν υπάρχει ή όχι το n

n
Plim

∞→
 για στοχαστική µήτρα P αρκεί 

να εξετάσουµε τις ιδιοτιµές της. Συγκεκριµένα,  αν 1i <λ  θα είναι 0lim n
in
=λ

∞→
, ενώ  

αν 1=λ  και 1=λ  είναι 1n
i =λ . Όµως αν 1=λ  και 1−=λ  τότε το n

in
limλ

∞→
  δεν 

υπάρχει. 

(Το ίδιο ισχύει αν 
k

2i2 π
ηµ+

κ
π

συν=λ  όπου i  η φανταστική µονάδα µε )1i2 −= . 

 

 

*** Παράδειγµα   

Έστω 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

0
0
1

1
0
0

P . Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι 

1
1

1
01

0
1

0

0

1

1
0det)PIdet( 3 −λ=

λ
−

−
+

λ
−λ

λ=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λ
−λ

−

−

λ
=−λ . Οι ιδιοτιµές είναι εκείνα τα λ 

που ικανοποιούν την 13 =λ . Υπάρχουν τρεις διαφορετικές ιδιοτιµές 

i
2
3

2
1,i

2
3

2
1,1 −−+−=λ   

 Άρα 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

+−

=Λ

100

0i
2
3

2
10

00i
3
3

2
1

. 

Επιβεβαίωσε ότι I3 =Λ . 

⁪ 
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Ένας χρήσιµος τρόπος χαρακτηρισµού  εργοδικών µητρών είναι ο εξής: 

 

Θεώρηµα 2 

Μια στοχαστική µήτρα P  είναι εργοδική αν και µόνο αν:  

(α) Η µόνη ιδιοτιµή µε 1=λ  είναι η 1   και 

(β) Αν η 1=λ  έχει πολλαπλότητα k , υπάρχουν k  ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα 

που αντιστοιχούν στην 1=λ . 

 

Μετρική απόδειξη 

Οι παραπάνω συνθήκες επιτρέπουν την διαγωνοποίηση της µήτρας µε µορφή 
1P −ΜΛΜ= . 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λ

λ
=Λ

j

i

.
.

1
1

1
1

  µε τα 1i <λ  

 

Τότε 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Λ
∞→

00
1

1
01

lim n

n
, άρα  1P −∞∞ ΜΜΛ=  

⁪ 

 

Παράδειγµα   

  

Έστω 

1 0 0 0
0.4 0 0.6 0

P
0.2 0 0.1 0.7
0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Είναι 2

1 0 0 0
0.4 0.6 0

det ( I P) ( 1) ( 0.1)
0.2 0 0.1 0.7
0 0 0 1

λ −
− λ −

λ − = = λ − ⋅λ⋅ λ −
− λ − −

λ −

 

 

Και άρα οι ιδοτιµές είναι 0 και 0.1 (µε πολλαπλότητα 1) και 1 µε πολλαπλότητα 2. 

 

∆ιαπιστώνεται µε υπολογισµούς ότι στην 1=λ  αντιστοιχούν τα γραµµικώς 

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα  (1 0 0 0) και (0 0 0 1), στην 0.1λ =  το (-2, 0, 9, -7) και 

στην 0=λ  το (4, 5, -30, 21). Άρα σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα η P είναι 

εργοδική. 

 

Είναι λοιπόν για: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=Μ

213054
7902
1000
0001

, ΜΛ=Μ P  µε 

1 0
1

0.1
0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟Λ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

και 

1 1 1

1 0 0 01 0
8 70 01 15 15P , P

0 72 0 09 9
0 0 0 0 0 1

− ∞ − ∞ −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= Μ ΛΜ =Μ ⋅Λ ⋅Μ =Μ ⋅ ⋅Μ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

εφόσον 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Μ−

0010
09

1
9

7
9

2
15

3
15

10
15

7
15

8
0001

1 . 

 

Αν λοιπόν )0,0,1,0(0 =π ,   τότε   
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=π∞

15
7,0,0,15

8   
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ενώ αν )0,1,0,0(0 =π , είναι 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=π∞

9
7,0,0,9

2 . 

⁪ 

 

Βλέπουµε στο τελευταίο παράδειγµα ότι το διάνυσµα ∞π  έχει τιµές που εξαρτώνται 

από τις τιµές του 0π . 

Κάτι τέτοιο όµως δεν ισχύει όταν η µήτρα P  είναι κανονική.  

 

Ορισµός 

Μια στοχαστική µήτρα P είναι κανονική αν και µόνο αν για κάποιο ακέραιο ,0>κ  η 
κP  έχει όλα τα στοιχεία της θετικά (όχι µηδέν). 

 

 

Παράδειγµα 

Η 
0.1 0.9

P
0.2 0.8
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι κανονική, ενώ η ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

P  δεν είναι. 

 Η 
0.5 0.5

P
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι κανονική εφόσον 2 0.75 0.25
P

0.5 0.5
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Η ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2
1

2
1

01
P  δεν είναι κανονική. 

⁪ 

Η χρησιµότητα των κανονικών µητρών αφείλεται στο επόµενο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 3  

Αν µία µήτρα P  είναι κανονική, η µόνη ιδιοτιµή της µε 1=λ  είναι η 1=λ , και έχει 

πολλαπλότητα 1 (η απόδειξη παραλείπεται). 

Από το θεώρηµα αυτό σε συνδυασµό µε όσα έχουµε δει µέχρι τώρα έπεται ότι: 

 

Θεώρηµα 4 

Αν µία στοχαστική µήτρα P είναι κανονική τότε: 

(α) Είναι εργοδική. 

(β) Η ∞P  έχει όλες τις γραµµές της ίδιες. 
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Απόδειξη 

Το (α) προκύπτει εύκολα από τα θεωρήµατα 3 και 2. 

Το (β) είναι πολύ σηµαντικό. Ισχύει διότι ( )n n 1

n n
P lim P lim P P P P∞ − ∞

→∞ →∞
= = ⋅ = ⋅ . Άρα 

κάθε γραµµή iπ  της ∞P  ικανοποιεί τη σχέση Pii π=π , που όµως σύµφωνα µε το 

θεώρηµα έχει µόνο µία λύση (το µοναδικό ιδιοδιάνυσµα της ιδιοτιµής 1=λ , για το 

οποίο αν i j
j

x, x 1π = =∑  ). 

 

Έτσι 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

π

π

π

π

=∞

...

...

...

P , όπου π  το ιδιοδιάνυσµα της P  για λ=1 µε άθροισµα στοιχείων τη 

µονάδα. 

Όµως σε αυτήν την περίπτωση για οποιαδήποτε αρχική κατανοµή 0π  είναι 

π=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

π

π

⋅π=⋅π=π ∞∞

...

...
)P( 00 . ∆ηλαδή η τελική κατανοµή ∞π  δεν εξαρτάται από το 

πως άρχισε η διαδικασία.  

⁪ 

 

Παράδειγµα 

Έστω η µήτρα µετάβασης ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

01
2

1
2

1
P   

Καταρχάς, η µήτρα αυτή είναι κανονική (γιατί;). 

 

Για 1=λ  το ιδιοδιάνυσµα )1,( π−π  ικανοποιεί 

( )
1 1

1 12 2( ,1 ) ( ,1 ) 1 ,2 21 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟π − π = π − π = π+ − π π
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Από την πρώτη εξίσωση έχουµε:  

3 212 3π = ⇒ π = .  

Άρα ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=∞

3
1

3
2

3
1

3
2

P . 

Έτσι, αν π.χ. =π0 ( )1 4,5 5  τότε    ( ) ( )
2 1

3 31 4 2 1, ,5 5 3 32 1
3 3

∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟π = ⋅ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 που 

είναι ανεξάρτητο από το 0π . 

⁪ 

 

Συµπεραίνουµε γενικά ότι αν µια µήτρα P  είναι κανονική, τότε η αλυσίδα Markov 

οδηγείται πάντα σε ισορροπία (steady state), όπου το διάνυσµα ∞π  είναι η µοναδική 

λύση του συστήµατος:  

1X
xPx

Si
i =

=

∑
∈

 

όπου x=π∞ .  

Το σύστηµα έχει m+1 εξισώσεις και m αγνώστους. Οι xPx =   ονοµάζονται 

εξισώσεις ισορροπίας (balance equations), ενώ η 1X
i

i =∑  ονοµάζεται εξίσωση 

κανονικοποίησης (normalization equation). Για να βρούµε τη λύση ∞π  του 

συστήµατος χρησιµοποιούµε m-1 εξισώσεις ισορροπίας και την εξίσωση 

κανονικοποίησης.  
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2.3 Πιθανότητες πρώτης µετάβασης – Αναµενόµενος χρόνος 

 

Έστω iX0 = , δηλαδή η αλυσίδα ξεκινάει από µία κατάσταση i , και ενδιαφερόµαστε 

για το πότε θα φτάσει η X  για πρώτη φορά σε µια κατάσταση j . (Αν ij =  

ενδιαφερόµαστε για το πότε θα επιστρέψει στην αρχική κατάσταση).  Για την 

εξέταση αυτού του θέµατος, είναι χρήσιµο να ορίσουµε το µέγεθος 

 

jX,jX(Pf n
)n(

ji ≠== κ για )iX|n1 0 =<κ≤  

που είναι η πιθανότητα να γίνει η πρώτη µετάβαση  στην κατάσταση j  την περίοδο 

n  (σε n βήµατα)  δεδοµένου ότι  η αρχική κατάσταση ήταν η i . 

Προφανώς για n=0, 1Pf )0(
ii

)0(
ii ==  και ji,0f )0(

ij ≠= . 

 

Παραδείγµατα 

(α) Στον πίνακα µετάβασης  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2/12/1
3/13/2

P  αντιστοιχεί το διάγραµµα καταστάσεων 

(όπου κάθε κατάσταση αντιστοιχεί σε έναν κόµβο και πάνω στις κατευθυνόµενες 

ακµές σηµειώνονται οι αντίστοιχες πιθανότητες µετάβασης) 

 

1 2

1/3

1/2

2/3 1/2

 
 

Από αυτό συµπεραίνουµε ότι: 

3/2Pf 11
)1(

11 == , ενώ  2n,
2
1

2
1

3
1f 2n

)n(
11 ≥⋅⋅= −   

(για να υπάρξει πρώτη µετάβαση στην 1 ύστερα από ακριβώς n βήµατα πρέπει να 

πάµε αµέσως στην κατάσταση 2, να παραµείνουµε εκεί για n-2 βήµατα και ύστερα να 

επιστρέψουµε στην 1). 

1n,
3
1

3
2f

1n
)n(

12 ≥⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

    κ.λ.π. 
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(β)  Έστω το διάγραµµα: 

1 2

1/4

3/4 1

 
 

1Pf )0(
11

)0(
11 ==  (εξ’ ορισµού)  

4/3f )1(
11 =   και  0f )2(

11 =   (γιατί;) 

1n,
4
1

4
3f

1n
)n(

12 ≥×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

 

0f )n(
21 = ,  1ff )1(

22
)0(

22 ==   και  0f )2(
22 =  

⁪ 

 

Μεταξύ των )n(
ijf  και )n(

ijP  υπάρχει η σχέση: 

)n(
ijjj

)1n(
ij

)2n(
jj

)2(
ij

)1n(
jj

)1(
ij

)n(
ij fPf...PfPfP ++++= −−−  

που ισχύει για τον εξής λόγο:  

Είδαµε ότι )iX|jX(PP 0n
)n(

ij === , δηλαδή η πιθανότητα να βρεθεί  το X  στην j  

στον χρόνο n µε δεδοµένο ότι ξεκινάει στην i. Όµως το γεγονός { }nX j=  µπορεί να 

αναλυθεί στα γεγονότα { }nX j, X j, X jκ λ= = ≠ για λ ≠ κ  για n..,,2,1=κ  που είναι 

αµοιβαία αποκλειόµενα. Εποµένως η )n(
ijP  είναι το άθροισµα των πιθανοτήτων των 

γεγονότων αυτών, που µπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι αντιστοιχούν στους όρους 

του αθροίσµατος του δεξιού σκέλους της εξίσωσης. 

 

Από την παραπάνω σχέση και την γνώση των )(
jjP κ  και των n,...2,1k,P )(

ij =κ  µπορεί 

κανείς να υπολογίσει αναδροµικά τα )n(
ijf  ως εξής : 

 

ij
)1(

ij
)1(

ij PPf ==  
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(2) (2) (1)
ij ij ij jjf P f P= −  

jj
)2(

ij
)2(

jj
)1(

ij
)3(

ij
)3(

ij PfPfPf −−=  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

jj
)1n(

ij
)2(

jj
)2n(

ij
)1n(

jj
)1(

ij
)n(

ij
)n(

ij PfPf...PfPf −−− −−−−=  

 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να επιλυθεί και αναλυτικά µε τη µέθοδο των 

Ροπογεννητριών, κάτι όµως που δεν θα εξετάσουµε. 

 

Παράδειγµα 

0.8 0.2
P

0.3 0.7
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Βρείτε  τα   3,2,1nf )n(
11 =  

 

Είναι )1(
ij

)1(
ij Pf = . Άρα, (1)

11 11f P 0.8= = .  

Το (2) (2) (2) 2 2
11 11 11 11 11 11f P f P P (P ) 0.70 0.8 0.06= − = − = − = . 

11
)2(

11
)2(

11
)1(

11
)3(

11
)3(

11 PfPfPf −−= = (0.7 0.8 0.2 0.45) 0.7 0.8 0.8 0.06 0.042⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ =  

⁪ 

 

Προφανώς, ο υπολογισµός των )n(
ijf  είναι αρκετά επίπονος ιδιαίτερα εάν το n είναι 

αρκετά µεγάλο. 

 

Το άθροισµα ( )∑
∞

=

=
1n

n
ijij ff  µας δείχνει µε ποια πιθανότητα θα υπάρξει κάποια 

µετάβαση µέσα στο χρόνο (είτε πρώτη µετάβαση σε ένα βήµα, είτε πρώτη µετάβαση 

σε δύο βήµατα, είτε πρώτη µετάβαση σε τρία βήµατα, κλπ...). ∆εν είναι απαραίτητο 

να ισχύει πάντα ότι 1fij = . Αν 1fij = , θα υπάρξει οπωσδήποτε κάποια µετάβαση, αν 

όµως 1fij < , υπάρχει περίπτωση να µην υπάρξει ποτέ µετάβαση στην j  (αυτό 

συµβαίνει στις περιπτώσεις όπου υπάρχει κάποια πιθανότητα να οδηγηθούµε σε µια 

κατάσταση k που δεν µπορεί µε τίποτα να µας οδηγήσει τελικά στην j). Αντίστοιχα, 
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αν ∑
∞

=

<=
1n

)n(
iiii 1ff  υπάρχει περίπτωση να µην επιστρέψουµε ποτέ στην κατάσταση 

απ’ όπου ξεκινήσαµε.  

 

 

Ορισµός 

Μια κατάσταση i  ονοµάζεται µεταβατική (transient) αν ∑
∞

=

<=
1n

)n(
iiii 1ff  ενώ 

διαφορετικά αν ∑
∞

=

==
1n

)n(
iiii 1ff  ονοµάζεται επαναλαµβανόµενη (recurrent). 

 

Μια κατάσταση i ονοµάζεται συγκεντρωτική (absorbing) αν 1Pii = . Εποµένως, αν 

µία κατάσταση i είναι συγκεντρωτική ισχύει προφανώς ότι  1fii =  (είναι και 

επαναλαµβανόµενη), ενώ ji0fij ≠∀= .  Από τη στιγµή που εισερχόµαστε σε µία 

συγκεντρωτική κατάσταση δεν µπορούµε να πάµε πουθενά αλλού. 

 

Τέλος, αν για µια κατάσταση i ισχύει ότι 0P )n(
ii =  για όλα τα n που δεν είναι ακέραια 

πολλαπλάσια κάποιου αριθµού d , τότε η i  ονοµάζεται περιοδική µε περίοδο d,  

εφόσον το d  είναι ο µεγαλύτερος δυνατός ακέραιος. Μία περιοδική κατάσταση είναι 

και επαναλαµβανόµενη. 

 

Παραδείγµατα 

(α) Έστω 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
100
02

1
2

1
3

1
3

1
3

1

P  

Είναι ∑
∞

=

<=
1n

)n(
1212 1ff  εφόσον µε πιθανότητα 3

1  η επόµενη κατάσταση είναι η 3 

που είναι συγκεντρωτική (άρα υπάρχει µη µηδενική πιθανότητα να µη µεταβούµε 

τελικά ποτέ στην 2). Επίσης είναι ∑
∞

=

<=
1n

)n(
1111 1ff  για τον ίδιο λόγο. 

Τέλος, ισχύει και 1f22 <  (γιατί;).  
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Όµως είναι ,10f,1f )(
33

)1(
33 >κ== κ και άρα ∑

∞

=

=
1n

)n(
33 1f . 

Άρα οι καταστάσεις { }1, 2  είναι µεταβατικές ενώ η { }3  συγκεντρωτική και 

επαναλαµβανόµενη. 

 

(β) Οι δύο καταστάσεις της ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

P  έχουν περίοδο 2, ενώ οι καταστάσεις της 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0001
1000
0100
0010

P  έχουν περίοδο 4.  Όλες είναι επαναλαµβανόµενες. 

 

(γ) Οι καταστάσεις { }1, 2  της 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
5,005,0
5,05,00

P  είναι µεταβατικές, ενώ η { }3  

είναι επαναλαµβανόµενη. 

 

(δ) Και οι δύο καταστάσεις της ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
2

3
1

2
1

2
1

P  είναι επαναλαµβανόµενες. Αυτό 

ισχύει για τον εξής λόγο: Αν 1X0= , η πιθανότητα να µην υπάρξει επιστροφή στην 

κατάσταση 1 σε καµµία από τις χρονικές στιγµές Μ,,2,1 …  είναι ( ) 11 2
2 3

Μ−
⋅ , όπου 

τείνει στο 0 καθώς ∞→Μ . Αφού 1f11 =  και επίσης (µε ίδιο επιχείρηµα) είναι 

1f22 = . 

⁪
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Αναµενόµενος χρόνος πρώτης µετάβασης 

 

Αν και τα )n(
ijf , οι πιθανότητες πρώτης µετάβασης, υπολογίζονται δύσκολα, οι 

αναµενόµενες τιµές των χρόνων πρώτης µετάβασης υπολογίζονται εύκολα. Συνήθως 

συµβολίζουµε µε ijµ  τον αναµενόµενο χρόνο πρώτης µετάβασης ο οποίος ορίζεται: 

=µ ij

(n) (n)
ij ij ij

n 1 n 1
nf f f 1

διαφορετικά

∞ ∞

= =

⎧
αν = =⎪

⎪⎪
⎨
⎪∞⎪
⎪⎩

∑ ∑
 

 

Παρατήρηση 

Αν 1ff
1n

)n(
ijij <=∑

∞

=

, το ijµ  θα πρέπει να είναι ( )(n)
ij ij ij

n 1
nf 1 f

∞

=

µ = +∞⋅ − = ∞∑ , όπου 

ijf1− >0 είναι η πιθανότητα να µη συµβεί ποτέ µετάβαση από την i στην j. 

Έτσι δικαιολογείται ο παραπάνω ορισµός. Ενδέχεται επίσης να είναι 1f
1n

)n(
ij =∑

∞

=

 αλλά 

∞==µ ∑
∞

=1n

)n(
ijij nf . Αντίστοιχα ακόµη και για µία επαναλαµβανόµενη κατάσταση i 

µπορεί να ισχύει ότι ∞=µ ii , εάν το σύνολο S των καταστάσεων δεν είναι 

πεπερασµένο. Σε µια τέτοια περίπτωση η κατάσταση λέγεται µηδενικώς 

επαναλαµβανόµενη (null recurrent) διαφορετικά λέγεται θετικώς επαναλαµβανόµενη 

(positive recurrent). Μπορεί βέβαια να αποδειχθεί ότι κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει αν οι 

καταστάσεις είναι πεπερασµένες, όπως οι περιπτώσεις που εξετάζουµε εδώ, όπου 

όλες οι επαναλαµβανόµενες καταστάσεις είναι θετικώς επαναλαµβανόµενες. Μια 

κατάσταση που είναι θετικώς επαναλαµβανόµενη και µη περιοδική ονοµάζεται 

εργοδική. Άρα, ένας ισοδύναµος ορισµός για την εργοδική µήτρα (βλ. προηγούµενη 

ενότητα) είναι ότι όλες οι επαναλαµβανόµενες καταστάσεις της είναι εργοδικές. 

 

Αν όλα τα ijµ  είναι πεπερασµένα, τότε ικανοποιούν την σχέση ∑
≠

µ+=µ
jk

kjikij P1 . 

Αυτό ισχύει  διότι για να γίνει µετάβαση από το i στο j: 

-Είτε θα γίνει άµεσα µε πιθανότητα ijP  οπότε θα χάσουµε µια µονάδα χρόνου 
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-Είτε θα γίνει άµεσα µετάβαση σε µία κατάσταση jk ≠  µε πιθανότητα ikP και από 

εκεί κάποια στιγµή θα µεταβούµε τελικά στην j. Τότε ο χρόνος θα είναι 1 συν τον 

αναµενόµενο χρόνο µετάβασης από την k στη j. Εποµένως: 

 

N �
�	�

	� βασηςµετνοςχρςσυνολικ

≠σεβασηµετ

≠
στηβασηµετ

µ++⋅=µ ∑
άόό

kj

jkά

jk
ik

jά

ijij )1(PP1  

∆ηλαδή, kj
jk

ikkj
jk

ik
jk

ikijij P1PPP1 µ+=µ++⋅=µ ∑∑∑
≠≠≠

 

 

Εάν χρησιµοποιήσουµε την σχέση ∑
≠

µ+=µ
jk

kjikij P1  για όλους τους δυνατούς 

συνδυασµούς καταστάσεων  ( 2N ) i και j, τότε θα προκύψει ένα σύστηµα 2N  

εξισώσεων µε 2N  αγνώστους ijµ , το οποίο καλούµαστε να λύσουµε. Αυτό µπορούµε 

να το αποφύγουµε εάν µας ζητείται να υπολογίσουµε συγκεκριµένη τιµή του ijµ . 

Μπορούµε τότε να παγιώσουµε το j και να εξετάσουµε ως αγνώστους µόνο τα 

Njj2j1 ,...,, µµµ  καθώς τα υπόλοιπα 'ijµ µε j'j ≠  δεν υπεισέρχονται στις αντίστοιχες 

εξισώσεις. Έτσι έχουµε τελικά ένα σύστηµα Ν εξισώσεων µε Ν αγνώστους του 

οποίου ο χρόνος επίλυσης είναι )N(O 4 . 

 

 

Παραδείγµατα 

(α)   Έστω ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2/12/1
3/13/2

P .  

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε τα 2111 ,µµ  προκύπτει το σύστηµα: 

2111211211 3/11P1 µ+=µ⇒µ+=µ  

2121212221 2/11P1 µ+=µ⇒µ+=µ  

Άρα 3/5,2 1121 =µ=µ  

 

Αν θέλουµε να υπολογίσουµε τα 2212 ,µµ  προκύπτει το σύστηµα: 

3P1 12121112 =µ⇒µ+=µ  

2/52/31P1 22122122 =+=µ⇒µ+=µ  
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Παρατηρήστε ότι: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∞

5/25/3
5/25/3

P     (γνωρίζουµε ήδη πώς να την υπολογίσουµε). 

∆ηλαδή, 
11

11 P
1
∞=µ  και 

22
22 P

1
∞=µ .  

Γενικά ισχύει ότι 
ii

ii P
1
∞=µ , εφόσον η µήτρα P είναι κανονική. 

 

 

(β)  Έστω 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
5,05,0

3,07,0
2,08,0

P  που µπορεί να ερµηνευθεί σαν η πιθανότητα 

προαγωγής ενός στελέχους από ένα βαθµό ιεραρχίας στον επόµενο σε ένα έτος. Η 

ερώτηση είναι πόσα έτη (αναµενόµενη τιµή) χρειάζονται για να φτάσει ένα στέλεχος 

από τον 1ο  στον 4ο  βαθµό. Θέλουµε να υπολογίσουµε δηλαδή το 14µ . 

 

Εδώ έχουµε: 

25,01 343434 =µ⇒µ+=µ  

3/16123,03,0PP1 24243423242224 =µ⇒+×=µ⇒µ+µ+=µ  

3/313/162,012,0PP1 14242412141114 =µ⇒×+=µ⇒µ+µ+=µ  

 

⁪ 
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2.4 Κλάσεις Ισοδυναµίας – Κατάταξη Καταστάσεων 

 

Τα παραπάνω παραδείγµατα παρουσιάζουν ορισµένα φαινόµενα που µπορούν να 

αναλυθούν διαγραµµατικά: Λέµε ότι η κατάσταση i  επικοινωνεί µε την j  αν είναι 

0P )n(
ij >  (ή 0fij > ) για κάποιο 0n ≥  (Προσοχή! Θεωρούµε ότι ji,0P )0(

ij ≠=  και 

ji,1P )0(
ij == . Άρα κάθε κατάσταση επικοινωνεί µε τον εαυτό της!) και γράφουµε 

ji → . Αν είναι ji →  και ij→  γράφουµε ji ↔ . Τότε λέµε ότι οι δύο καταστάσεις 

επικοινωνούν µεταξύ τους.  

 

Μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί ότι η σχέση ↔  ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες: 

(α) ii ↔  για κάθε i . 

(β) ji ↔  συνεπάγεται ij↔ . 

(γ) Αν ji ↔  και kj↔  τότε είναι ki ↔ . 

 

Για το (γ) αν ji →  και kj→  τότε 0P )m(
ij

1 >  και 0P )m(
jk

2 >  για κάποια m1 και m2. 

Τότε, 0PPP )2m(
jk

)1m(
ij

)2m1m(
ik >>+ . Εποµένως, ki → . Με παρόµοιο τρόπο 

αποδεικνύεται ότι ik → . 

⁪ 

Αυτό σηµαίνει ότι η ↔  είναι σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο S των καταστάσεων. 

 

Αν [ ] }{ ji|ji ↔=  δηλαδή το [ ]i  είναι ένα υποσύνολο του S που περιλαµβάνει όλες τις 

καταστάσεις που επικοινωνούν µε  το i  και αντιστρόφως, τότε το [ ]i  ονοµάζεται 

κλάση ισοδυναµίας της κατάστασης i.  

 

Ισχύει προφανώς ότι αν ji ↔  θα είναι [ ] [ ]ji =  (γιατί;) ενώ αν ji ↔/  οι κλάσεις [ ]i  

και [ ]j  δεν έχουν τοµή, δηλαδή [ ] [ ] 0ji /=∩ . ∆ιότι αν υπήρχε κατάσταση [ ]ik∈  και 

[ ]jk∈  θα ήταν  ik ↔  και jk ↔  και άρα ji ↔ , που όµως δεν µπορεί να ισχύει 

εφόσον ji ↔/ . Επίσης προφανώς ισχύει ότι για κάθε i, [ ]ii∈  ενώ [ ] Si ⊆ . Αυτό 
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σηµαίνει ότι οι κλάσεις ισοδυναµίας [ ]i  διαµερίζουν το σύνολο των καταστάσεων S, 

δηλαδή  [ ] Si
Si

=
∈
∪ . 

 

Οι σχέσεις ↔→,  και οι κλάσεις ισοδυναµίας για µία συγκεκριµένη αλυσίδα Markov 

µπορούν να προσδιορισθούν γραφικά ως εξής:  

Έστω P  µια µήτρα µετάβασης.  

• Κατασκευάζουµε προσανατολισµένο γράφηµα µε κορυφές όλες τις 

καταστάσεις …,k,j,i  του συνόλου S. 

• Προσθέτουµε πλευρές ( )i, j  µόνον αν 0Pij > .  

 

Στο γράφηµα που τελικά προκύπτει: 

• Θα είναι ji →  µόνο αν υπάρχει κάποιο µονοπάτι από i  προς j .  

• Θα είναι ji ↔  µόνο αν υπάρχει κύκλωµα που περιλαµβάνει τις i  και j . 

 

Εποµένως, οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι οι συνεκτικές συνιστώσες του γραφήµατος. 

 

Παράδειγµα 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

4,06,000
5,05,000

01,04,05,0
005,05,0

P  

 

Το αντίστοιχο γράφηµα είναι: 

1 2 3 4

 

Είναι: 

34,44,43,33,42,32,12,22,41,31,21,11 →→→→→→→→→→→→ . 
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Άρα 43,33,21,11 ↔↔↔↔  και άρα οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι 

[ ] [ ] }{ 2,121 ==    [ ] [ ] { }3 4 3, 4= = . 

⁪ 

Η σηµασία της ↔  έγκειται στο ακόλουθο θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 

Έστω ji ↔  

(α) Αν η i  είναι επαναλαµβανόµενη, το ίδιο ισχύει και για την j . 

(β) Αν η i  είναι µεταβατική, το ίδιο ισχύει και για την j . 

(γ) Αν η i είναι περιοδική µε περίοδο d , το ίδιο ισχύει και για την j . 

 

Η απόδειξη για το (α) και το (β) µπορεί να προκύψει εύκολα µε αναγωγή σε άτοπο.  

Εποµένως κάθε κλάση ισοδυναµίας αποτελείται από καταστάσεις που έχουν όλες την 

ίδια ιδιότητα. 

 

∆ένδρο Κλάσεων Ισοδυναµίας 

Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα δεύτερο γράφηµα µε κορυφές τις διαφορετικές 

κλάσεις ισοδυναµίας [ ] [ ]…,j,i  και πλευρές [ ] [ ]( )i , j  µόνο αν ji →  (δηλαδή για κάθε 

κόµβο της πρώτης υπάρχει κάποια µετάβαση σε κάθε κόµβο της δεύτερης, όχι  όµως 

αντιστρόφως). 

Παρατηρούµε ότι αν [ ] [ ]( )i , j  είναι µια πλευρά, η [ ] [ ]( )j , i  δεν µπορεί να είναι 

πλευρά, γιατί θα ήταν ji →  και ij→   οπότε θα ήταν [ ] [ ]ji = , δηλαδή δεν θα είχαµε 

δύο διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας.  

 

Με το ίδιο σκεπτικό, στο νέο γράφηµα δεν υπάρχουν κυκλώµατα. Εποµένως, το 

γράφηµα που προκύπτει είναι δάσος (σύνολο από δένδρα που δεν συνδέονται µεταξύ 

τους) ή δένδρο αν δεν υπάρχουν µεµονωµένα υποσυστήµατα.  

 

Εξετάζουµε τώρα τις κορυφές από τις οποίες δεν ξεκινά καµία πλευρά (φύλλα του 

δένδρου). Τέτοιες κορυφές υπάρχουν, γιατί αλλιώς θα υπήρχε κάποιο κύκλωµα. 

Αυτές οι κορυφές αντιστοιχούν σε επαναλαµβανόµενες καταστάσεις, ενώ οι 

υπόλοιπες αντιστοιχούν σε κλάσεις ισοδυναµίας µε µεταβατικές καταστάσεις. 
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Παράδειγµα 

Έστω  ότι από τον πίνακα µετάβασης προκύπτει το ακόλουθο γράφηµα: 

1 2

3 4

7 8

5 6

 
Είναι: 

[ ] }{11 =  

[ ] }{22 =  

[ ] [ ] }{ 4,343 ==  

[ ] [ ] }{ 6,565 ==  

[ ] [ ] }{ 8,787 ==  

 

To γράφηµα των κλάσεων ισοδυναµίας είναι:  

[3]

[1]

[2]
[5]

[7]

 
Τα  φύλλα είναι οι κλάσεις [ ]3  και [ ]7 . 

Εποµένως οι καταστάσεις 3,4 και 7,8 είναι επαναλαµβανόµενες, ενώ οι υπόλοιπες 

είναι µεταβατικές. 

⁪ 
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2.5 Γενική δοµή της τελικής µήτρας ∞P  

 

Όλη η συζήτηση που θα γίνει σε αυτήν την ενότητα προϋποθέτει την ύπαρξη της 

µήτρας ∞P . Στην περίπτωση που η P τυχαίνει να είναι και κανονική, γνωρίζουµε 

πλέον ότι όλες οι γραµµές της είναι ίδιες καθώς και επίσης γνωρίζουµε πως µπορούµε 

να υπολογίσουµε τα στοιχεία της (πώς;). Εδώ θα εξετάσουµε τι συµβαίνει όταν 

αναφερόµαστε σε µη κανονικά συστήµατα. Είδαµε προηγουµένως ότι οι καταστάσεις 

που ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας θα είναι είτε όλες επαναλαµβανόµενες, 

είτε όλες µεταβατικές. Στην πρώτη περίπτωση µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι 

επαναλαµβανόµενες αυτές καταστάσεις (και εφόσον είναι µη περιοδικές, άρα είναι 

εργοδικές) αντιστοιχούν σε ένα κανονικό υποσύστηµα, εποµένως η τετραγωνική υπο-

µήτρα της ∞P  η οποία αντιστοιχεί σε αυτές τις καταστάσεις θα έχει όλες τις γραµµές 

της ίδιες (και µπορεί να υπολογισθεί από τις γνωστές εξισώσεις που αναφέρθηκαν σε 

προηγούµενη ενότητα)! Η δυσκολία πλέον έγκειται στο να υπολογισθούν τα 

υπόλοιπα στοιχεία της ∞P . Σε αυτό βοηθάει το εξής θεώρηµα: 

 

Θεώρηµα 

Έστω i, j καταστάσεις του συνόλου S. Ισχύει γενικά: 

jj

ij)∞(
ij µ

f
=P ,    ( ∑∞

1=n
)n(

ijij f=f ) 

 

Απόδειξη 

Το θεώρηµα αυτό µπορεί να ερµηνευθεί «διαισθητικά» ως εξής: 

 

Θεωρήστε την τροχιά της ανέλιξης, δηλαδή µια υλοποίηση των  

0 1 2 NX i,X ,X , ,X ,=� � � �… …  

Αν i=X~ 0  µε βεβαιότητα, το )∞(
ijP  είναι η πιθανότητα να βρισκόµαστε στην j µετά 

από «πολύ χρόνο». Μια εκτίµηση αυτού του µεγέθους δίνεται από την συχνότητα στο 

χρόνο της παραµονής στην j, δηλαδή τι ποσοστό του συνολικού χρόνου παραµένουµε 
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στην j. Αν έχουµε φτάσει στο j, τότε η κατάσταση ξαναγίνεται j µετά από jjµ  βήµατα 

κατά µέσο όρο, άρα η χρονική συχνότητα είναι το αντίστροφο, δηλαδή 
jjµ

1
.  

Από όλες τις δυνατές τροχιές µόνο ijf  από αυτές θα φτάσουν κάποτε στην j. Έτσι το 

µέσο ποσοστό επίσκεψης στην j είναι όντως 
jj

ij

µ
f

. ∆ηλαδή η ανέλιξη θα βρεθεί ύστερα 

από άπειρα βήµατα  στην κατάσταση j µε αυτήν την πιθανότητα. 

⁪ 

 

Με βάση αυτόν τον τύπο, µπορούµε να καταλήξουµε σε δύο βασικά συµπεράσµατα: 

I. Αν µία κατάσταση j είναι µεταβατική (οπότε ισχύει ότι ∞=µ jj ), τότε για 

κάθε i, 0=P )∞(
ij . ∆ηλαδή η µήτρα ∞P  έχει όλες τις στήλες που 

αντιστοιχούν σε µεταβατικές καταστάσεις µε µηδενικά στοιχεία µόνο. 

II. Αν µία κατάσταση j είναι θετικώς επαναλαµβανόµενη (οπότε ισχύει ότι το 

jjµ  είναι πεπερασµένο), τότε για κάθε i που µπορεί να οδηγήσει στην j θα 

είναι 0>P )∞(
ij .  

 

Συνοψίζοντας τις ιδιότητες των επαναλαµβανόµενων και µεταβατικών καταστάσεων 

είµαστε πλέον σε θέση να υπολογίσουµε όλα τα στοιχεία της µήτρας ∞P : 

I. Αν j1 και j2 είναι επαναλαµβανόµενες καταστάσεις που ανήκουν στην ίδια 

κλάση, τότε i∀f=f
21 ijij . Επιπλέον ισχύει ότι 1=f=f

2212 jjjj . Άρα, για κάθε k 

που ανήκει και αυτή στην ίδια κλάση µε τις j1 και j2, ισχύει ότι 

kk

)∞(
kj

)∞(
kj µ

1
=P=P

21
. Από εδώ προκύπτει ότι όλες οι γραµµές της υπο-

µήτρας που αντιστοιχεί στις επαναλαµβανόµενες αυτές καταστάσεις της ίδιας 

κλάσης είναι µεταξύ τους ίδιες. 

II. Αν j1 και j2 είναι επαναλαµβανόµενες καταστάσεις που ανήκουν σε 

διαφορετικές κλάσεις, τότε 0=f=f
2212 jjjj .  Άρα: 

 0=P=P )∞(
jj

)∞(
jj 1221

. 

 

 



32 

Εποµένως, αν θεωρήσουµε µια ανέλιξη όπου οι καταστάσεις 1,2 είναι µεταβατικές, οι 

3,4 επαναλαµβανόµενες στην ίδια κλάση, και οι 5,6,7 επαναλαµβανόµενες σε µία 

άλλη κλάση, τότε η γενική µορφή της µήτρας ∞P  θα είναι η ακόλουθη: 

 

 

 1 2 3 4 5 6 7 

1 f13/µ33 f14/µ44 f15/µ55 f16/µ66 f17/µ77 

2 f23/µ33 f24/µ44 f25/µ55 f26/µ66 f37/µ77 

3 1/µ33 1/µ44 

4 1/µ33 1/µ44 
0 

5 1/µ55 1/µ66 1/µ77 

6 1/µ55 1/µ66 1/µ77 

7 

0 0 

0 

1/µ55 1/µ66 1/µ77 

 

 

Πρακτικά, ο υπολογισµός των f και µ για τις διάφορες καταστάσεις µπορεί να είναι 

επίπονος και χρονοβόρος. Ωστόσο, τα στοιχεία στις κανονικές υπο-µήτρες που 

προκύπτουν από τις επαναλαµβανόµενες µη-περιοδικές καταστάσεις (εδώ υπάρχουν 

δύο τέτοιες υπό-µήτρες, ποιες;) µπορούν να υπολογισθούν από τις εξισώσεις 

Ισορροπίας και Κανονικοποίησης που έχουµε δει σε προηγούµενη ενότητα (όπου σαν 

µήτρα P χρησιµοποιούµε την αντίστοιχη υπο-µήτρα της αρχικής). Συνεπώς, 

µπορούµε αµέσως να υπολογίσουµε και τα µ33, µ44, µ55, µ66 και µ77. Πλέον µας µένει 

να υπολογίσουµε µόνον τα f που βρίσκονται στις δύο πρώτες γραµµές της µήτρας. 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα συµπεράσµατα έχουµε όµως: 

 

f13= f14 και    f15= f16= f17 

f23= f24 και    f25= f26= f27 

 

∆ηλαδή µας αρκεί ο υπολογισµός 4 πιθανοτήτων f για να έχουµε προσδιορίσει όλα τα 

στοιχεία της µήτρας ∞P . Εκτός των µεθόδων που ήδη έχουµε δει, µια άλλη πρακτική 

µέθοδος για των υπολογισµό των f βασίζεται στην παρατήρηση ότι η ∞P , εκτός από 

την σχέση γραµµών ∞∞ P=PP , ικανοποιεί και την σχέση στηλών ∞∞ P=PP . 

Εκµεταλλευόµενοι αυτήν την σχέση µπορούµε για την συγκεκριµένη περίπτωση να 
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δηµιουργήσουµε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους f13, f23  και ένα άλλο 

2x2 σύστηµα µε δύο αγνώστους f15, f25 .   

 

Ενδεικτικά: 

για το πρώτο σύστηµα, η πρώτη εξίσωση θα προκύψει αν πολλαπλασιάσουµε την 1η 

γραµµή της µήτρας P µε την 3η στήλη της ∞P  και αυτό το γινόµενο θα πρέπει να 

είναι ίσο µε το στοιχείο )∞(
13P . ∆ηλαδή: 

33

13

33
14

33
13

33

23
12

33

13
11 µ

f
=

µ
1

P+
µ
1

P+
µ
f

P+
µ
f

P  

 Ενώ η δεύτερη εξίσωση θα είναι: 

33

23

33
24

33
23

33

23
22

33

13
21 µ

f
=

µ
1

P+
µ
1

P+
µ
f

P+
µ
f

P  

 

 

Παραδείγµατα 

(α) Έστω 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

010
2

1
2

10

02
1

2
1

=P .  

Προσδιορίστε τη µήτρα ∞P . 

 

Το αρχικό γράφηµα είναι 

1 2 3

 
 

και εποµένως οι κλάσεις είναι [ ] { }1 1=  και [ ] [ ] { }2 3 2, 3= = .  
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Το νέο γράφηµα είναι 

[1]
[2]

 

και άρα οι { }2, 3  είναι επαναλαµβανόµενες και µη περιοδικές (εργοδικές) ενώ η 1 

µεταβατική. 

 Η ∞P  υπάρχει και  σύµφωνα µε όσα είπαµε είναι της µορφής 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
0

22

22

11

yx
yx
yx

 

 

Από την ∞∞ P='PP  έπεται ότι 3
2=x 2  ενώ 3

1=y2  , όπου ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

01
2

1
2

1
='P . 

Εποµένως, 2
3=µ 22  και 3=µ33 . 

 

Για το x1 λύνουµε την εξίσωση: 

3
2=x⇒x=3

2
2

1+x2
1

111  

 

Άρα 3
1=y1 . 

⁪ 

 

(β) Έστω ότι η P είναι η ακόλουθη 7x7 µήτρα: 

1/2 1/4 0 0 1/4 0 0 

1/4 1/2 1/4 0 0 0 0 

0 0 1/2 1/2 0 0 0 

0 0 1/3 2/3 0 0 0 

0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 

0 0 0 0 1/2 1/6 1/3 

0 0 0 0 1/3 1/6 1/2 
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Αφού σχεδιάσουµε τα δύο διαγράµµατα και εντοπίσουµε τις κλάσεις ισοδυναµίας 

καταλήγουµε τελικά στην ακόλουθη µήτρα ∞P : 

 

 1 2 3 4 5 6 7 

1 0.133 0.200 0.248 0.152 0.267 

2 0.267 0.400 0.124 0.076 0.133 

3 0.4 0.6 

4 0.4 0.6 
0 

5 0.371 0.229 0.400 

6 0.371 0.229 0.400 

7 

0 0 

0 

0.371 0.229 0.400 

 

 

Το πώς προκύπτει αυτή η µήτρα αφήνεται σαν άσκηση στον αναγνώστη. 

⁪ 
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2.6  Συναρτήσεις Κόστους 

 

Έστω Μ,,1=j …  οι καταστάσεις σε µία αλυσίδα Markov. Συχνά σε κάθε κατάσταση 

συνδέουµε ένα κόστος (ή κέρδος αναλόγως το πρόβληµα) ( )C j , και έτσι στον χρόνο 

n έχουµε κόστος ( )nC X .  

Αν η ανέλιξη ξεκινήσει από µια κατάσταση i τότε το αναµενόµενο κόστος του χρόνου 

n θα είναι: ( ){ } ( )
M

(n)
n 0 ij

j 1
E C X | X i C j P

=

= = ⋅∑ .  

Επίσης συχνά ενδιαφερόµαστε για το διαχρονικό µέσο κόστος ( )
N

N n
n 1

1C C X
=

=
Ν∑  και 

την αναµενόµενη τιµή του η οποία είναι: 

( )NE C = ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 1
=

1
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
1

1=1=1= 1=1=
0 ∑∑∑∑∑

Ν

n

)n(
ij

Μ

j

)n(Ν

n

Μ

j
ij

Ν

n
n P

Ν
jCPjC

Ν
)iX|XC(

Ν
E . 

 

Έτσι βλέπουµε ότι η παράσταση ∑
1n

)n(
ijijN P1)P(

Ν

=Ν
=  παρουσιάζει ενδιαφέρον. 

 

Προφανώς το ijN )P(  είναι το i-j στοιχείο της µήτρας ∑
Ν

1=n

n
Ν P

Ν
1

=P .  

Μπορεί κανείς εύκολα να διαπιστώσει ότι  
N 1P PP P P

N

+

Ν Ν
−

⋅ = +  (1) 

Όµως για ∞→Ν , η 1+ΝP  είναι φραγµένη από τη µήτρα 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

.....

..111

..111
, άρα 

0P-Plim
1

∞→
=

Ν

+Ν

Ν
. ∆ηλαδή, αν εφαρµόσουµε όρια στην σχέση (1) βλέπουµε ότι το 

P=Plim Ν
∞→Ν

 υπάρχει και ικανοποιεί την σχέση: 

P=PP   

 Άρα το iNP  που είναι η i-στή γραµµή της ΝP  έχει σαν όριο την i-στή της P , που 

ικανοποιεί την εξίσωση P=PP . 
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Αν τώρα το σύστηµα εξισώσεων 1=x,x=xP ∑
i

i  έχει µοναδική λύση, η λύση αυτή 

ταυτίζεται µε τα ∞
ijijN

∞→Ν
π=Plim  για τα j. Προσοχή! Ενδέχεται η εξίσωση αυτή να 

έχει µοναδική λύση, αλλά η µήτρα P να µην είναι κανονική, ούτε καν εργοδική! 

 

Παρατηρούµε ότι σ’ αυτήν την περίπτωση (µοναδικής λύσης) όλες οι γραµµές είναι 

ίδιες, δηλαδή ∞
j

∞
ij π=π  για κάθε i, και άρα το ( )1 M, ,∞ ∞ ∞π = π π…  δίνει κάθε γραµµή 

της P .  

 

Έχοντας βρει τα ∞π  µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της παράστασης 

( ) ( )jCπXC
Ν

ElimC ∑∑
Μ

j

∞
j

ως∞

n
n∞→Ν

1=1=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ 1

=  που µας δίνει την αναµενόµενη τιµή του 

µέσου διαχρονικού κόστους για άπειρες περιόδους. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η τιµή 

του C  είναι ανεξάρτητη από την αρχική κατάσταση όταν το παραπάνω σύστηµα έχει 

µοναδική λύση (αυτό εξασφαλίζεται όταν η µήτρα P είναι κανονική, αλλά όχι µόνο 

τότε…), ενώ διαφορετικά εξαρτάται και από την αρχική κατάσταση της αλυσίδας. 

 

Παραδείγµατα 

(α) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
10

=P   ( ) ( )C 1 10 C 2 20= = −  

 οπότε }{ ( ) 11E 10 20 52 2
= + − = −"  

εφόσον η µόνη λύση της x=xP  είναι ( )1 1x ,2 2= . 

Παρατηρήστε εδώ ότι η µήτρα P δεν είναι εργοδική (άρα ούτε κανονική), άρα η ∞P  

δεν υπάρχει! Υπάρχει όµως η  P … 

 

(β) 
0.8 0.2

P
0.3 0.7
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Τότε, ( )0.6 , 0.4∞π = .  

Αν  ( ) 1000=1C  ( ) 0=2C  τότε C 1000 0.6 0 0.4 600= ⋅ + ⋅ =  

⁪ 
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Πολλές φορές ενδιαφέρεται κανείς για το προεξοφληµένο αναµενόµενο κόστος 

(κέρδος) (όταν ξεκινάµε από µία κατάσταση i, µέχρι την περίοδο N και για επιτόκιο 

απόδοσης ρ% στην περίοδο): 

( )
( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
+1
1

= 0
0=
∑ iX|XC

ρ
EΝ,iV n

Ν

n
n  

που ουσιαστικά είναι η αναµενόµενη τιµή της παρούσας αξίας του συνολικού 

διαχρονικού κόστους (όχι της µέσης τιµής) µέχρι την περίοδο Ν. 

 

Είναι όµως: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

M
n n

ij 1 ij 1n n 1
j 1 n 1 j 1 n 1

C X C X1V i, C i P E | X j C i P E | X j
11 1

Ν Μ Ν

−
= = = =

⎫ ⎫⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪Ν = + ⋅ = = + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ρ+ρ +ρ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩⎭ ⎭
∑ ∑ ∑ ∑

 

Παρατηρούµε ότι 
( )

( )
( )n

1n 1
n 1

C X
E | X j V j, 1

1

Ν

−
=

⎫⎧⎪ ⎪= = Ν −⎨ ⎬
+ρ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

 

οπότε είναι ( ) ( ) ( )ij
j 1

1V i, C i P V j, 1
1

Μ

=

Ν = + Ν −
+ρ∑   

ή σε διανυσµατική µορφή 

( ) ( )1−⋅
+1
1

+= ΝVP
ρ

CNV     

όπου ( )
( )
( )
( )⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
2
1

=
Ν,ΜV
Ν,V
Ν,V

NV  και          

( )

( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ 1

=

ΜC
.
.

C

C . 

 

Αποδεικνύεται ότι το όριο ( ) VΝVlim
Ν

=
∞→

 υπάρχει και ικανοποιεί τη σχέση 

1I P V C
1

⎛ ⎞
− ⋅ =⎜ ⎟+ ρ⎝ ⎠

, ενώ είναι προφανές ότι το προεξοφληµένο αναµενόµενο κόστος 

(σε αντίθεση µε το αναµενόµενο µέσο) εξαρτάται από την αρχική κατάσταση i. 
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Παραδείγµατα 

(α) 
0.8 0.2

P
0.3 0.7
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

=C  0.1111ρ = …  

οπότε 1 0.9
1

=
+ρ

 

Το V  ικανοποιεί τη σχέση 
1 0 0.8 0.2 1

- 0.9 V
0 1 0.3 0.7 0

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

και άρα 
6.727

V
4.909
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

(β) Υπολογίστε τα ( ) ( ) ( )210 V,V,V . Είναι ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

==0 CV . 

Το ( )1V  ικανοποιεί την ( )
1 0.8 0.2 1 1.72

V 1 0.9
0 0.3 0.7 0 0.27
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

και ( )
1 0.8 0.2 1.72 2.287

V 2 0.9
0 0.3 0.7 0.27 0.635
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 

(γ) Υπολογίστε τα ( ) ( )21 V,V  για 0=ρ . 

 

 Είναι πάλι ( ) ( )
1 1 0.8 0.2 1 1.8

V 0 , V 1
0 0 0.3 0.7 0 0.3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

( )
1 0.8 0.2 1.8 2.50

V 2
0 0.3 0.7 0.3 0.75
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

⁪ 
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2.7 ∆ιαδικασία Αποφάσεως Markov  

 

2.7.1 Πεπερασµένος Ορίζοντας 

Θεωρούµε ότι σε κάποιο µοντέλο που περιγράφεται από πεπερασµένες καταστάσεις 

i=1,2, …M µπορούµε να παρέµβουµε στις µήτρες µετάβασης επιλέγοντας κάποια 

δράση D..,,2,1d = . Έτσι πλέον έχουµε D µήτρες µετάβασης dP , που προσδιορίζουν 

τις διάφορες πιθανότητες µετάβασης ανάλογα µε το ποια δράση d έχει επιλεγεί. Το 

κόστος (όφελος) ανά χρονική στιγµή είναι πλέον συνάρτηση όχι µόνο της 

κατάστασης που βρισκόµαστε, αλλά και του χρόνου (χρονικού ορίζοντα) καθώς και 

της δράσης που έχει επιλεγεί, δηλαδή είναι ( )N,d,iC  (εάν βρισκόµαστε στην 

κατάσταση i και επιλέγουµε δράση d, οπότε οι πιθανότητες µετάβασης σε κάποια 

άλλη κατάσταση καθορίζονται από την µήτρα dP ). 

 

Μια στρατηγική δ  προσδιορίζει ποια δράση d  πρέπει να επιλεγεί (σύµφωνα µε την 

στρατηγική) για κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή (ή χρονικό ορίζοντα) και σαν 

συνάρτηση της κατάστασης. Είναι δηλαδή ( ) dN,i =δ  που σηµαίνει ότι η στρατηγική 

είναι µία συνάρτηση DTS: →×δ  (όπου το D είναι το σύνολο των δράσεων). 

 

 

Παράδειγµα 

Μια µηχανή είτε λειτουργεί ικανοποιητικά, είτε λειτουργεί ελαττωµατικά, είτε 

καθόλου (καταστάσεις 3,2,1i =  αντίστοιχα). 

Το όφελος είναι 0,3,5  µονάδες ανά περίοδο, ανάλογα µε την κατάσταση. Οι δράσεις 

είναι 3,2,1d =  όπου: 1:Καµία παρέµβαση  2:Συντήρηση µηχανής  3:Ριζική 

επιδιόρθωση µηχανής.  

Το κόστος των δράσεων είναι 5,1,0 −−  αντίστοιχα. Μία στατηγική (ανεξάρτητη του 

χρόνου) είναι π.χ ( ) ( ) ( ) 332211 =δ=δ=δ , δηλαδή όποτε η µηχανή λειτουργεί 

ικανοποιητικά να µην παρεµβαίνουµε καθόλου, όποτε λειτουργεί ελαττωµατικά να 

την συντηρούµε και όποτε δεν λειτουργεί καθόλου να την επιδιορθώνουµε ριζικά 

(άλλη στρατηγική θα µπορούσε να είναι η  ( ) ( ) ( ) 331211 =δ=δ=δ ). Σε 
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περίπτωση που εφαρµοστεί η στρατηγική δ , η µήτρα µετάβασης προκύπτει από τις 

επιµέρους µήτρες dP . 

Έστω π.χ.: 

 

1 2 3

0.7 0.2 0.1 0.9 0.1 0 1 0 0
P 0 0.6 0.4 P 0.5 0.5 0 P 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Για την συγκεκριµένη στρατηγική δ  προκύπτει η µήτρα µετάβασης (γιατί;): 

 
0.7 0.2 0.1

P 0.5 0.5 0
1 0 0

δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ενώ το κόστος ανά περίοδο είναι ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=δ
5

2
5

50
13
05

C  

(εξαρτάται µόνο από την κατάσταση).  

 

Αν  το προεξοφλητικό επιτόκιο είναι 0.10ρ = , τότε το άπειρο προεξοφληµένο 

αναµενόµενο όφελος δV  ικανοποιεί τη σχέση δδδδ += VP
1,1

1CV  σύµφωνα µε όσα 

είπαµε στην προηγούµενη ενότητα,  

ή 

1 0.7 0.2 0.1 5 40.25
11 0.5 0.5 0 V 2 V 37.21

1.1
1 1 0 0 5 31.59

δ δ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = ⇒ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

Το αναµενόµενο µέσο διαχρονικό όφελος χωρίς προεξόφληση βρίσκεται ως εξής: 

Λύνουµε το σύστηµα x P xδ⋅ =  µε όλα τα στοιχεία του x  να αθροίζουν στη µονάδα. 

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση 10 4 1x , ,
15 15 15
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, άρα: 

 
15
535

15
12

15
45

15
10C =⋅−⋅+⋅= . 

⁪ 
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Το φυσικό πρόβληµα που θέλει να λύσει κανείς είναι να βρει τη βέλτιστη στρατηγική 

µε κριτήριο την µεγιστοποίηση του αναµενόµενου οφέλους, προεξοφληµένου ή όχι, 

για πεπερασµένο ή άπειρο ορίζοντα. Η σηµασία του απείρου ορίζοντα έγκειται στο 

ότι η βέλτιστη στρατηγική είναι απλούστερη από αυτή του πεπερασµένου ορίζοντα 

και προσεγγίζει ικανοποιητικά το βέλτιστο όφελος για σχετικά µεγάλους ορίζοντες. 

 

Για πεπερασµένο ορίζοντα η βέλτιστη στρατηγική βρίσκεται µε δυναµικό 

προγραµµατισµό (είτε θέλουµε να υπολογίσουµε το προεξοφληµένο ή το µέσο 

όφελος-κόστος). 

 

Έστω ( )Ν,iV  το βέλτιστο (µέγιστο προεξοφληµένο αναµενόµενο όφελος) αν iX0 =  

και για χρονικό ορίζοντα Ν περιόδων, δηλαδή: 

( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
ρ+

−δ
=Ν ∑

Ν

=
δ

iX|
1

)nN,x(,xC
Emax,iV 0

0n
n

nn . 

Θέλουµε να βρούµε για ποια στρατηγική δ προκύπτει αυτό το µέγιστο. 

 

Μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί ότι η εξίσωση ∆υναµικού Προγραµµατισµού που 

δίνει το ( )1,iV +Ν  είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ν
ρ+

+=+Ν ∑
Μ

=
∈

,jVdP
1

1d,iCmax1,iV
1j

ijDd
. 

 

Η βέλτιστη δράση για iX0 =  και χρονικό ορίζοντα 1+Ν  δίνεται από το d  που 

ικανοποιεί το max. ∆ηλαδή, ξεκινώντας από µία κατάσταση i θέλουµε να 

προσδιορίσουµε για ποια δράση d θα µεγιστοποιήσουµε το άθροισµα του οφέλους 

που προκύπτει από αυτή τη δράση συν το µέγιστο προεξοφληµένο αναµενόµενο 

όφελος που αντιστοιχεί σε µία κατάσταση j και για ορίζοντα N, αν µεταβούµε από 

την i στην j  µε πιθανότητα που καθορίζει η µήτρα µετάβασης dP . Προφανώς για να 

λυθεί η εξίσωση ∆Π χρειάζεται να υπολογίσουµε το ( )0,iV , το οποίο όµως 

υπολογίζεται πολύ εύκολα..  

 

Παράδειγµα 

Στο προηγούµενο παράδειγµα :  
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Για Ν=0:  

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
d 1,2,3 d

V i,0 max C i,d max έ i ό d
=

= = Κ ρδος −Κ στος  

Άρα: 

{ }
d

V(1,0) max 5 0, 5 1, 5 5 5= − − − =  

{ }
d

V(2,0) max 3 0, 3 1, 3 5 3= − − − =  

{ }
d

V(3,0) max 0 0, 0 1, 0 5 0= − − − =  

Πράγµα που δείχνει ότι 1d =  σε κάθε περίπτωση, δηλαδή δεν πρέπει να γίνει καµία 

παρέµβαση στην µηχανή.  

Άρα ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
3
5

0,iV .  

 

 

Για N=1:  

  

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ρ+
+= ∑

Μ

=
=

0,jVdP
1

1d,iCmax1,iV
1j

ij3,2,1d
 

ή  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 0.1

ijd 1,2,3 j 1

1 1V 1,1 max C 1,d P d V j,0 max 5 0.7 5 0.2 3 0.1 0 ,
1 1.1

Για ρ=

= =

⎫⎧ ⎪ ⎧= + = + ⋅ + ⋅ + ⋅⎨ ⎬ ⎨+ρ ⎩⎪⎩ ⎭
∑

( ) { }1 54 0.9 5 0.1 3 , 0 max 8.73 8.36 4.54
1.1 1.1

⎫+ ⋅ + ⋅ + =⎬
⎭

 

 

Άρα ( )V 1,1 8.73=  και ( ) 11,1 =δ , δηλαδή η καλύτερη δράση είναι η 1.  

Αντίστοιχα είναι: 

 

( ) { } ( )1 1 5V 2,1 max 3 0 0.6 3 , 3 1 0.5 5 0.5 3 , 3 5
1.1 1.1 1.1

⎧ ⎫= − + ⋅ − + ⋅ + ⋅ − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

          { }max 4.63 5.64 2.54 5.64= =  και ( ) 21,2 =δ  



44 

 

( ) 5V 3,1 max 0, 0 1, 0 5 0
1.1

⎧ ⎫= − − + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 και ( ) 11,3 =δ  

 

 

Για N=2: 

 

( ) ( ) ( )1 1 8.73V 1,2 max 5 0.7 8.73 0.2 5.64 , 4 0.9 8.73 0.1 5.64 , 0
1.1 1.1 1.1

⎫⎧= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

          { } ( )max 11.58 11.66 7.94 11.66 1, 2 2= = δ = =  

 

( ) ( )1 1 8.73V 2,2 max 3 0.6 5.64 , 2 0.5 8.73 0.5 5.64 , 2
1.1 1.1 1.1

⎫⎧= + ⋅ + ⋅ + ⋅ − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

           { } ( )max 6.08 8.53 5.93 8.53 2, 2 2= = δ =  

 

 

( ) 0 0 8.73V 3,2 max 0 , 1 , 5
1.1 1.1 1.1

⎫⎧= + − + − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

           { } ( )max 0 1 2.94 2.94 3, 2 3= − = δ =  

 

Επιβεβαιώστε ότι ( ) ( )3,i2,i δ=δ  για 3,2,1i = . 

⁪ 

 

Η παραπάνω µέθοδος εφαρµόζεται είτε για προεξοφληµένo είτε για µη 

προεξοφληµένο αναµενόµενο όφελος. Στη δεύτερη περίπτωση θέτουµε απλώς 0=ρ , 

και η υπόλοιπη διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια. Προφανώς, µπορούµε να 

εφαρµόσουµε την ίδια µέθοδο και όταν θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το 

προεξοφληµένο αναµενόµενο κόστος για πεπερασµένο ορίζοντα, βάζοντας min αντί 

για max. 
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2.7.2 Άπειρος Ορίζοντας 

 

Για άπειρο χρονικό ορίζοντα θέλουµε να βρούµε την βέλτιστη στρατηγική ( )Νδ ,i . 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η βέλτιστη στρατηγική είναι ανεξάρτητη του χρόνου 

(stationary policy) όταν ο ορίζοντας είναι µεγάλος και όταν αναφερόµαστε σε 

αναµενόµενο προεξοφληµένο (ή µη) όφελος (ή κόστος) , είναι δηλαδή 

( ) ( ) ( ) 2121 NNiN,i,i ≠δ=δ=Νδ . 

 

Στην περίπτωση άπειρου ορίζοντα µε προεξοφληµένο όφελος θέτουµε 

( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
ρ+
δ

= ∑
∞

=

iX|
1

)X(,XC
EmaxiV 0

0n
n

nn

d
. 

 

Μπορεί πάλι να επιβεβαιωθεί ότι η ( )iV  ικανοποιεί την εξίσωση ∆Π: 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ρ+
+= ∑

Μ

=
=

jVdP
1

1d,iCmaxiV
1j

ijD..,,2,1d
. 

 

Η εξίσωση αυτή ερµηνεύεται ως εξής: έστω ότι από την αρχική κατάσταση i  

επιλέγεται κάποια δράση d , και γίνεται µία µετάβαση στην j  (σύµφωνα µε την 

µήτρα dP ). Το αναµενόµενο κόστος είναι: ( )d,iC  για την µηδενική περίοδο συν το 

προεξοφληµένο όφελος µε έναρξη jX1 = και µε στάθµιση )d(Pij .  

 

Η όλη διαδικασία πρέπει να συνεχισθεί κατά τον βέλτιστο τρόπο και άρα το 

αναµενόµενο όφελος είναι ( )jV . Προφανώς η καλύτερη d  βελτιστοποιεί  το ( )d,iC  

συν το αναµενόµενο όφελος  ( )jV , προεξοφληµένο µε 
ρ+1

1  και σταθµισµένο µε το 

( )dPij . 

 

∆εν είναι προφανές πως λύνεται η παραπάνω εξίσωση ∆Π, αντίθετα µε τις 

προηγούµενες, που ίσχυαν για πεπερασµένο ορίζοντα. Θα εξετάσουµε εδώ µερικές 

από τις µεθόδους που χρησιµοποιούνται για την επίλυση.  
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Μέθοδος Προσέγγισης Αξίας  (value iteration)  

 

Έστω πρόβληµα ορίζοντα Ν και βέλτιστης αξίας 

  ( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
+1

= 0
0=
∑ iX|

ρ
δ,xCEmaxΝ,iV

Ν

n
n

n

δ
 

 

Ισχύει ότι  ( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

1−
+1
1

+= ∑
1=

Ν,jVdP
ρ

d,iCmaxΝ,iV
Μ

j
ijd

 για Ν πεπερασµένο και 

για 0≥ρ  (ακόµη και για ρ=0 που δεν έχουµε προεξόφληση). 

 

Αν όµως το ( )Ν,iVlim
N ∞→

 υπάρχει (που µπορεί να συµβεί µόνο εάν ρ>0, γιατί;) τότε το 

όριο ( ) ( )iVΝ,iVlim
ςόορισµ

N
≡

∞→
 ικανοποιεί το όριο της παραπάνω εξίσωσης δυναµικού 

προγραµµατισµού, δηλαδή  ικανοποιεί την: 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1
1

+= ∑
1=

jVdP
ρ

d,iCmaxiV
Μ

j
ijd

 

Αυτή είναι η εξίσωση δυναµικού προγραµµατισµού για ορίζοντα άπειρης διάρκειας. 

 

Άρα για να υπολογίσουµε τα V(i) αρκεί να υπολογίζουµε διαδοχικά τα V(i,N) για 

Ν=0,1,2,… µέχρι ένα «µεγάλο» Ν, χρησιµοποιώντας την εξίσωση ∆Π.  Όµως πόσο 

µεγάλο πρέπει να γίνει αυτό το Ν, ώστε το σφάλµα να είναι ανεκτό; 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι (.)V)(.,V
)ρ(

ρ(.)V)N(.,V Ν −1
+1

≤−   (όπου 

)j(umax(.)u
Sj∈

=  για µια οποιαδήποτε συνάρτηση u(j) ), και άρα για ρ>0 ένα αρκετά 

µεγάλο Ν εξασφαλίζει πολύ µικρό σφάλµα.  

 

Μπορεί επίσης να αποδειχθεί ότι αν 

)ρ(
ερ)N(.,V)N(.,V
+1

≤1+−  

τότε   

ε(.)V)N(.,V ≤−  
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Τα παραπάνω µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως κριτήρια τερµατισµού του 

υπολογισµού του V(i): αν π.χ. υπολογίσουµε τα V(i,N+1) για κάποιο επίπεδο Ν+1 και 

διαπιστώσουµε ότι η µέγιστη διαφορά τους (κατ’ απόλυτη τιµή) µε τα τα V(i,N) του 

προηγούµενου επιπέδου είναι µικρότερη ή ίση από την ποσότητα 
)ρ(

ερ
+1

, τότε 

είµαστε βέβαιοι ότι τα V(i,N) προσεγγίζουν τα V(i) (που είναι το ζητούµενο) µε 

σφάλµα όχι µεγαλύτερο από ε. 

 

Βέβαια, όπως εύκολα διαπιστώνει κανείς, η µέθοδος αυτή είναι υπολογιστικά 

επίπονη. 

 

 

 

Μέθοδος Προσέγγισης Στρατηγικών (policy iteration) 

 

Εναλλακτικά, χρησιµοποιούµε τον παρακάτω αλγόριθµο προσέγγισης στρατηγικών 

που οφείλεται στον R.Bellman. 

 

(α) Ξεκινάµε από µία τυχαία στρατηγική oδ . Υπολογίζουµε το προεξοφληµένο 

όφελος 
0δ

V  που αντιστοιχεί σε αυτήν την στρατηγική µε βάση τη γνωστή εξίσωση 

0000 +1
1

+= δδδδ VP
ρ

CV . 

 

(β)  Έστω ότι για µια στρατηγική kδ , βρήκαµε το όφελός της 
kδ

V . Βρίσκουµε µία νέα 

στρατηγική 1+kδ  ως εξής : η ( )iδk 1+  είναι η δράση d  που µεγιστοποιεί την 

παράσταση ( ) ( ) ( )jVdP
ρ

d,iC
kδ

Μ

j
ij∑

1=+1
1

+  

 

(γ) Αν ( ) ( )iδiδ kk 1+=  για κάθε i , τότε έχουµε βρει την βέλτιστη στρατηγική, συνεπώς  

το βέλτιστο όφελος βρίσκεται από την 
1+1+1+1+ +1

1
+=

kkkk δδδδ VP
ρ

CV . 

∆ιαφορετικά, θέτουµε 1+← kk  και επαναλαµβάνουµε το βήµα (β). 
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Παράδειγµα 

Θεωρούµε το παράδειγµα µε τη µηχανή από την προηγούµενη υποενότητα. Έστω ότι 

η αρχική µας στρατηγική oδ  είναι τέτοια ώστε ( ) ( ) ( ) 3=32=21=1 000 δ,δ,δ . Το 

αναµενόµενο όφελος είναι 
0

40.25
V 37.21

31.59
δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

 

 

Η 1δ  υπολογίζεται ως εξής : 

Για την ( )11δ  εξετάζουµε το ( )1max 5 0.7 40.25 0.2 37.21 0.1 31.59 ,
1.1

⎧ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎨
⎩

 

    ( )1 40.254 0.9 40.25 0.1 37.21 , 0
1.1 1.1

⎫+ ⋅ + ⋅ + =⎬
⎭

 

    { }max 40.25 40.31 36.6=  

άρα ( ) 2=11δ , που σηµαίνει ότι η 1δ  σίγουρα διαφέρει από την oδ . 

 

Για την ( )21δ  ισχύει ( ) 2=21δ , ενώ ( ) 3=31δ  (Αποδείξτε το σαν άσκηση) 

 

Το αναµενόµενο όφελος από την 1δ  βρίσκεται λύνοντας την εξίσωση : 

1 1

4 0.9 0.1 0
1V 2 0.5 0.5 0 V

1.1
5 1 0 0

δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Οπότε 
1

40.86
V 37.71

32.15
δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (που σηµαίνει ότι η 1δ  είναι καλύτερη, όπως αναµέναµε) 

 

Για να βρούµε την 2δ : 

Για την ( )12δ  εξετάζουµε το 

( )

{ }

1 40.86max 5 0.7 40.86 0.2 37.71 0.1 32.15 , 40.86,
1.1 1.1

max 40.78 40.86 37.15

⎫⎧ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

=
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Άρα ( ) ( ) 2=1=1 12 δδ . 

 

Με το ίδιο σκεπτικό βρίσκουµε ότι ( ) ( ) 2=2=2 12 δδ  και ( ) ( ) 3=3=3 12 δδ .  

Άρα σύµφωνα µε τον αλγόριθµο (3ο βήµα), η βέλτιστη στρατηγική είναι η 12 = δδ  

και το βέλτιστο όφελος το 
2 1

40.86
V V 37.71

32.15
δ δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

⁪ 

 

 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η προσέγγιση στρατηγικών είναι σωστή και οδηγεί στη 

βέλτιστη στρατηγική. Αυτό που χρειάζεται να αποδείξουµε είναι ότι η στρατηγική 

που µεγιστοποιεί κάθε φορά το δεξί µέλος της εξίσωσης ∆Π, οδηγεί πάντα σε 

αναµενόµενο προεξοφληµένο όφελος συνολικά καλύτερο από κάθε προηγούµενη 

στρατηγική που είχε εξετάσει ο αλγόριθµος.   

 

Απόδειξη: 

Συµβολίζουµε την 
kδ

V  σαν kV . 

Είναι: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+1
1

+−=− ∑∑
1=

1+1+
1=

1+1+ jVδPjVδP
ρ

iδ,iCiδ,iCiViV kk

Μ

j
ijkk

Μ

j
ijkkkk

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+1
1

+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+1
1

+= ∑∑
1=

1+
1=

1+ jVδP
ρ

iδ,iCjVδP
ρ

iδ,iC kk

Μ

j
ijkkk

Μ

j
ijk  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ])j(V)j(VδP
ρ

jVjVδP
ρ kkk

Μ

j
ijkkk

Μ

j
ij −

+1
1

≥−
+1
1

+ 1+1+
1=

1+1+
1=

∑∑ . 

 

Αυτό ισχύει επειδή  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+1
1

+−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+1
1

+ ∑∑
1=

1+
1=

1+ jVδP
ρ

iδ,iCjVδP
ρ

iδ,iC kk

Μ

j
ijkkk

Μ

j
ijk   

εφόσον γνωρίζουµε ότι σύµφωνα µε τον αλγόριθµο η ( )iδk 1+  είναι η δράση d  που 

µεγιστοποιεί την παράσταση ( ) ( ) ( )jVdP
ρ

d,iC
kδ

Μ

j
ij∑

1=+1
1

+  
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Έστω ( ) ( ) ( )jVjVjV∆ kk −= 1+ . Από τα παραπάνω προκύπτει ότι V∆P
ρ

V∆
+1
1

≥ .  

Από την σχέση αυτή προκύπτει ότι ( ) 0≥jV∆  για όλα τα j . Γιατί αν ήταν ( ) 0<jV∆ , 

έστω ( )jV∆  το µικρότερο από τα ( )iV∆ . Όµως τότε V∆P
ρ

j ⋅
+1
1  (όπου jP  η j 

γραµµή της µήτρας P) θα είναι µεγαλύτερο και όχι µικρότερο του ( )jV∆ , εφόσον η P  

είναι στοχαστική και 1<
+1
1
ρ

. Γεγονός άτοπο. Άρα ( ) 0≥jV∆ , δηλαδή 

( ) ( )jVjV kk ≥1+  για όλα τα j. 

 

⁪ 

 

 

 

Επίλυση µε Γραµµικό Προγραµµατισµό 

 

Το πρόβληµα της βέλτιστης στρατηγικής µε κριτήριο την βελτιστοποίηση του µη 

προεξοφληµένου µέσου οφέλους µπορεί να λυθεί είτε µε µεθόδους όπως οι 

παραπάνω, είτε µε γραµµικό προγραµµατισµό.  

 

Θεωρούµε προσωρινά ότι η επιλογή δράσεων µπορεί να είναι πιθανολογική. Ας 

υποθέσουµε ότι έχουµε καταστάσεις Μ..,,,j 21=  και αποφάσεις δράσης D..,,,d 21= , 

ενώ συµβολίζουµε µε jdD  την πιθανότητα  

jdD = P(επιλέγεται η δράση d  | η κατάσταση είναι j ) 

Τότε είναι: 

 jdy = P(η κατάσταση είναι j  και επιλέγεται η d ) jjd πD ⋅=   

µε jπ  την οριακή πιθανότητα να είναι η nX  στην j . 

 

Το αναµενόµενο µέσο όφελος είναι : 
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( ) ( ) jd
d,j

jd

Μ

j

D

d
jjd CyπDd,jCcE ∑∑∑ ==

1= 1=

 

 

Πρέπει βέβαια να ισχύει: 

(α) ∑∑
1= 1=

1=
Μ

j

D

d
jdy  

(άθροισµα πιθανοτήτων) 

(β) ( ) ( ) jdPyDdPππy ij

Μ

i

D

d
idid

D

d
ij

Μ

i
ij

D

d
jd ∀=== ∑∑∑∑∑

1= 1=1=1=1=

  και  

(γ) d,jy jd ∀0≥ . 

 

Εποµένως, οδηγούµαστε σε ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης του ( )CE  που είναι το 

ακόλουθο πρόβληµα Γ.Π. 

 ∑∑
1= 1=

Μ

j
jd

D

d
jd yCmax  

µε συνθήκες: 

• ∑∑
1= 1=

1=
Μ

j

D

d
jdy  

• ( )dPyy
Μ

i
ij

D

d
id

D

d
jd ∑∑∑

1= 1=1=

=   Μ..,,j 1=∀  

• d,iyid ∀0≥  

 

Βρίσκοντας τα βέλτιστα idy  µπορούµε να βρούµε την βέλτιστη στρατηγική ως εξής : 

Είναι 
∑

1=

= D

d
jd

jd
jd

y

y
D  

 

Μπορεί να αποδειχθεί από την θεωρία του γραµµικού προγραµµατισµού ότι για κάθε 

j , µόνον ένα 0>jdy  ενώ όλα τα άλλα είναι 0, και άρα η βέλτιστη απόφαση δεν είναι 

πιθανολογική, εφόσον 0=jdD  εκτός από κάποιο *d  για το οποίο 1=∗jd
D . Έτσι 

προσδιορίζουµε για κάθε κατάσταση j, τη δράση d(j) που βελτιστοποιεί, δηλαδή 

προσδιορίζουµε τη βέλτιστη στρατηγική δ. 
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Παράδειγµα 

Στο προηγούµενο παράδειγµα, η συνάρτηση κέρδους είναι : 

( ) ( ) ( ){ }11 12 13 21 22 23 31 32 33max 5y 4y 0y 3y 2y 2 y 0y 1 y 5 y+ + + + + − + + − + −  

 

Η µεγιστοποίηση γίνεται µε περιορισµούς: 

• ∑∑
3

1=

3

1=

1=
i d

idy  

• 0≥idy   

και 

• 333231232221131211132111 1+0+0+1+50+0+1+90+70=++ yyyyy,yyy,y,yyy

 

• 333231232221131211232221 0+0+0+0+50+60+0+10+20=++ yyyyy,y,yy,y,yyy

 

• 333231232221131211333231 0+1+1+0+0+40+0+0+10=++ yyyyyy,yyy,yyy

 

Η επίλυση του προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού (9 µεταβλητές, 4 

περιορισµοί) µε Simplex ή µε κάποια άλλη µέθοδο δίνει την βέλτιστη στρατηγική 

(δοκιµάστε σαν άσκηση να λύσετε το πρόβληµα µε κάποιο γνωστό λογισµικό 

βελτιστοποίησης). 

⁪ 

 

 

Η Γραµµική Βελτιστοποίηση µπορεί να εφαρµοστεί και για την επίλυση του 

προβλήµατος µεγιστοποίησης του συνολικού αναµενόµενου προεξοφληµένου 

οφέλους σε άπειρο ορίζοντα.  

 

Οι σχέσεις: 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1
1

+= ∑
1=

∈
jVdP

ρ
d,iCmaxiV

Μ

j
ijDd

 για κάθε κατάσταση i=1,2,…M 

ισοδυναµούν µε την λύση του εξής προβλήµατος Γραµµικού Προγραµµατισµού: 

(χρησιµοποιούµε το σύµβολο iV  αντί για V(i)) 
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∑
1=

M

j
jVmin  

όπου: 

DdM,...,,iV)d(P
ρ

)d,i(CV j

M

j
iji ∈21=

+1
1

+≥ ∑
1=

 

Άγνωστοι σε αυτό το πρόβληµα είναι τα iV , i=1,2,…,M. 

 

Απόδειξη 

Ευθύ:  Για να αποδείξουµε ότι µια λύση του ΓΠ ικανοποιεί τον ∆Π: 

 για µία τυχαία λύση βέλτιστη λύση iV   του ΓΠ θα πρέπει προφανώς να ισχύει ότι: 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1
1

+≥ ∑
1=

∈ j

Μ

j
ijDdi VdP

ρ
d,iCmaxV  

Επιπλέον ισχύει η ισότητα για τουλάχιστον ένα d, διότι αν ίσχυε σε βέλτιστο αυστηρά 

η ανισότητα 

( ) ( ) j

Μ

j
iji VdP

ρ
d,iCV ∑

1=+1
1

+>  για κάθε d, ή ισοδύναµα 

( ) ( ) j
ij

ijiii VdP
ρ

d,iCV)d(P
ρ ∑

≠+1
1

+>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+1
1

−1  

θα µπορούσαµε να µειώσουµε το iV  παίρνοντας καλύτερη λύση χωρίς να 

επηρεάσουµε τις απλές ανισότητες. Άρα το iV  δεν θα µπορούσε να ανήκει στη 

βέλτιστη λύση του ΓΠ. Εποµένως, δεν µπορεί  

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1
1

+> ∑
1=

∈ j

Μ

j
ijDdi VdP

ρ
d,iCmaxV  

Άρα η λύση του Γραµµικού Προγραµµατισµού ικανοποιεί την εξίσωση του 

∆υναµικού Προγραµµατισµού (ως ισότητα). 

 

Αντίστροφο: Αν η λύση του ∆Π δεν ήταν η βέλτιστη λύση στον ΓΠ τότε θα είχαµε 

δύο λύσεις στον ∆Π (η τρέχουσα συν η βέλτιστη του ΓΠ), κάτι που µπορεί να 

αποδειχθεί άτοπο.  

⁪ 

 



54 

 

 

Παράδειγµα 

∆ίνεται το ακόλουθο σύστηµα δύο καταστάσεων και δύο αποφάσεων }d,d{D 21=  µε 

τις αντίστοιχες για κάθε απόφαση µήτρες µετάβασης 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
750250
6040

=1 ,,
,,

P    και  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2080
5050

=2 ,,
,,

P  

ενώ το κέρδος ανά κατάσταση και απόφαση δίνεται από: 

                 Απόφαση 

Κατάσταση 
d1 d2 

1 20 -1 

2 1 0 

 

Αν 90=
+1
1 ,
ρ

 και θέλουµε να προσδιορίσουµε το µέγιστο προεξοφληµένο 

αναµενόµενο κέδρος για άπειρο ορίζοντα και την στρατηγική που οδηγεί σε αυτό, 

µπορούµε να οδηγηθούµε στο ισοδύναµο πρόβληµα ΓΠ: 

 

21 + VVmin  

1211 60+4090+20≥ d)V,V,(,V  

2211 50+5090+1−≥ d)V,V,(,V  

1212 750+25090+1≥ d)V,V,(,V  

2212 20+8090+0≥ d)V,V,(,V  

21 V,V  ελεύθερες µεταβλητές 

 

Λύνοντας το πρόβληµα ΓΠ καταλήγουµε στην λύση: 

4568=089= 21 ,V,,V  

 

Επιβεβαιώστε ότι η βέλτιστη στρατηγική είναι η 21 =2=1 d)(δd)(δ   (αποδείξτε ότι ο 

πρώτος και ο τέταρτος περιορισµός ισχύουν ως ισότητες). Υπολογίστε την αξία της 

και επιβεβαιώστε ότι ικανοποιεί την εξίσωση ∆Π. 

⁪ 
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Μια τελευταία µέθοδος για τον προσδιορισµό του βέλτιστου µέσου αναµενόµενου 

οφέλους δίνεται χωρίς άµεση αιτιολόγηση: 

 

(α) Έστω αριθµοί )Μ,,jγια,υ(υ,,υ,R jΜ …… 1=1  

τέτοιοι ώστε:  (i) ( ) j

Μ

j
iji υPiCυR ∑

1=

+=+   για κάθε i=1,2,…,M 

          (ii)  0=1υ  

Τότε το R  είναι το µέσο αναµενόµενο όφελος, µε όφελος ανά κατάσταση i  το ( )iC  

 

 

(β) Έστω αριθµοί Μ,,jυ,R j …1=  µε 0=1υ  τέτοιοι ώστε για κάθε Μ,,i …1=  να 

ισχύει:  ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=+ ∑
1=

1= j

Μ

j
ijD,,di υdPd,iCmaxυR

…
 

 

Τότε το R  είναι το βέλτιστο µέσο αναµενόµενο όφελος. Η βέλτιστη στρατηγική είναι 

εκείνη που για την κατάσταση i , δίνει τη δράση d  ( )( )iδ= όπου επιτυγχάνεται η τιµή 

του max . 

 

Και η εξίσωση µπορεί να λυθεί είτε µε την µέθοδο των προσεγγίσεων µε στρατηγικές 

είτε µε αξίες. 

 

Παράδειγµα 

Ας θεωρήσουµε το αρχικό παράδειγµα µε τις µηχανές. 

Η προσέγγιση στρατηγικών προχωράει ως εξής : 

 

Ξεκινάµε µε µια τυχαία αρχική στρατηγική ( ) ( ) ( ) 3=32=21=1 000 δ,δ,δ . 

Τότε 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
05050
102070

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5−
2
5

=
00

,,
,,,

PC δδ    
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οπότε έχουµε: 

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ 0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
05050
102070

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5−
2
5

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

3

2

3

2

υ
υ,,

,,,

υR
υR

R
   

 

15
128−=15

46−=15
53= 32 'υ'υ'R  

 

H νέα στρατηγική 1δ  βρίσκεται βελτιστοποιώντας ως προς τα 32 ′′ υ,υ : 

 

Αν 1=i  είναι ( )11δ  η δράση όπου επιτυγχάνεται το 

{ }0,69,3,53,3max0,
15
461,04,

15
1281,0

15
462,05max =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+  

άρα ( ) 2=11δ . 

 

 

Αν 2=i  η ( )21δ  βρίσκεται από το: 

{ }2,467,0,25,22,
15
465,02,

15
1284,0

15
466,03max −−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+  

άρα ( ) 2=21δ . 

 

Άρα 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5−
2
4

=
1δ

C  και  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
05050
01090

=
1

,,
,,

Pδ  

 

και ⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ 0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
05050
01090

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5−
2
4

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

3

2

3

2

υ
υ,,

,,

υR
υR

R
 

 

3
26−=3

10−=3
11= 32 ''υ''υ''R  

 

Για να βρούµε το ( )12δ  εξετάζουµε το 
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{ }0,67,3,47,3max0,
3

101,04,
3

261,0
3

102,05max =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+  

και άρα ( ) ( ) 2=1=1 12 δδ  

 

Με τον ίδιο τρόπο επιβεβαιώνεται ότι 

( ) ( ) 2=2=2 12 δδ  και ( ) ( ) 3=3=3 12 δδ . 

 

Άρα η 21 = δδ  είναι η βέλτιστη στρατηγική και το βέλτιστο µέσο όφελος είναι 3
11 . 

 

⁪ 

 


