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Άσκηση 16.4.
A) Βάσει των παραδειγμάτων εκπαίδευσης του πίνακα, πόση είναι η εντροπία H(C) της κατηγορίας C και γιατί;

 ID X Y Z C

1 0 0 1 Μαύρο
2 1 0 1 Μαύρο
3 0 0 1 Μαύρο
4 1 1 0 Μαύρο
5 0 1 1 Άσπρο
6 1 0 0 Άσπρο
7 0 0 0 Άσπρο
8 1 0 0 Άσπρο

















Άσκηση 16.4.
Β) Σχεδιάστε το δέντρο απόφασης που θα κατασκευάσει ο ID3 (Iterative Dichotomiser 3), αν του επιτρέψουμε 
να χρησιμοποιήσει ως ιδιότητες τις ID, X, Y, Z (το δέντρο προβλέπει την κατηγορία C). Δεν χρειάζονται αριθμητικοί 
υπολογισμοί, μόνο προσεκτική παρατήρηση των δεδομένων. Εξηγήστε γιατί θα προκύψει το δέντρο που 
σχεδιάσατε.
Απάντηση: Αν ξέρουμε την τιμή της ιδιότητας ID, τότε ξέρουμε με βεβαιότητα την τιμή της 
κατηγορίας C όλων των παραδειγμάτων. Βάσει, δηλαδή, των παραδειγμάτων του πίνακα, 
H(C | ID) = 0 και επομένως IG(ID, C) = H(C) – H(C | ID) = 1. Αντίθετα, καμία από τις άλλες 
ιδιότητες (Χ, Υ, Ζ) δεν προβλέπει με απόλυτη βεβαιότητα την κατηγορία όλων των 
παραδειγμάτων, επομένως το κέρδος πληροφορίας που παρέχουν είναι μικρότερο από 1. 
Επομένως ο ID3 θα προτιμήσει να τοποθετήσει στη ρίζα του δέντρου απόφασης την 
ερώτηση για την ιδιότητα ID. Θα υπάρχουν 8 κλαδιά κάτω από τη ρίζα, ένα για κάθε δυνατή 
τιμή της ID που εμφανίζεται στα παραδείγματα εκπαίδευσης. Στο υποδέντρο κάτω από 
κάθε κλαδί θα καταλήξει ακριβώς ένα από τα παραδείγματα, εκείνο με την αντίστοιχη τιμή 
ID. Επομένως τα παραδείγματα (είναι μόνο ένα) κάθε υποδέντρου θα ανήκουν σε μία μόνο 
(ανά υποδέντρο) κατηγορία. Άρα ο ID3 θα σταματήσει και θα επιστρέψει το παρακάτω 
δέντρο, που δεν χρησιμοποιεί τις άλλες ιδιότητες.

ID X Y Z C

1 0 0 1 Μαύρο
2 1 0 1 Μαύρο
3 0 0 1 Μαύρο
4 1 1 0 Μαύρο
5 0 1 1 Άσπρο
6 1 0 0 Άσπρο
7 0 0 0 Άσπρο
8 1 0 0 Άσπρο



Άσκηση 16.4.
Γ) Σχεδιάστε τώρα το δέντρο απόφασης που θα κατασκευάσει ο ID3, αν του επιτρέψουμε να χρησιμοποιήσει ως 
ιδιότητες μόνο τις X, Y, Z (το δέντρο προβλέπει πάλι την κατηγορία C). Δεν χρειάζονται αριθμητικοί υπολογισμοί, 
μόνο προσεκτική παρατήρηση των δεδομένων. Εξηγήστε γιατί θα προκύψει το δέντρο που σχεδιάσατε.

ID X Y Z C

1 0 0 1 Μαύρο
2 1 0 1 Μαύρο
3 0 0 1 Μαύρο
4 1 1 0 Μαύρο
5 0 1 1 Άσπρο
6 1 0 0 Άσπρο
7 0 0 0 Άσπρο
8 1 0 0 Άσπρο

Απάντηση: Τα δεδομένα εκπαίδευσης δείχνουν ότι αν μάθουμε πως Ζ = 1, 
είναι πολύ πιθανό (πιθανότητα ¾) ότι C = μαύρο· και αν μάθουμε πως Ζ = 0, είναι πολύ 
πιθανό (πιθανότητα ¾) ότι C = άσπρο. Επομένως, η γνώση της τιμής της ιδιότητας Ζ 
μειώνει την εντροπία (αβεβαιότητα για την τιμή) της C, εντροπία που αρχικά ήταν μέγιστη, 
δηλαδή IG(C, Z) > 0. Το ίδιο συμπέρασμα προκύπτει υπολογίζοντας αναλυτικά το IG(C, Ζ). 
Αντίθετα, τα δεδομένα εκπαίδευσης δείχνουν ότι αν μάθουμε πως Υ = 1,
η πιθανότητα να έχουμε C = μαύρο παραμένει ½ και ίση με την πιθανότητα να έχουμε C = 
άσπρο· ομοίως, αν μάθουμε ότι Χ = 0, η πιθανότητα να έχουμε C = μαύρο παραμένει ½ και 
ίση με την πιθανότητα να έχουμε C = άσπρο. Επομένως, όποια κι αν είναι η τιμή της Υ, 
εξακολουθούμε να έχουμε δύο ισοπίθανα ενδεχόμενα C = μαύρο και C = άσπρο και, 
επομένως, μέγιστη εντροπία (αβεβαιότητα) H(C) = 1. Άρα η γνώση της τιμής της Y δεν 
μειώνει καθόλου την εντροπία (αβεβαιότητα για την τιμή της) C, δηλαδή IG(C, Υ) = 0. Το ίδιο 
συμπέρασμα προκύπτει υπολογίζοντας αναλυτικά το IG(C, Υ). Ομοίως IG(C, Χ) = 0. 
Επομένως ο ID3 θα επιλέξει να τοποθετήσει στην κορυφή του δέντρο απόφασης την 
ερώτηση για την ιδιότητα Z.



Άσκηση 16.4.
Γ) Σχεδιάστε τώρα το δέντρο απόφασης που θα κατασκευάσει ο ID3, αν του επιτρέψουμε να χρησιμοποιήσει ως 
ιδιότητες μόνο τις X, Y, Z (το δέντρο προβλέπει πάλι την κατηγορία C). Δεν χρειάζονται αριθμητικοί υπολογισμοί, 
μόνο προσεκτική παρατήρηση των δεδομένων. Εξηγήστε γιατί θα προκύψει το δέντρο που σχεδιάσατε.

ID X Y Z C

1 0 0 1 Μαύρο
2 1 0 1 Μαύρο
3 0 0 1 Μαύρο
5 0 1 1 Άσπρο

Στο υποδέντρο για Ζ = 1, θα καταλήξουν τα παραδείγματα με ID = 1, 2, 3, 5, ενώ στο 
υποδέντρο για Z = 0 τα παραδείγματα με ID = 4, 6, 7, 8. 
Και στα δύο υποδέντρα, αν μάθουμε κατόπιν την τιμή της ιδιότητας Υ, πετυχαίνουμε 
πλήρη διαχωρισμό (πρόβλεψη) των κατηγοριών, ενώ αντίθετα δεν συμβαίνει το ίδιο αν 
μάθουμε την τιμή της ιδιότητας Χ. 
Επομένως και στα δύο υποδέντρα η ιδιότητα Y παρέχει μεγαλύτερο κέρδος πληροφορίας 
απ΄ ό,τι η Χ. 

ID X Y Z C

4 1 1 0 Μαύρο
6 1 0 0 Άσπρο
7 0 0 0 Άσπρο
8 1 0 0 Άσπρο



Άσκηση 16.4.
Γ) Σχεδιάστε τώρα το δέντρο απόφασης που θα κατασκευάσει ο ID3, αν του επιτρέψουμε να χρησιμοποιήσει ως 
ιδιότητες μόνο τις X, Y, Z (το δέντρο προβλέπει πάλι την κατηγορία C). Δεν χρειάζονται αριθμητικοί υπολογισμοί, 
μόνο προσεκτική παρατήρηση των δεδομένων. Εξηγήστε γιατί θα προκύψει το δέντρο που σχεδιάσατε.

ID X Y Z C

1 0 0 1 Μαύρο
2 1 0 1 Μαύρο
3 0 0 1 Μαύρο
5 0 1 1 Άσπρο

Άρα ο ID3 θα προτιμήσει να προσθέσει και στα δύο υποδέντρα της ερωτήσεις για την 
ιδιότητα Υ. 
Σε κάθε κλαδί κάτω από τις δύο ερωτήσεις Υ, καταλήγουν παραδείγματα μίας μόνο 
κατηγορίας. 
Επομένως ο ID3 θα σταματήσει και θα επιστρέψει το παρακάτω δέντρο, που δεν 
χρησιμοποιεί την ιδιότητα Χ. 

ID X Y Z C

4 1 1 0 Μαύρο
6 1 0 0 Άσπρο
7 0 0 0 Άσπρο
8 1 0 0 Άσπρο



Άσκηση 16.5.
Αν αξιολογήσουμε έναν ταξινομητή ID3 (χωρίς πριόνισμα) στο ίδιο σύνολο διανυσμάτων στο οποίο τον 
εκπαιδεύσαμε, αλλά στα διανύσματα εκπαίδευσης περιλαμβάνονται και ασυνεπή παραδείγματα, το ποσοστό 
ορθότητας του ταξινομητή θα βρεθεί να είναι:

Απάντηση: Τα ασυνεπή διανύσματα εκπαίδευσης δεν είναι δυνατόν να διαχωριστούν, 
αφού έχουν τις ίδιες τιμές σε όλες τις ιδιότητες, οπότε καταλήγουν στα ίδια φύλλα και (αφού ανήκουν σε 
διαφορετικές κατηγορίες) δεν συμφωνούν οι κατηγορίες όλων τους με τις κατηγορίες των φύλλων στα οποία 
κατέληξαν. Αφού αξιολογούμε χρησιμοποιώντας τα ίδια διανύσματα που χρησιμοποιήθηκαν κατά την 
εκπαίδευση, κάθε διάνυσμα αξιολόγησης καταλήγει στο ίδιο φύλλο όπου κατέληξε και κατά την εκπαίδευση και 
κάποια από τα ασυνεπή διανύσματα αξιολόγησης (και εκπαίδευσης) καταλήγουν πάλι σε φύλλα των οποίων 
οι κατηγορίες είναι διαφορετικές από εκείνες των ασυνεπών διανυσμάτων. Επομένως, θα υπάρχουν σίγουρα 
λάθη κατάταξης και άρα το ποσοστό ορθότητας θα είναι σίγουρα μικρότερο του 100%. 

X Y C

0 0 Μαύρο
1 0 Μαύρο
0 0 Άσπρο
0 1 Άσπρο

Χ

Υ Μαύρο

0 1
Y C

0 Μαύρο
0 Άσπρο
1 Άσπρο ?Άσπρο

1 0
Y C

0 Μαύρο
0 Άσπρο









Άσκηση 17.1.
Οι τελείες του σχήματος στα δεξιά παριστάνουν έναν 
δείγμα που προέρχεται από πληθυσμό ο οποίος 
ακολουθεί στην πραγματικότητα την άγνωστη συνάρτηση 
y = f(x), της οποίας η γραφική παράσταση είναι η συνεχής 
καμπύλη1. Λόγω θορύβου κατά τις μετρήσεις της 
δειγματοληψίας, όμως, τα σημεία του δείγματος δεν 
βρίσκονται ακριβώς πάνω στη συνεχή καμπύλη. Θέλουμε 
να μάθουμε από το δείγμα μια συνάρτηση y = h(x), που να 
προσεγγίζει κατά το δυνατόν περισσότερο την f(x).
A) Εξηγήστε γιατί η χρήση γραμμικής παλινδρόμησης 
ελαχίστων τετραγώνων δεν θα οδηγούσε σε ικανοποιητική 
h(x).

Απάντηση: Η γραμμική παλινδρόμηση ελαχίστων 
τετραγώνων μαθαίνει ευθείες γραμμές (ή γενικότερα 
επίπεδα ή υπερ-επίπεδα). Στη συγκεκριμένη περίπτωση η 
καμπύλη της y= f(x) προφανώς δεν μπορεί να προσεγγιστεί 
καλά από μια μόνο ευθεία γραμμή.

 1Το σχήμα προέρχεται από την ιστοσελίδα 
http://en.wikipedia.org/wiki/Local_regression. 



Άσκηση 17.1.
B) Πώς θα μπορούσαμε να μάθουμε μια πιο ικανοποιητική 
h(x) χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο των k κοντινότερων 
γειτόνων (ή μια παραλλαγή του); Τι θα κάναμε κατά το 
στάδιο της εκπαίδευσης και τι όποτε (κατόπιν) μας δίνουν 
ένα x για το οποίο πρέπει να επιστρέψουμε το y = h(x);

Απάντηση: 
Κατά το στάδιο της εκπαίδευσης απλά αποθηκεύουμε όλες 
τις συντεταγμένες (x, y) των σημείων του δείγματος. 
Κατόπιν, όποτε μας δίνουν ένα νέο x’ και μας ζητούν το y’ = 
h(x’), ανακτούμε τα k σημεία του δείγματος (γείτονες) των 
οποίων οι τιμές x βρίσκονται πιο κοντά στο x’ και 
επιστρέφουμε το μέσο όρο των τιμών y αυτών των k σημείων 
(των γειτόνων). Μπορούμε επίσης να ζυγίζουμε κατά τον 
υπολογισμό του μέσου όρου τις y τιμές των γειτόνων, 
δίνοντας σε κάθε μία y τιμή γείτονα βάρος π.χ. αντιστρόφως 
ανάλογο της απόστασης της x τιμής του γείτονα από το x’.







Άσκηση 17.2.
Γράψτε τους υπολογισμούς με τους οποίους προκύπτει ο κανόνας ενημέρωσης βαρών της γραμμικής 
παλινδρόμησης ελαχίστων τετραγώνων, όταν χρησιμοποιείται στοχαστική κατάβαση κλίσης.

Απάντηση:
Ο κανόνας ενημέρωσης βαρών της γραμμικής παλινδρόμησης ελαχίστων τετραγώνων, όταν χρησιμοποιείται 
στοχαστική κατάβαση κλίσης, δίνεται από τον τύπο: 

Επίσης: 

Για 𝑙 ∈ {0, … , 𝑛}:

Άρα,

και ο τύπος ενημέρωσης βαρών γίνεται: 



Άσκηση 17.3.
Καταγράψαμε μεγάλο αριθμό παρτίδων (συνολικά Μ παρτίδες) μεταξύ παικτών Othello. Σε κάθε παρτίδα 
καταγράψαμε όλα τα στιγμιότυπα της σκακιέρας (τις θέσεις όλων των πιονιών), ένα στιγμιότυπο αμέσως μετά 
από κάθε κίνηση παίκτη. Τα στιγμιότυπα όλων των παρτίδων συνολικά ήταν Κ, ενώ τα διαφορετικά 
στιγμιότυπα (μετρώντας τα ίδια στιγμιότυπα μόνο μία φορά το καθένα) όλων των παρτίδων συνολικά ήταν L. 
Για κάθε στιγμιότυπο, καταγράψαμε τις τιμές των ιδιοτήτων f

1
(n), f

2
(n), f

3
(n), όπου τώρα n είναι το στιγμιότυπο· 

εμφανίστηκαν συνολικά N διαφορετικοί συνδυασμοί τιμών των f
1
(n), f

2
(n), f

3
(n) στις Μ παρτίδες. Για κάθε 

στιγμιότυπο, καταγράψαμε ακόμη αν η παρτίδα στην οποία εμφανίστηκε το στιγμιότυπο έληξε υπέρ του 
μαύρου παίκτη, υπέρ του άσπρου ή ισόπαλη.
Εξηγήστε πώς θα μπορούσαμε να εκμεταλλευτούμε τα καταγεγραμμένα στοιχεία των Μ παρτίδων, για να 
μάθουμε με γραμμική παλινδρόμηση ελαχίστων τετραγώνων τις καλύτερες δυνατές τιμές των w

0
, w

1
, w

2
, w

3
, 

ώστε για κάθε κόμβο n του δέντρου αναζήτησης, με
MiniMax, η h(n) = w

1
 × f

1
(n) + w

2
 × f

2
(n) + w

3
 × f

3
(n) + w

0
 επιστρέφει μια κατά το δυνατόν ακριβέστερη εκτίμηση του 

αναμενόμενου οφέλους με το οποίο θα τελειώσει το παιχνίδι, αν βρεθεί στην κατάσταση του κόμβου n. 
Θεωρήστε ότι το όφελος ενός παιχνιδιού είναι 1 όταν κερδίζει ο Max (μαύρος), –1 όταν κερδίζει ο Min (άσπρος) 
και 0 όταν το παιχνίδι λήγει ισόπαλο.



Άσκηση 17.3.
A) Πόσα παραδείγματα (διανύσματα ιδιοτήτων) εκπαίδευσης θα είχαμε στη γραμμική παλινδρόμηση και ποιες 
θα ήταν οι μεταβλητές της συνάρτησης που θα μάθαινε η γραμμική παλινδρόμηση; Φροντίστε να μην 
υπάρχουν ασυνεπή παραδείγματα εκπαίδευσης.

Απάντηση:
Θα είχαμε N παραδείγματα εκπαίδευσης, ένα για κάθε διαφορετικό συνδυασμό τιμών των f

1
(n), f

2
(n), f

3
(n) που 

παρατηρήθηκε στις Μ παρτίδες. Οι μεταβλητές θα ήταν οι ιδιότητες f
1
(n), f

2
(n), f

3
(n).  



Άσκηση 17.3.
B) Πώς ακριβώς (δώστε μαθηματικό τύπο) θα υπολογίζαμε για κάθε παράδειγμα εκπαίδευσης την «ορθή» 
(επιθυμητή) απόκριση της συνάρτησης που θα θέλαμε να μάθει η γραμμική παλινδρόμηση;

Απάντηση:
Κάθε παράδειγμα εκπαίδευσης παριστάνει έναν από τους Ν διαφορετικούς συνδυασμούς τιμών των τριών 
ιδιοτήτων που παρατηρήθηκε στις Μ παρτίδες. Έστω σ ένας από αυτούς τους διαφορετικούς συνδυασμούς και 
σ

1
 , σ

2
 , ..., σ

k
 τα καταγεγραμμένα στιγμιότυπα (όχι αναγκαστικά διαφορετικά μεταξύ τους) που είχαν το 

συγκεκριμένο συνδυασμό τιμών του σ στις f
1
(n), f

2
(n), f

3
(n). Η επιθυμητή απόκριση για το σ θα ήταν: 

όπου u(σ
i
)  είναι το όφελος με το οποίο τελείωσε η παρτίδα στην οποία καταγράφηκε το στιγμιότυπο .



Άσκηση 17.3.
Γ) Ποια θα ήταν η σχέση της συνάρτησης f

w
( x ) = w × x που θα μάθαινε η γραμμική παλινδρόμηση με την h(n) 

που θα χρησιμοποιούσαμε τελικά;

Απάντηση:
  


